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Zusammenfassung

In der vorliegenden Untersuchung stehen geometrische Aufgaben und die in den seit 2004 national
verbindlichen Bildungsstandards im Fach Mathematik fir den Primarbereich formulierten
Anforderungsbereiche im Zentrum. Diese zeigen die kognitiven Anforderungen an Schiilerinnen und
Schiiler bei der Bearbeitung von Aufgaben auf, wobei zwischen , Reproduzieren", ,,Zusammenhange
herstellen" und ,Verallgemeinern und Reflektieren" unterschieden wird (KMK, 2005a, S. 13). Durch
die drei Anforderungsbereiche sollen Lehrkrdfte unter anderem die Chance zur Entwicklung einer
anforderungsbezogenen Aufgabenkultur erhalten. Des Weiteren soll die Integration von Aufgaben
aus allen drei Anforderungsbereichen im Unterricht angeregt und einem einseitig ausgerichteten
Unterricht entgegen gewirkt werden.

Da die Anforderungsbereiche bislang nicht empirisch validiert wurden und in den Verdffentlichungen
der Kultusministerkonferenz nicht klar zur Schwierigkeit von Aufgaben abgegrenzt werden (KMK,
20054, S. 13; KMK, 2005b, S. 17; KMK, 2004b, S. 13), wurde in der vorliegenden Untersuchung zum
einen die Moglichkeit der eindeutigen Zuordnung geometrischer Aufgaben zu den drei
Anforderungsbereichen geprift. Zum anderen wurde untersucht, inwiefern die in den geometrischen
Aufgaben enthaltenen kognitiven Anforderungen in Zusammenhang mit der empirischen
Schwierigkeit von Aufgaben, der mathematischen Leistungsfahigkeit von Schiilerinnen und Schiilern,
dem Geschlecht und den Anforderungen der im Unterricht gestellten Aufgaben stehen.

Vor dem Hintergrund der dem deutschen Mathematikunterricht nachgesagten Kalkil-
beziehungsweise Fertigkeitsorientierung (Baumert et al., 2001, S. 296; Granzer & Walther, 2008, S. 9)
und den damit einhergehenden Stdrken deutscher Schilerinnen und Schiler im Bereich von
Routineaufgaben und Schwachen im Bereich von Aufgaben mit hoheren kognitiven Anforderungen
(Grassmann et al., 2014, S. 11; Reiss & Hammer, 2013, S. 82; Schiitte, 2008, S. 41) wurde zudem die
Verteilung der im Rahmen der Untersuchung gewonnenen, schriftlich fixierten geometrischen
Schulbuch- und Unterrichtsaufgaben auf die drei Anforderungsbereiche analysiert.

Durch die Betrachtung geometrischer Aufgaben konnte stichprobenartig der quantitative
Geometrieanteil in den Schulbiichern und im Unterricht der vierten Jahrgangsstufe ermittelt werden,
um so den Forschungsstand zum Stellenwert des Geometrieunterrichts (Maier, 1999; Backe-
Neuwald, 2000; Roick, Golitz & Hasselhorn, 2004) zu aktualisieren beziehungsweise zu erganzen.
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Einleitung 1

Einleitung

,Die Klassifikation der Aufgaben nach Anforderungsbereichen ist die zentrale Schwachstelle
der "Bildungsstandards fiir das Fach Mathematik - Jahrgangsstufe 4°." (Schipper, 2005, S. 356)

Dieses Zitat stammt von Wilhelm Schipper, einem Mitglied der Steuerungsgruppe
»Bildungsstandards", die sich knapp zwei Jahre mit der Entwicklung eben dieser beschaftigte. In den
seit 2004 national verbindlichen Bildungsstandards im Fach Mathematik flir den Primarbereich
wurden bis zum Ende der Grundschulzeit zu erreichende allgemeine und inhaltsbezogene
mathematische Kompetenzen formuliert und anhand von Aufgabenbeispielen hinsichtlich dreier
Anforderungsbereiche konkretisiert. Diese zeigen die kognitiven Anforderungen an Schiilerinnen und
Schiller bei der Bearbeitung von Aufgaben auf und sollen den Lehrkraften die Chance der
Entwicklung einer anforderungsbezogenen Aufgabenkultur bieten (KMK, 2005b, S. 11). Dabei werden
die Anforderungen ,Reproduzieren”, ,Zusammenhdnge herstellen" und ,Verallgemeinern und
Reflektieren" unterschieden (KMK, 2005a, S. 13). Das oben aufgefiihrte Zitat bezieht sich auf die
bislang fehlende empirische Validierung der Anforderungsbereiche. Die vorliegende Erhebung
mochte im Zusammenhang mit geometrischen Aufgaben klaren, inwieweit die Anforderungsbereiche
transparent, anwendbar und hilfreich fir Lehrkrafte sind beziehungsweise worin deren Nutzen fir
die Unterrichtsarbeit liegt. Dazu wurde die Moglichkeit der (bereinstimmenden Zuordnung
geometrischer Aufgaben im vierten Schuljahr zu den drei in den Bildungsstandards formulierten
Anforderungsbereichen geprift. Die daraus gewonnenen Erkenntnisse konnten zur Darstellung der
Verteilung der kognitiven Anforderungen in den geometrischen Aufgaben des vierten Schuljahres
genutzt und vor dem Hintergrund der Erkenntnisse aus internationalen Schulleistungsstudien, wie
beispielsweise der dem deutschen Mathematikunterricht nachgesagten Fertigkeitsorientierung
(Baumert et al., 2001, S. 296; Criblez et al., 2009, S. 121; Granzer & Walther, 2008, S. 9), den damit
einhergehenden Starken deutscher Schiilerinnen und Schiler im Bereich von Routineaufgaben und
Schwachen im Bereich von Aufgaben mit héheren kognitiven Anforderungen (Grassmann et al.,
2014, S. 11; Reiss & Hammer, 2013, S. 82; Schiitte, 2008, S. 41) und der weniger erfolgreichen
Forderung der leistungsstarken Schilerinnen und Schiiler im Vergleich zu den leistungsschwacheren
(Wendt et al., 2012, S. 14ff; Selter et al., 2012, S. 93ff), betrachtet werden (Kap. 8).

Neben der fehlenden empirischen Prifung fihrt die Kultusministerkonferenz an verschiedenen
Stellen die in den Aufgaben enthaltenen Anforderungen im Zusammenhang mit der Schwierigkeit
von Aufgaben an (KMK, 200543, S. 13; KMK, 2005b, S. 17; KMK, 2004b, S. 13), wohingegen an anderer
Stelle die Eignung der Anforderungsbereiche zur Beschreibung der Aufgabenschwierigkeit verneint
wird (Walpuski et al.,, 2010, S. 175; Blum, 2006, S. 14). Um zu prifen, inwiefern die
Anforderungsbereiche zur Bestimmung der Schwierigkeit von Aufgaben herangezogen werden
kénnen, wurden 24 geometrische Schulbuchaufgaben mit unterschiedlichen Anforderungen von 270
Schillerinnen und Schiilern bearbeitet und die Losungshaufigkeiten empirisch ermittelt. Des
Weiteren wurde mit Hilfe des zu Beginn und zum Ende des vierten Schuljahres durchgefiihrten
normierten Schulleistungstests DEMAT die Leistungsfahigkeit der 270 Schilerinnen und Schiilern
erfasst. So konnten zudem Zusammenhdnge zwischen den kognitiven Anforderungen und der
Leistungsfahigkeit beziehungsweise dem Geschlecht von Schiilerinnen und Schiilern untersucht
werden. Ebenfalls wurden die gewonnenen Daten hinsichtlich der Zusammenhange zwischen den
Geometrieleistungen, den Losungshaufigkeiten bei der Bearbeitung geometrischer Aufgaben mit
unterschiedlichen kognitiven Anforderungen und der Quantitdt beziehungsweise Qualitat des
Geometrieunterrichts analysiert (Kap. 9).



Einleitung 2

Ein zweiter Schwerpunkt wurde auf die inhaltsbezogenen Kompetenzen zur Leitidee Raum und Form
(KMK, 200543, S. 10) gelegt. Trotz der unumstrittenen Bedeutsamkeit des Geometrielernens sind bis
heute zahlreiche Aussagen zur defizitaren Realisierung geometrischer Inhalte im
Mathematikunterricht zu finden. Es werde nur sporadisch und in zu geringem Umfang Geometrie
unterrichtet, wobei der ermittelte Anteil des Geometrieunterrichts am Mathematikunterricht
zwischen 7,5% und 10% beziehugnsweise 14 bis 15 Minuten pro Woche bei Backe-Neuwald (2000, S.
66 und 1998, S. 5), 18% bei Maier (1999, S. 233ff) und 20% bei Roick, Golitz und Hasselhorn (2004, S.
14) variiert. Die Geometrie spiele ,in der alltdglichen Unterrichtspraxis ein eher stiefmitterliches
Dasein“ (Radatz & Rickmeyer, 1991, S. 4) und fiihre ,in der Praxis des Grundschulunterrichts
gegeniber der Arithmetik und dem Sachrechnen nicht selten ein Mauerbliimchendasein"
(Krauthausen & Scherer, 2001, S. 51). Die geometrischen Teile blieben ,allzu oft aulen vor, weil die
inhaltlich wichtigen arithmetischen Bereiche selbst schon recht umfangreich sind“ (Radatz &
Schipper, 1983, S. 138). Krauthausen und Scherer (2001, S. 51) sprechen von einem vermeintlichen
Zeitdruck, dem geometrische Erfahrungsbereiche und Inhalte allzu oft zum Opfer fallen, da sie
nachrangig behandelt werden und das erste sind, was entbehrlich erscheint. Zudem wird
angenommen, dass die in Schulbiichern willkirlich eingestreuten, zusammenhangslos angeordneten
und vergleichsweise isoliert von arithmetischen Fragestellungen stehenden Geometrieanteile ein
Uberspringen oder Zuriickstellen dieser Seiten unterstiitzen und sinnvolle Interdependenzen noch zu
wenig explizit gemacht beziehungsweise nahe gelegt werden (Backe-Neuwald, 1998, S. 6;
Krauthausen & Scherer, 2001, S. 52; Radatz & Rickmeyer, 1991, S. 4; Radatz & Schipper, 1983, S.
139).

Die vorliegende Dissertation widmet sich dem Erkenntnisgewinn bezlglich des aktuellen
guantitativen Anteils geometrischer Inhalte in Schulbliichern und im Unterricht, indem zehn
Schulblichern flr das vierte Schuljahr alle geometrischen Aufgaben entnommen und der
Geometrieunterricht durch eine Stichprobe von 16 Lehrkrdaften (ber ein Schuljahr hinweg
protokolliert wurde (Kap. 7).

Zusammenfassend wurden folgende Fragestellungen formuliert:

1. Wie hoch ist der quantitative Anteil geometrischer Inhalte in Schulbiichern und im
Unterricht des vierten Schuljahres?

2. Kénnen geometrische Aufgaben eindeutig den in den Bildungsstandards formulierten
Anforderungsbereichen zugeordnet werden?

3. Welche kognitiven Anforderungen enthalten die geometrischen Aufgaben in den
Schulbiichern und im Unterricht des vierten Schuljahres?

4. Inwiefern kénnen die Anforderungsbereiche zur Bestimmung der
Aufgabenschwierigkeit herangezogen werden?

5. Inwiefern bewdltigen Schiilerinnen und Schiiler in Abhéngigkeit von Leistungsfdhigkeit und
Geschlecht die geometrischen Aufgaben aus den drei verschiedenen
Anforderungsbereichen?

6. Gibt es einen Zusammenhang zwischen den Geometrieleistungen und den
Anforderungen in den Aufgaben im Geometrieunterricht?



Einleitung 3

Insgesamt gliedert sich die vorliegende Dissertation zum Thema ,Kognitive Anforderungen in
geometrischen Aufgaben des vierten Schuljahres - Eine Untersuchung zu den Anforderungsbereichen
der Bildungsstandards" in drei Teile.

Im ersten Teil (Teil 1) wird der theoretische Hintergrund dargestellt, wobei aufgrund des doppelten
Schwerpunktes zunachst Grundlagen zum Geometrielernen (Kap. 1) geschaffen werden. Dabei
werden flir das geometrische Lernen bedeutsame Aspekte wie die visuelle Wahrnehmung, das
raumliche Vorstellungsvermdgen, die Entwicklung des rdumlichen Denkens nach Piaget und van Hiele
sowie die Bildung von Begriffen thematisiert und Erkenntnisse zum Geometrieunterricht dargestellt.
AnschlieBend wird der im Zuge internationaler Schulleistungsstudien und der Veroffentlichung der
Bildungsstandards Einzug in den Bildungsbereich haltende Kompetenzbegriff erértert (Kap. 2). Um
die in den Bildungsstandards fiir das Fach Mathematik im Primarbereich formulierten Kompetenzen
zur Leitidee Raum und Form verstandlich darstellen zu kénnen, wird sowohl der Entstehungskontext
der Bildungsstandards unter Berlicksichtigung der aus den Schulleistungsstudien gewonnenen
Erkenntnisse, als auch der Kompetenzbegriff an sich und das den Bildungsstandards zugrunde
liegende Kompetenzmodell erldutert. Das Kapitel schlieRt mit der Vorstellung der inhaltsbezogenen
Kompetenzen zur Leitidee Raum und Form und der Abstufung von Kompetenzen in Form
sogenannter Kompetenzstufen. Da die Anforderungsbereiche die kognitiven Anforderungen an
Schiilerinnen und Schiiler bei der Bearbeitung von Aufgaben aufzeigen, werden im dritten Kapitel
sowohl kognitionstheoretische Grundlagen geschaffen als auch Aufgabenmerkmale betrachtet.
Zunachst erfolgen allgemeine Aussagen zu Aufgaben und die Darstellung einiger der zahlreich in der
Literatur existierenden Vorschlage zur Klassifikation von Aufgaben. Aufbauend auf allgemeinen
Theorien zur kognitiven Entwicklung und der daraus hervorgehenden einvernehmlichen Annahme,
dass der Mensch aktiv Informationen verarbeitet und das so erworbene Wissen im Gedachtnis
speichert, werden kognitive Prozesse im Zusammenhang mit einem Modell zum
Informationsverarbeitungsprozess dargestellt. Gleichfalls wird die durch Bloom et al. (1972)
entwickelte Taxonomie, in der kognitive Prozesse hierarchisch angeordnet wurden und die bei der
Entwicklung von Klassifikationsschemata fir Mathematikaufgaben und im Rahmen der
Standardiiberpriifung immer wieder aufgegriffen, angewendet oder erweitert wurde (vgl. Wilson,
1971; Anderson & Krathwohl, 2001), erldutert. Im Anschluss erfolgen Anmerkungen zu kognitiven
Anforderungen in Aufgaben und die haufig genannten Aufgabenmerkmale Qualitdt und Schwierigkeit
werden erortert. Daran knipft die Darstellung der in den Bildungsstandards formulierten
Anforderungsbereiche an, wobei Beispiele vorgestellt werden und deren Nutzen reflektiert wird
(Kap. 4). Aufgrund der nur hinreichend konkreten Ausfiihrungen werden ergdnzend die
Formulierungen aus den Bildungsstandards weiterer Facher und Schularten dargelegt. Die
Schilderung der Aussagen zum Zusammenhang zwischen den Anforderungsbereichen und der
Aufgabenschwierigkeit leitet zum zweiten Teil der Arbeit Uber.

Im zweiten Teil (Teil Il) erfolgt die Darstellung der empirischen Untersuchung. Dazu werden die fir
die vorliegende Untersuchung zentralen Fragestellungen und Hypothesen formuliert (Kap. 5) und das
Untersuchungsdesign vorgestellt (Kap. 6).

Im dritten Teil (Teil Ill) werden die Ergebnisse der vorliegenden Untersuchung dargestellt (Kap. 7,8
und 9) und in Kapitel 10 in Bezug auf die formulierten Hypothesen bewertet und diskutiert. Die
Dissertation schliel8t mit praktischen Implikationen und einem Ausblick.
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Teil 1: Theoretischer Hintergrund

1 Grundlagen zum Geometrielernen

Zu Beginn werden die fiir das Geometrielernen bedeutsamen Aspekte (Kap. 1.1) der visuellen
Wahrnehmung nach Frostig et al. (Kap. 1.1.1) und des rdumlichen Vorstellungsvermogens (Kap.
1.1.2) erlautert. Ebenfalls werden entwicklungspsychologische Theorien zum raumlichen Denken
dargestellt. Grundlegend sind dabei Piagets Erkenntnisse zur Entwicklung des raumlichen Denkens
(Kap. 1.1.3) und die Niveautheorie nach van Hiele (Kap. 1.1.4). Es schlieRen sich Ausfiihrungen zur
geometrischen Begriffsbildung an (Kap. 1.1.5). Zuletzt erfolgen einige Anmerkungen zur Gestaltung
und zur Rolle des Geometrieunterrichts (Kap. 1.2).

Das folgende Zitat leitet die Darstellung der fiir das Geometrielernen bedeutsamen Aspekte in den
folgenden Kapiteln ein:

,Gerade geometrische Aufgabenstellungen erlauben das Entwickeln spezifischer
Denkweisen (z.B. das Aufsuchen von Regeln und Beziehungen, das Zerlegen in leichter
I6sbare Teilprobleme, das Wechselspiel zwischen einem kreativen Probieren und
systematischen Problemldsen) und die Forderung grundlegender, kognitiver Kompetenzen
(z.B. Einzelfahigkeiten der visuellen Wahrnehmung, das rdumliche Vorstellungsvermégen und
das raumliche Denkenkdnnen).” (Radatz & Rickmeyer, 1991, S. 8)

1.1 Aspekte des Geometrielernens

1.1.1 Visuelle Wahrnehmung

Die Wahrnehmung, also das Aufnehmen von Reizen und deren kognitive Verarbeitung, wird in den
zahlreich entwickelten Modellen zum raumlichen Vorstellungsvermogen als zentrale Voraussetzung
fur die Generierung von Raumvorstellungen angesehen. Je nach Sinneskanal, mit dem der Mensch
seine Umgebung wahrnimmt, werden verschiedene Wahrnehmungsarten unterschieden. Neben der
olfaktorischen, der gustatorischen, der passiv taktilen, der aktiv haptischen, der auditiven, der
kindsthetischen und der vestibularen Wahrnehmung ist fir die Wahrnehmung von Raum und Form
die visuelle Wahrnehmung grundlegend (Franke & Reinhold, 2016, S. 41ff). Diese beinhaltet nicht nur
das Sehen, sondern schlieRt das Assoziieren, Verarbeiten, Interpretieren und Behalten der
wahrgenommenen Objekte und damit das visuelle Gedachtnis ein (Franke, 2009, S. 29). Dieses
umfassende Begriffsverstandnis basiert auf Studien mit blinden Personen, die trotz fehlender
visueller Informationen erstaunliche raumlich-visuelle Leistungen erbrachten (Gardner, 1991, S. 174).

Nach Frostig, Horne und Miller (1972, S. 5ff) erlernen Kinder aufgrund der Leistungsfahigkeit der
visuellen Wahrnehmung mehr oder weniger erfolgreich lesen, schreiben, rechnen und weitere
Fertigkeiten. Da die visuelle Wahrnehmung somit flir den Schulerfolg notwendig und fir die
Lernfahigkeit bedeutsam ist, entwickelten die genannten Autoren ein Diagnostik- und
Ubungsprogramm fiir Schulanfanger zur Vorbeugung und zur Aufarbeitung von Defiziten. Frostig,
Horne und Miller (1972) unterschieden dabei finf Bereiche der visuellen Wahrnehmung
(Visuomotorische Koordination, Figur-Grund-Wahrnehmung, Wahrnehmungskonstanz,
Wahrnehmung der Raumlage, Wahrnehmung rdumlicher Beziehungen). Visuomotorische
Koordination meint die Fahigkeit des Menschen, das Sehen mit den Bewegungen des eigenen
Korpers oder Teilen des Korpers zu koordinieren (Frostig, Horne & Miller, 1972, S. 5). Ohne die
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Fahigkeit zur Figur-Grund-Unterscheidung kénnte der Mensch keine Gegenstdande im Raum erkennen
oder sich darin orientieren. Es ware also nicht moglich, bei einem komplexeren optischen
Hintergrund oder einer Gesamtfigur die Aufmerksamkeit auf eingebettete Teilfiguren zu richten,
diese zu erkennen und zu isolieren (Frostig, Horne & Miller, 1972, S. 6). Die Wahrnehmungskonstanz
wird beispielsweise beim Sortieren von Gegenstianden nach Form oder GréRe bendtigt und
bezeichnet die Fahigkeit, Figuren in der Ebene oder im Raum in verschiedenen Grol3en,
Anordnungen, rdumlichen Lagen oder Farbungen wieder zu erkennen und von anderen Figuren zu
unterscheiden (Franke, 2009, S. 41; Frostig, Horne & Miller, 1972, S. 6f; Maier, 1999, S. 12). Die
Wahrnehmung der Raumlage definieren Frostig, Horne und Miller (1972, S. 7) als die Wahrnehmung
der Raum-Lage-Beziehung eines Gegenstandes im Verhaltnis zum Standpunkt des Wahrnehmenden,
der das Zentrum seiner eigenen Welt ist und Gegenstande als hinter, vor, lber, unter oder seitlich
von sich lokalisiert. Schwierigkeiten mit der Raumlage flihren beispielsweise zur Wahrnehmung der
Ziffer 6 als Ziffer 9. Unter Wahrnehmung raumlicher Beziehungen verstehen die Autoren die
Fahigkeit, die Lage von zwei oder mehr Gegenstinden in Bezug zu sich selbst und in Bezug
zueinander wahrzunehmen. Diese Fahigkeit entwickelt sich aus der Wahrnehmung der Raumlage, die
einfacher strukturiert ist (Frostig, Horne & Miller, 1972, S. 7).

Franke (2009, S. 32ff) greift die bei Frostig, Horne und Miller (1972) verwendeten Bereiche fir ihre
eigene Darstellung auf und fasst die Wahrnehmung der Raumlage und die Wahrnehmung von
Beziehungen zwischen rdumlichen Objekten unter der Bezeichnung raumliche Orientierung
zusammen (Abb. 1).

Visuelle Wahrnehmung

: . Rauml.
Visuomotorische  Figur-Grund- ~ Wahrnehm.- 5. .
Koordination ~ Unterscheidung  konstanz rung

Visuelles Gedéachtnis Visuelle Unterscheidung

Abbildung 1: Visuelle Wahrnehmung nach Franke (2009, S. 33).

Diese somit vier Bereiche werden erganzt durch die von Hoffer (1977) ermittelten beiden weiteren
Fahigkeiten, dem visuellen Gedachtnis und der visuellen Unterscheidung, sodass sich schlieBlich die
abgebildeten sechs Komponenten der visuellen Wahrnehmung ergeben. Mit Hilfe des visuellen
Gedachtnisses konnen charakteristische Merkmale eines nicht mehr prasenten Objektes
vorstellungsmaRig auf andere prasente Objekte bezogen werden, es ist damit also die Merkfahigkeit
gemeint (Franke, 2009, S. 50). Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen Objekten zu erkennen,
gelingt den Menschen dank der Fahigkeit zur visuellen Unterscheidung (Franke, 2009, S. 50f). Franke
(2009, S. 32ff) zeigt Aufgabenbeispiele zu den einzelnen Komponenten der visuellen Wahrnehmung
auf.

Die Fahigkeit zur visuellen Wahrnehmung ist nach Besuden (1984a, S. 70) Voraussetzung fiir die
Entwicklung des raumlichen Vorstellungsvermogens, das im folgenden Kapitel erlautert wird.
1.1.2 Raumliches Vorstellungsvermégen

Raumliches Vorstellungsvermdégen, auch Raumvorstellungsvermdgen oder Raumvorstellung genannt,
bezeichnet die Fahigkeit, in der Vorstellung rdaumlich zu sehen und zu denken. Es geht Uber die
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sinnliche Wahrnehmung hinaus, indem Sinneseindriicke registriert und gedanklich verarbeitet
werden. Die entstandenen Vorstellungsbilder sind ohne das Vorhandensein der realen Objekte
verfligbar, gespeichert und abrufbar. Hinzu kommt der aktive Umgang mit diesen, sprich das mentale
Umordnen oder das Entwickeln neuer Bilder aus den bereits vorhandenen (Maier, 1999, S. 14).
Besuden (1984b, S. 66) definiert Raumvorstellung als ein durch geistige Verarbeitung
beziehungsweise Verinnerlichung von Wahrnehmungen an dinglichen Gegenstianden erworbenes
Vermogen, das sich der Raumbeziige bewusst geworden ist und diese reproduzieren kann. Die
lebenspraktische Bedeutung der dreidimensionalen Wahrnehmung unserer raumlichen Welt, der
Orientierung darin und des gedanklichen Operierens damit ist offensichtlich, weshalb die Schulung
des rdaumlichen Vorstellungsvermogens als eines der Hauptziele des Geometrieunterrichts in der
Grundschule bezeichnet wird (Besuden, 1984b, S. 64; Franke, 2009, S. 27; Steiner & Winkelmann,
1981, S. 219). Die Bedeutsamkeit des raumlichen Vorstellungsvermégens fir die menschliche
Intelligenz, den Berufserfolg und das schulische Lernen ist seit einigen Jahrzehnten unumstritten
(Grassmann et al., 2014, S. 97ff; Maier, 1999, S. 123ff; Rost, 1977, S. 82ff). Es wurden verschiedene
Forschungsperspektiven eingenommen.

In Arbeiten aus  psychologisch-psychometrischer  Perspektive  wird das  raumliche
Vorstellungsvermoégen als Bestandteil in Intelligenzmodellen ausgewiesen. Gardner (1991, 2002)
kennzeichnete in seiner Theorie der multiplen Intelligenzen die raumliche Intelligenz als Fahigkeit,
die visuelle Welt richtig wahrzunehmen, die urspriingliche Wahrnehmung zu transformieren und zu
modifizieren, und Bilder der visuellen Erfahrung auch dann zu reproduzieren, wenn entsprechende
physische Stimulierungen fehlen (Gardner, 1991, S. 163). Zur raumlichen Intelligenz gehort demnach
der theoretische und praktische Sinn fir die Strukturen groRer Raume und fiir das Erfassen der enger
begrenzten Raumfelder (Gardner, 2002, S. 57). Auch Thurstone (1938) unterteilte die menschliche
Intelligenz in sieben Faktoren. Das raumliche Vorstellungsvermogen differenziert er dabei weiter in
die drei Subfaktoren raumliche Beziehungen (spatial relations), rdaumliche Veranschaulichung
(visualization) und raumliche Orientierung (spatial orientation). Der Subfaktor rdumliche
Beziehungen (S1) bezieht sich darauf, raumliche Konfigurationen von Objekten oder Teilen von ihnen
und deren Beziehungen untereinander zu erfassen, sich also Transformationen wie zum Beispiel
Rotation oder Translation von unbewegten, formfesten, starren Objekten vorzustellen. Haufig muss
beispielsweise ein Objekt auBenstehend identifiziert werden kénnen, das aus verschiedenen
Blickwinkeln gezeigt wird (Franke, 2009, S. 57ff; Maier, 1999, S. 38). Der Subfaktor
Veranschaulichung (S2) umfasst die gedankliche Vorstellung von raumlichen Bewegungen wie
Drehungen, Verschiebungen und Faltungen von Objekten oder Teilen von ihnen, ohne Verwendung
anschaulicher Hilfen. Zur Lésung von Testaufgaben, wie zum Beispiel bei Aufgaben zu Abwicklungen
und Netzen, sind teilweise komplizierte und mehrstufige analytische Denkvorgiange notwendig
(Franke, 2009, S. 60ff; Maier, 1999, S. 35). Bei der Fahigkeit zur raumlichen Orientierung (S3) liegt, im
Gegensatz zum Faktor rdumliche Beziehungen, der Standort der Person innerhalb der
Aufgabensituation. Die raumliche Einordnung der eigenen Person in eine raumliche Situation, wie
beispielsweise das Versetzen in eine andere Perspektive, das mentale Wechseln des Standortes
sowie die Orientierung darin, ist damit gemeint (Franke, 2009, S. 64f; Maier, 1999, S. 40ff). Die aus
der Re-Analyse von Lohman gewonnenen Forschungsergebnisse unterstiitzten diese Drei-Faktoren-
Hypothese nach Thurstone nachhaltig (vgl. Maier, 1999, S. 49f). Thurstones Testaufgaben werden
haufig rezipiert (Maier, 1999, S. 36ff; Franke, 2009, S. 59ff; Liithje, 2010, S. 30ff; Plath, 2013, S. 17ff).

Linn und Petersen (1986, p. 70f) nahmen zur Uberpriifung der Hypothese, dass
geschlechtsspezifische Unterschiede in den mathematisch-naturwissenschaftlichen Leistungen auf
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dem Raumvorstellungsvermogen basieren, eine kognitive Perspektive ein und richteten das
Augenmerk auf die im Individuum ablaufenden Prozesse. Sie unterschieden im Rahmen ihrer Meta-
Analyse drei Kategorien der Raumvorstellung (spatial ability). Die Kategorie der Raumlichen
Wahrnehmung (spatial perception) bezieht sich auf die Orientierung des eigenen Koérpers und meint
die Fahigkeit, die Horizontale und Vertikale zu identifizieren. Eine weitere Kategorie ist die
Vorstellungsfahigkeit von Rotationen (mental rotation) zwei- oder dreidimensionaler Objekte. Der
dritte Faktor Raumliche Visualisierung oder Veranschaulichung (spatial visualization) integriert
wesentliche Komponenten des Subfaktors raumliche Beziehungen nach Thurstone (1938). Validitat
und Nutzen dieses Kategoriensystems zeigten sich bei der Beschreibung und Deutung
geschlechtsspezifischer Differenzen im raumlichen Vorstellungsvermdgen (Linn & Petersen, 1986, p.
72ff). Weitere Strukturkonzepte der Raumvorstellung, wie Ein- und Zwei-Faktor-Theorien oder
weitere Drei-Faktor-Theorien, sind bei Maier (1999, S. 31ff) dargestellt.

In der neueren mathematikdidaktischen Literatur wird das von Maier (1999) entwickelte Modell zum
raumlichen Vorstellungsvermégen verschiedenen Studien zugrunde gelegt (Liithje, 2010, S. 99ff;
Plath, 2013, S. 93ff). Maier (1999, S. 50ff) erganzte die drei Faktoren nach Thurstone (1938) um die
von Linn und Petersen (1986) formulierten Kategorien zu seinem eigenen Modell (Abb. 2), das er
unter anderem in Bezug zu geometrischen Unterrichtsinhalten stellt (Maier, 1999, S. 237ff). Nach
Maier (1999, S. 49) war die durch Linn und Petersen (1986) vorgenommene Abgrenzung des
Subfaktors rdumliche Wahrnehmung und die Extraktion der elementaren Vorstellungsfahigkeit von
Rotationen gewinnbringend. Er unterschied in seinem Modell zudem, ob die Versuchspersonen
innerhalb oder aulRerhalb der Situation stehen, ob sie dynamisch oder statisch denken und ob Einsatz
analytischer Strategien moglich beziehungsweise hilfreich ist:

Standpunkt Dynamische Statische Einsatz
der Denkvorgédnge Denkvorgédnge analytischer
Probanden fRaumliche Relationen am | Raumliche Relationen am Strategien
Objekt veranderlich Objekt unveranderlich;

Relation der Person zum
Objekt veranderlich

Analytische
Strategien zum
schluRfolgern-
den Denken
haufig hilfreich

Analytische

schlufolgern-
den Denken
nsbesondere im
dynamischen
Bereich haufig
nicht hilfreich

Abbildung 2: Faktoren des raumlichen Vorstellungsvermoégens nach Maier (1999, S. 71).

Ebenfalls mathematikdidaktisch orientiert sind die drei Komponenten der Raumvorstellung nach
Besuden (1984a, 1984b), zu deren Férderung er Unterrichtsvorschlage unterbreitet (Besuden, 1984b,
S. 66ff; Besuden, 1984a, S. 72f). Es sind Bezlige zu Thurstone (1938) zu finden, da er raumliche
Orientierung (spatial orientation) und rdumliches Vorstellungsvermogen (spatial visualization) als
Unterfaktoren nennt. Raumliche Orientierung ist nach Besuden die Fahigkeit, sich wirklich oder
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gedanklich im Raum zu bewegen und die eigene Person richtig rdumlich einzuordnen (Besuden,
1984a, S. 71). Die Fahigkeit, raumliche Objekte oder Beziehungen durch Sprache oder Handlungen
auch bei deren Abwesenheit reproduzieren zu konnen, bezeichnet er als raumliches
Vorstellungsvermogen (Besuden, 1984a, S. 71). Mit dem dritten Aspekt des raumlichen Denkens
knlipft Besuden an die Theorie von Piaget und Inhelder (1975) an und meint damit die Fahigkeit, mit
raumlichen Vorstellungsinhalten beweglich umgehen zu kdnnen. Voraussetzung dafiir ist die
Verinnerlichung von Handlungen an Objekten, wie Verschiebungen oder Drehungen (Besuden,
19844, S. 71; Besuden, 1984b, S. 65f).

Dass die bewusste Forderung des raumlichen Vorstellungsvermogens durch den Einsatz passender
Aufgaben im Geometrieunterricht der Grundschule bedeutsam ist, wurde durch empirische
Untersuchungen belegt. Besuden (1984a, S. 71f; 1984b, S. 69) betont, dass kognitive Leistungen wie
die Raumvorstellungsfahigkeit trotz erblicher Determination trainierbar und somit entwicklungsfahig
sind. Nach Rost (1977, S. 120f) entwickelt sich die Raumvorstellung vor allem vom 7. bis zum 12.
Lebensjahr. Er stellt Studien dar, die sich mit dem Training der Raumvorstellung befassten (Rost,
1977, S. 101ff) und flhrte eine Pilot-Studie zur Forderung des Intelligenzfaktors Raumvorstellung
mittels ausgewahlter Spiele durch (Rost, 1977, S. 117ff). Auch Maier (1999, S. 80ff) widmet ein
Kapitel der Trainierbarkeit der Raumvorstellung.

Neben Besuden (1984b, S. 66ff; 1984a, S. 72f) unterbreiten viele weitere Mathematikdidaktiker
Unterrichtsvorschlige oder zeigen Aufgabenbeispiele zur Uberpriifung und Férderung der einzelnen
Faktoren des raumlichen Vorstellungsvermogens auf (Franke, 2009, S. 55ff; Grassmann et al., 2014, S.
99ff; Maier, 1999, S. 34ff; Lithje, 2010, S. 30ff; GriRing, 2012, S. 80ff, Plath, 2013, S. 15ff). Rost
(1977, S. 21) erachtet die Unterscheidung verschiedener Teilkomponenten der rdaumlichen
Vorstellung als sinnvoll, weist aber zudem darauf hin, dass es angebracht ist, von Raumvorstellung
allgemein zu sprechen, da die differenzierbaren Komponenten nicht voneinander unabhangig sind,
sondern vielmehr in einer positiven Relation zueinander stehen. Franke und Reinhold (2016, S. 73f)
zeigen anhand eines Beispiels die Schwierigkeit auf, konkrete Unterrichtsbeispiele mit Hilfe der
genannten Teilkomponenten des rdaumlichen Vorstellungsvermogens zu differenzieren. Eine
besondere Schwierigkeit von Raumvorstellungsaufgaben ist, dass diese sich zusatzlich hinsichtlich
weiterer Merkmale wie Komplexitat oder Darstellungsweise unterscheiden und je nach Individuum
unterschiedliche kognitive Prozesse und Strategien zum Lésen der Aufgaben eingesetzt werden. Mit
Prozessanalysen beschaftigen sich vor allem Mathematikdidaktiker.  Unterschiedliche
Losungsstrategien sind wiederum je nach Aufgabenart unterschiedlich effektiv. Offenbar kann bei
der Konstruktion von Testaufgaben also nicht davon ausgegangen werden, dass Probanden
tatsachlich beziehungsweise ausschliellich die in der Konzeption einer Aufgabe intendierte
Raumvorstellungsleistung erbringen (Franke & Reinhold, 2016, S. 75). Franke (2009, S. 66ff)
thematisiert unter anderem die Forderung des rdaumlichen Vorstellungsvermégens durch
kopfgeometrische Aufgaben. Die Kopfgeometrie umfasst alle miindlich und im Kopf zu |6senden
geometrischen Aufgaben, die das visuelle Wahrnehmungs- und das raumliche Vorstellungsvermogen
schulen (Franke, 2009, S. 66), wobei auch Skizzen angefertigt, Modelle genutzt und die Hande zu
Hilfe genommen werden dirfen.

Zum Beitrag der Raumvorstellung zu unterschiedlichen Anforderungen im schulischen, beruflichen
und privaten Bereich gibt es Erkenntnisse aus Hunderten von Studien (Maier, 1999, S. 161ff). Nach
Gardner (1991, S. 169) wurde (ber raumliche Fahigkeiten, vielleicht mit Ausnahme der Sprache,
vermutlich mehr geforscht als Uber jede andere menschliche Fahigkeit. Existierende Studien
untersuchten unten anderem Zusammenhdnge zwischen rdaumlicher Vorstellungskraft und der
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Leistung in unterschiedlichen mathematischen beziehungsweise geometrischen Bereichen. Sie
bedienten sich teilweise faktoranalytischer oder entwicklungspsychologischer Methoden und
bestatigten einen positiven Zusammenhang mehrheitlich (vgl. Maier, 1999, S. 161ff; Klieme, 1986).
So wurden im Bereich der Darstellenden Geometrie hohe korrelative Zusammenhdnge zum
raumlichen Vorstellungsvermoégen ermittelt (Maier, 1999, S. 168). Treumann (1974) hob
insbesondere die Teilkomponenten Veranschaulichung und raumliche Beziehungen nach Thurstone
(1938) als einflussreich auf die Geometrieleistung hervor. Klieme (1986) konstatiert einen
Zusammenhang zwischen Mathematikleistung und dem dritten Faktor nach Thurstone (1938), der
raumlichen Orientierung. Fennema (1975, p. 7ff) betont, dass die Raumvorstellung bereits im
mathematischen Primarbereich bedeutsam ist. Dies wurde durch die Daten von Guay und McDaniel
(1977, p. 215) gestiitzt, die den Zusammenhang zwischen mathematischem und geometrischem
Denken im  Primarbereich sowohl fir einfache als auch fir anspruchsvolle
Raumvorstellungsleistungen nachwiesen. Krutetskii (1976, p. 183ff) kam zu der Erkenntnis, dass die
Entwicklung beziehungsweise Auspragung der rdumlichen Vorstellung den Typ der mathematischen
Begabung mitbestimmt, da im Sinne der Kompensation das Verhaltnis zwischen der verbal-logischen
und der visuell-bildlichen Komponente entscheidend ist (vgl. zusammenfassend Maier, 1999, S.
103ff).

Der Faktor Raumvorstellung wurde zudem hinsichtlich geschlechtsspezifischer Unterschiede
untersucht. Rost (1977, S. 29ff) stellt einige Studien und Erkenntnisse zu geschlechtsspezifischen
Differenzen in der Raumvorstellung vor. Auch Maier (1999, S. 169ff) betrachtet diesbeziigliche
Studien hinsichtlich der Aussagekraft zur Abhangigkeit vom Lebensalter und zu den unterschiedlichen
Komponenten der Raumvorstellung. In {ber 100 Studien manifestierten sich mehrheitlich
Leistungsvorteile zugunsten von Mannern und Jungen, die sich vor allem bei den anspruchsvollsten
Raumvorstellungskomponenten, der rdumlichen Orientierung und der Vorstellungsfahigkeit von
Rotationen, zeigten. Geringere Unterschiede waren bei Aufgaben zu den Subfaktoren raumliche
Wahrnehmung und raumliche Visualisierung sowie bei Aufgaben mit geringen raumlich-visuellen
Anforderungen erkennbar. Des Weiteren scheint die mathematische Leistungsfahigkeit vor allem
beim weiblichen Geschlecht von einer geringen Raumvorstellungsfahigkeit beeinflusst zu werden
(Maier, 1999, S. 208; Bbhme & Roppelt, 2012, S. 178f).

Weitere empirische Studien zum Zusammenhang von rdaumlichen und mathematischen Konzepten
und Arbeiten zur Rolle von visuell-raumlichen Vorstellungen beim mathematischen Problemldsen
sind bei GruRing (2012, S. 125ff) zusammenfassend dargestellt.

1.1.3 Entwicklung des raumlichen Denkens nach Piaget et al.

Im Rahmen des bedeutsamen Piaget'schen Gesamtwerkes zur Entwicklung der Intelligenz auf vier
Stufen (vgl. Kap. 3.2.1) wurden ebenfalls Erkenntnisse zur Entwicklung der Raumvorstellung
gewonnen. 1975 veroffentlichten Piaget, Inhelder und weitere 18 Mitarbeiter nach umfangreichen
Untersuchungen mit Kindern unterschiedlichen Alters das Buch mit dem Titel ,,Die Entwicklung des
raumlichen Denkens beim Kinde". Nach den Autoren stellt der Raum ein kognitives Schema dar. Die
raumlichen Operationen entwickeln sich durch Verinnerlichung von gegenstandlichen Handlungen.
Dabei werden die in Abbildung 3 aufgezeigten Grundformen raumlicher Beziehungen unterschieden,
die den Entwicklungsstufen der praoperationalen und konkret-operationalen Intelligenz zugeordnet
wurden und demnach nacheinander auftreten sowie aufeinander aufbauen (Oeveste, 1987, S. 42ff).
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Pridoperationale
Intelligenz (2-7 J.)

Konkret operationale
Intelligenz (ab 7 J.)

Topologische Beziechungen

Projektive Beziehungen

Kategoriale Relationen

offen/geschlossen,
verbunden/unverbunden,
innen/auf3en,

nah/fern usw.

Ordnungsrelationen

A kommt vor B,

X liegt rechts von Y usw.
Relativitét

der Standpunkte

Euklidische Beziehungen

Distanzrelationen

Konstruktion von

Linien, Figuren, Korpern,
konstante Mafeinheit,
konstantes Bezugssystem

Abbildung 3: Grundformen rdaumlicher Beziehungen nach Piaget & Inhelder (Oeveste, 1987, S. 43).

An die erste Stufe der Intelligenzentwicklung, auf der konkret mit geometrischen Objekten gehandelt
wird (sensomotorische Entwicklungsstufe), schlieft sich das Handeln mit Vorstellungsbildern an,
wenn sich die Vorstellungsfahigkeit im Alter von zwei bis drei Jahren zu entwickeln beginnt. Wie aus
Abbildung 3 hervorgeht, sind nach Piaget et al. (1975, S. 21ff) bereits Kinder im Vorschulalter, die sich
auf der Stufe der praoperationalen Intelligenz befinden, zum Erfassen der genannten topologischen
Beziehungen in der Lage (Oeveste, 1987, S. 42). Projektive (Piaget et al., 1975, S. 187ff) und
euklidische (Piaget et al.,, 1975, S. 349ff) Beziehungen kdnnen erst in der konkret-operationalen
Phase erkannt und genutzt werden. Grundlegend ist dabei das Verstandnis flir Distanzrelationen
zwischen verschiedenen Objekten. Zum Beginn der Grundschulzeit sind Kinder demnach dazu in der
Lage, projektive Geraden, Winkel, Flachen, Umfange, Volumina und vieles mehr zu konstruieren,
Perspektiven, Schnittoperationen oder Flachenabwicklungen zu erfassen und Schragbilder zu
zeichnen. Auch die zentralen Bereiche der Invarianz und Kongruenz, wie das Erhalten von Abstanden
und Langen von Flachen und Volumina, entwickeln sich. Langen in verschiedenen Dimensionen
kénnen gemessen und Volumina kénnen berechnet werden. Die Ordnung von Objekten relativ
zueinander ist moglich (Maier, 1999, S. 90ff; Oeveste, 1987, S. 42f).

Ob ein Kind topologische Sachverhalte erkennt, testeten Piaget und seine Mitarbeiter, indem sie
vorgegebene Figuren abzeichnen lieBen (Piaget et al., 1975, S. 80ff). Dabei konnten die Kinder
topologische Beziehungen sicher unterscheiden, die Nachzeichnungen eines Quadrats und eines
Kreises unterschieden sich jedoch erst bei den Kindern ab etwa vier Jahren (Hasemann, 2007, S.
154f). Neben dem Anfertigen von Zeichnungen geometrischer Formen wurden auch Tastversuche
durchgefiihrt. Dabei wurden zunachst vertraute Gegenstande und spater geometrische Formen aus
Pappe ins Blickfeld der Kinder gelegt. Die gleichen Gegenstdande wurden verdeckt und mussten dann
durch die Kinder ertastet und gezeigt werden. Dabei wurden einfache und symmetrische (Kreis,
Quadrat, Rechteck), komplexere und symmetrische (Stern), asymmetrische mit geraden Randern
(Trapeze) und Formen mit einfachem topologischen Charakter unterschieden (Piaget et al., 1975, S.
38ff).

Das bekannteste Beispiel zur Untersuchung projektiver Beziehungen ist die Versuchsreihe, bei der
drei Berge auf einer quadratischen Grundflache modelliert wurden (Piaget et al., 1975, S. 251). Jedes
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Kind erhielt zehn Bilder mit den gleichen Bergen, die aus verschiedenen Blickwinkeln dargestellt
wurden, sowie drei farbliche Pappstiicke zur Nachbildung und eine Holzpuppe. Die Ergebnisse
zeigten, dass erst Kinder ab sieben Jahren die unterschiedlichen Beobachtungsstandpunkte in der
Vorstellung zielfihrend koordinieren und sich von ihrer egozentrischen Perspektive 16sen konnten
(Piaget et al., 1975, S. 249ff).

Die sich teilweise parallel zur Erfassung des projektiven Raumes entwickelnden euklidischen
Raumvorstellungen untersuchten Piaget und seine Mitarbeiter unter anderem mit Hilfe
verschiedener Gefdlle, die mit blaulich gefarbtem Wasser gefiillt waren. Die Kinder sollten
Strichzeichnungen dazu anfertigen, wie die Oberflaiche des Wassers bei verschiedenen Neigungen
der Glaser verlaufen wiirde. Ebenfalls erst im Alter ab sieben Jahren gelang es den Kindern, sowohl
die Horizontale als auch die Vertikale, dargestellt mittels eines kleinen Korkens mit Streicholz-Mast,
zu entdecken und richtig anzuwenden (Piaget et al., 1975, S. 440ff).

Im Rahmen der Hamburger Untersuchung zur Uberpriifung der inhaltlichen Generalisierbarkeit von
Piagets Hypothesen wurden seine Erkenntnisse zum Raumkonzept konkretisiert, indem festgestellt
wurde, dass sich nach einfachen euklidischen Relationen zunachst einfache projektive Relationen
entwickeln, gefolgt von komplexen euklidischen Relationen und zuletzt von multiplen projektiven
Relationen (vgl. Oeveste, 1987). Neben den allgemeinen Kritikpunkten an Piagets Untersuchungen
(vgl. Kap. 3.2.1) ist die fehlende Beachtung einer groReren raumlichen und lebensnahen Umgebung
zu erganzen. Am Beispiel des Drei-Berge-Versuchs wird deutlich, dass fiir die Kinder verstandliche
Motive fehlen: Es ist fiir sie egal, was die Puppe sieht. Die Aufgabe wird beispielsweise von Schiitte
(2008, S.63) als abstrakt eingestuft, da sie nicht mit den Erfahrungen, Gefiihlen und Bestrebungen
der Kinder verbunden ist. Die Autorin weist darauf hin, dass nicht alle Handlungen und alle Bilder
schon verstandlich sind, nur weil sie konkret materialisiert sind, und dass auch ,Abstraktes"
verstandlich sein kann, wenn es in einem fir Kinder einsichtigen Sinnzusammenhang steht.

1.1.4 Niveautheorie nach van Hiele

Das Ehepaar van Hiele (1964, 1986) beschrieb den Prozess des Mathematiklernens mit einer Folge
von Denkniveaus, die sie vor allem anhand von Beispielen aus der Geometrie und dem Bruchrechnen
erldauterten. Sie zeigten, wie aus Handlungen und Betrachtungen geometrische Begriffe entstehen
und betonten die Rolle der Sprache beim Begreifen der mathematischen Gegenstdande und der
geometrischen Zusammenhange auf den jeweiligen Denkebenen (Hasemann, 2007, S. 158f). Wie bei
Piaget (vgl. Kap. 3.2.1) handelt es sich um eine Stufenfolge, die jedoch nicht altersabhangig als
Vorgang biologischer Reifung, sondern als Lernprozess formuliert wurde. Ein weiterer Unterschied zu
Piaget ist, dass die formulierten Niveaustufen beziehungsweise Denkniveaus oder Denkebenen auf
der Beobachtung von Schiilerinnen und Schilern im Mathematikunterricht und nicht auf
Laboruntersuchungen basieren (Maier, 1999, S. 95ff). Die Anzahl und die Bezeichnungen der zu
durchlaufenden Niveaustufen zum Verstandnis des Lernprozesses in der Geometrie variieren in der
Literatur je nach Autor. In frilhen Veroffentlichungen (van Hiele, 1964, S. 110) wurden vier Niveaus
unterschieden und mit raumlichem Denken (Grundniveau), geometrisch raumlichem Denken (erstes
Niveau), mathematisch geometrischem Denken (zweites Niveau) und logisch mathematischem
Denken (drittes Niveau) bezeichnet. Bereits nach einigen Jahren wurden Verdnderungen
vorgenommen (van Hiele, 1986, S. 39ff). Tabelle 1 zeigt in der linken Spalte die englischen
Bezeichnungen nach Crowleys Synopse der Niveautheorie (1987, p. 2f) und in der rechten Spalte die
bei Franke (2009, S. 114) aufgefiihrten, ibersetzten Bezeichnungen.
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Tabelle 1: Begriffsbildung nach van Hiele (Crowley, 1987, p. 2f; Franke, 2009, S. 114)

Bezeichnungen nach Crowley Bezeichnungen nach Franke

Level O: Visualization 0. Niveaustufe: Raumlich-anschauungsgebundenes Denken
Level 1: Analysis 1. Niveaustufe: Geometrisch-analysierendes Denken

Level 2: Informal Deduction 2. Niveaustufe: Geometrisch-abstrahierendes Denken
Level 3: Deduction 3. Niveaustufe: Geometrisch-schlussfolgerndes Denken
Level 4: Rigor 4. Niveaustufe: Strenge, abstrakte Geometrie

Ein sich auf der nullten Niveaustufe (Grundniveau) befindendes Kind kann beispielsweise Quadrate
unter anderen Vierecken identifizieren, benennen und auf dem Geobrett reproduzieren oder
zeichnen. Das Denken ist, wie auch bei Piagets Theorie (1975), an Handlungen mit Material
gebunden. Geometrische Figuren werden an ihrer anschaulichen, dulleren Gestalt erkannt
beziehungsweise wiedererkannt und als Ganzheiten erfasst. Die Eigenschaften der Figuren spielen
keine nachweisbare Rolle (van Hiele, 1964, S. 107). Die Sprache auf dem nullten Niveau macht es
moglich, liber direkte Wahrnehmungen zu sprechen (Hasemann, 2007, S. 158). Auf der ersten
Niveaustufe kann ein Kind geometrische Objekte hinsichtlich ihrer Eigenschaften analysieren und
zweifelt auch bei undeutlicher Darstellung der Figuren nicht (van Hiele, 1964, S. 108). Dadurch, dass
Uber Beobachtungen auf dem nullten Niveau gesprochen wird, kdnnen die Kinder beispielsweise die
Symmetrie von Figuren erkennen und somit feststellen, warum beide Seiten gleich aussehen
(Hasemann, 2007, S. 160). Beziehungen zwischen den Figuren kdnnen noch nicht erfasst werden.
Passende Tatigkeiten sind das Sortieren nach sowie das Uberpriifen und Beschreiben von
Eigenschaften. Die zweite Stufe beinhaltet das Verstehen von Klassifikationen und
Klasseninklusionen. Verwandte Figuren werden in Definitionen, Argumentationen und logisches
Schlussfolgern einbezogen. Das Haus der Vierecke (vgl. Abb. 5) kann erarbeitet werden, da die
Beziehungen zwischen den Eigenschaften einer Figur und den Eigenschaften verwandter Figuren im
Mittelpunkt stehen. Es geht um den Zusammenhang zwischen den Eigenschaften, wonach die
Gleichheit zweier Seiten impliziert, dass auch zwei Winkel einander gleich sind und umgekehrt (van
Hiele, 1964, S. 108). Die Niveaustufen drei und vier werden meist erst in der Sekundarstufe erreicht.
Auf Stufe drei konnen durch das Anwenden von Schlussfolgerungen geometrische Axiome,
Definitionen, Sdtze und Beweise erfasst werden. Auf der letzten Stufe kbnnen geometrische Satze zu
Axiomensystemen zusammengefasst und miteinander verglichen werden. Die Lehrkraft kann den
Lernprozess zur nachsthéheren Ebene durch entsprechende Anregungen férdern und beschleunigen,
sollte aber vor allem den jeweils aktuellen Wissensstand der Lernenden berlicksichtigen (Burger &
Shaughnessy, 1986, p. 31ff; van Hiele, 1986, S. 49ff).

Tatigkeiten und Aufgabenstellungen auf den jeweiligen Denkniveaus sind bei Crowley (1987, p. 2ff),
Franke (2009, S. 113ff) und Maier (1999, S. 95ff) dargestellt.

Die jeweils nachsthohere Denkebene wird nach dem Durchlaufen von flinf Phasen erreicht. Die erste
Phase der Information (information) besteht im Prasentieren des Materials, das in der zweiten Phase
(bound or guided orientation or exploration) unter Anleitung durch die Lehrkraft systematisch im
Hinblick auf charakteristische Strukturen untersucht wird. Nach dieser Exploration beziehungsweise
gesteuerten Orientierung folgt die dritte Phase der Explizierung beziehungsweise Verdeutlichung
(explicitation), wobei die bisherigen Erfahrungen mit Fachausdriicken belegt werden. In der vierten
Phase der freien Orientierung (free orientation) werden Aufgaben unter Einsatz der zuvor
entwickelten Fachsprache individuell gel6st. In der letzten Phase der Integration (integration) muss
der Lernende schlieRlich einen Uberblick tiber die erworbenen Einsichten besitzen und die Struktur
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der Objekte erkannt haben, um das nachsthéhere Niveau zu erreichen (vgl. Maier, 1999, S. 97ff; van
Hiele, 1964, S. 111ff; van Hiele, 1986, S. 96ff).

Auf die von Stiickrath (1955, S. 14ff) aufgestellte Theorie zur Entwicklung rdumlicher Qualifikationen
im Leib-, Ich-, Lauf- und Handlungsraum, die eine groRe Nahe zur Niveautheorie nach van Hiele
aufweist und diese nachhaltig unterstiitzt, sei an dieser Stelle nur verwiesen. Sie ist unter anderem
bei Maier (1999, S. 73ff) zusammenfassend dargestellt.

1.1.5 Geometrische Begriffsbildung

Begriffe werden oft als Bausteine menschlichen Wissens bezeichnet, sie benennen Kategorien, in die
verschiedene konkrete Objekte eingeordnet werden kénnen (Franke, 2009, S. 93). Woolfolk (2008, S.
351ff) definiert einen Begriff als eine Kategorie, der &hnliche Einheiten, Ereignisse, ldeen,
Gegenstande oder Menschen zugeordnet werden. Begriffe sind demnach Abstraktionen, die groRRe
Informationsmengen in leichter zu verarbeitende Einheiten biindeln. Wahrend Psychologen friiher
annahmen, dass Begriffe aus definierenden Eigenschaften oder unterscheidenden Merkmalen
bestehen, wird heute vom Begriffserwerb durch Protoypen, Exemplare oder typische Vertreter von
Kategorien und dem in Schemata verankerten Wissen ausgegangen. Ein Prototyp ist der typischste
Vertreter einer Begriffskategorie, mit dem neu auftauchende Varianten verglichen werden. Visuelle
Unterrichtsmittel wie Bilder, Diagramme oder Karten kénnen das Lernen vieler Begriffe erleichtern.
Das Begriffsverstandnis wird durch Beispiele und Nicht-Beispiele, zutreffende und nicht-zutreffende
Merkmale, die Bezeichnung des Begriffs und eine Definition konstruiert. Woolfolk (2008, S. 354)
nennt folgendes Beispiel einer guten Definition, da die Verknlipfung des Begriffs erleichtert wird:
»Ein gleichseitiges Dreieck ist eine Flache, eine einfache, geschlossene Figur (allgemeine Kategorie)
mit drei gleich langen Seiten und drei gleich groRen Winkeln (definierende Eigenschaften)." Es
besteht stets die Gefahr der Untergeneralisierung, also des Ausschlusses von Vertretern einer
Kategorie, oder der Ubergeneralisierung, das heilt der Einbeziehung von falschen Anwendungsfillen.
Wurde ein Begriff erworben, sollte er genutzt und angewendet werden, um so mit dem vernetzten
Wissen Uber andere damit in Zusammenhang stehende Begriffe verknipft werden zu kénnen.

Es gibt verschiedene Ansatze zur Art der Anbahnung der Begriffsbildung. Nach Bruner (vgl. Kap. 3.2.1)
sollten die Schilerinnen und Schiiler spezielle Anwendungsfalle analysieren und durch induktives
Schlussfolgern aktiv selbst auf allgemeine Begriffe schlieRen. Nach Ausubel (vgl. Kap. 3.2.1) sollte der
Begriffserwerb rezeptiv verlaufen. Ausgehend von allgemeinen Ideen sollte deduktives
Schlussfolgern zu den spezifischen Anwendungsfillen erfolgen. Ein weiterer Ansatz ist die
Begriffsvermittlung durch Analogien, wobei das bereits vorhandene Wissen der Schiilerinnen und
Schiiler den Ansatzpunkt fir das Lernen des neuen, komplexen Materials bietet (Woolfolk, 2008, S.
360). Im Alltag werden Begriffe sozial vermittelt durch den aktiven Umgang mit Dingen in Verbindung
mit der Sprache. Typische Reprdasentanten werden den Kategorien zunachst generalisiert zugeordnet.
Spater werden weitere funktionale Zusammenhange erkannt und differenzierende Merkmale in
Form von Basis-, Ober- und Unterbegriffen, also Begriffshierarchien, konnen unterschieden werden.
Gespeichert werden kann dieses Begriffswissen auf der Handlungsebene, auf der Bildebene oder auf
verbaler Ebene. Die Grenzen zwischen Begriffsbildung und Wissenserwerb sind also flieBend (Franke,
20009, S. 93ff).

Nach Weigand (2009) bilden geometrische Begriffe und deren Eigenschaften die Grundlage der
Geometrie. Er unterscheidet folgende Kategorien geometrischer Begriffe: Objekte (Gerade, Strecke,
Winkel, Vieleck, Kreis, Wirfel), Relationen (liegt auf, parallel, senkrecht, kongruent, dhnlich),
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Abbildungen (Achsenspiegelung, Drehung, Scherung) und MaRe (Lange, WinkelgroRe, Flacheninhalt,
Rauminhalt). Diese werden anhand unterschiedlicher Vorgehensweisen und Strategien im Unterricht
erarbeitet. In den zu entwickelnden Denkstrukturen sollte dann jeweils das Wissen liber den Begriff
und die Beziehungen zu bereits gelernten Begriffen enthalten sein, sodass die Schiilerinnen und
Schiiller verstandnisbezogen damit operieren kénnen. Im Geometrieunterricht muss also das
Verstandnis grundlegender geometrischer Begriffe entwickelt werden, das heillit angemessene
Vorstellungen und Kenntnisse Uber diese Begriffe sowie Fahigkeiten im Umgang mit diesen Begriffen
und Eigenschaften missen aufgebaut werden (Weigand, 2009, S. 25).

Franke (2009) nimmt eine differenziertere Unterscheidung geometrischer Begriffe vor, indem sie Sie
raumliche und ebene Begriffe unterscheidet, die sich wiederum entweder auf Objekte, Eigenschaften
oder Relationen beziehen kénnen (Abb. 4).

Objektbegriffe Eigenschaftsbegriffe Relationsbegriffe

rdumliche Wirfel Ecke steht neben
Begriffe Quader Kante liegt hinter
Zylinder Seitenflache schneiden sich
Pyramide kreisférmig ist parallel zu
Kegel dreieckig ist senkrecht zu
Kugel viereckig
rechteckig
quadratisch
ebene Dreieck rund, eckig, gerade ist deckungsgleich mit
Begriffe Viereck krumm (gekrGmmt) ist symmetrisch zu
Rechteck Ecke, Linie, Gerade ist parallel zu
Quadrat Seite ist senkrecht zu
Kreis Strecke ist genau so lang wie

Abbildung 4: Geometrische Begriffe nach Franke (2009, S. 101).

Das sogenannte Haus der Vierecke (Abb. 5) stellt ein Beispiel flir eine geometrische Begriffshierarchie
dar, anhand derer man beispielsweise erkennen kann, dass jedes Quadrat auch ein Rechteck und
jedes Rechteck wiederum ein Parallelogramm und ein gleichschenkliges Trapez ist.

Viereck <>

gleichschenkliges Trapez Parallelogramm Drachenviereck
L7
Rechteck Raute
[ ]
Quadrat [ |

Abbildung 5: Haus der Vierecke (Franke, 2009, S. 103).

Zahlreiche dieser geometrischen Begriffe werden bereits im Alltag erworben, da sie sich im
natirlichen Lebensumfeld der Kinder wiederfinden. In der Schule werden diese Fachbegriffe auf den
Alltagserfahrungen der Kinder aufbauend nach und nach genauer betrachtet und definiert. Dabei
wird zunachst die Einbeziehung der Umgangssprache und eigener Formulierungen zur Beschreibung
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geometrischer Phdanomene als legitim angesehen, da die Kinder so neue Begriffe in die bereits
bestehenden semantischen Netze einbinden kénnen und es ihnen auf diese Weise moglich ist, neue
Wissensinhalte in Beziehung zu ihrem bisherigen Wissen abzuspeichern. Typischen Objekten
(Prototypen) kénnen durch Vergleiche weitere ahnliche Objekte zugeordnet werden, ohne dass
Merkmale benannt werden. Darauf aufbauend sollte dann die logische Struktur der Fachbegriffe
erfasst werden, was durch Spezifikation aus einem Oberbegriff, durch Abstrahieren oder auf
konstruktive Art und Weise erfolgen kann. Bei dieser Begriffsgewinnung im Unterricht sollten die
Kinder durch aktive Auseinandersetzung mit den Phanomenen den Prozess vom intuitiven Uber das
inhaltliche und integrierte bis hin zum formalen Begriffsverstandnis durchlaufen, sodass sie am Ende
dazu in der Lage sind, Objekte auf unterschiedliche Weise zu betrachten (Franke, 2009, S. 93ff).

1.2 Erkenntnisse zum Geometrieunterricht

Zur Gestaltung des Geometrieunterrichts im Primarbereich finden sich zahlreiche Anmerkungen in
der Literatur. Der Unterricht sollte nach Franke (2009, S. 18ff) so erteilt werden, dass die
Schilerinnen und Schiller geometrische Erfahrungen sammeln, Raumvorstellung entwickeln,
Begriffswissen erwerben, Problemlosefdhigkeiten ausbilden und andere Inhalte des
Grundschulunterrichts mit Hilfe geometrischer Phanomene durchdringen, veranschaulichen und
erklaren konnen. Dazu missen fir die Kinder im Rahmen einer offenen Unterrichtsgestaltung
herausfordernde Situationen geschaffen werden. Sollen die Kinder beispielsweise einen Wiirfel
herstellen oder eine Zeichnung anfertigen, so stellen sie sich die Objekte und das Ergebnis ihrer
Handlung im Kopf vor (Raumvorstellung), reproduzieren und erweitern ihr geometrisches Wissen
(Begriffsbildung), suchen nach Strategien und entdecken Eigenschaften und Zusammenhinge
(Problemlosefahigkeiten) (Franke, 2009, S. 20).

Radatz und Rickmeyer (1991, S. 18) schlagen die folgenden Prinzipien zur Gestaltung des
Geometrieunterrichts in der Grundschule vor: Umwelt- und Erfahrungsbezug, Anwendungs-
orientierung, offener Unterricht mit offenen Aufgaben, handelndes Lernen, konstruktiv
entdeckendes Lernen, facheriibergreifendes Lernen, inhaltlich-integratives Lernen, soziales Lernen,
materialintensives Lernen, alle Kinder fordern und integrieren, differenzieren, Lern- und
Handlungserfahrungen erméglichen, Ubung der rdumlichen Vorstellungsfihigkeit, Stoffverteilung,
wiederholendes Uben, Beriicksichtigen und Entwickeln eines individuellen Verstindnisses, Férdern
eines strategischen Denkens der Kinder und vieles mehr. Didaktische Prinzipien nach Reiss und
Hammer (2013, S. 65ff) sind das Spiralprinzip, das Prinzip des kumulativen Lernens, das genetische
Prinzip und das operative Prinzip. Besuden (1984c, S. 75f) ergédnzt das Prinzip der Stabilisierung durch
die wiederkehrende Behandlung geometrischer Inhalte und verweist zudem auf die
Darstellungsebenen nach Bruner (1966, S. 21). De Moor und van den Brink (1997, S. 14ff) nennen das
Be-greifen und das Erkldren der Umwelt auf elementare Weise als das zentrale Ziel des realistischen
Geometrieunterrichts der ersten Grundschuljahre. Sie formulierten zudem das Orientieren und
Anvisieren, das Anvisieren und Abbilden, das praktisch anschauliche Denken und Beweisen, das
Transformieren und das Konstruieren und Messen als fiinf Kernbereiche (de Moor & van den Brink,
1997, S. 16f). Wittmann (1999, S. 210ff) erstellte eine Liste mit sieben geometrischen Grundideen,
die in der fachdidaktischen Literatur haufig aufgegriffen wird, um geometrische Rahmenthemen
auszuweisen (Radatz & Rickmeyer, 1991, S. 9f; Hasemann, 2007, S. 163ff; Franke, 2009, S. 15ff;
Krauthausen & Scherer, 2001, S. 57ff; Schipper, 2009, S. 258ff).
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Wie einleitend dargestellt thematisieren zahlreiche Autoren die Rolle des Geometrieunterrichts im
Unterrichtsalltag der Grundschule und weisen in diesem Zusammenhang, trotz der zahlreichen
didaktischen Hinweise und der theoretischen Legitimation, auf die defizitdire Behandlung der
geometrischen Inhalte hin (Besuden, 19844, S. 71; Radatz & Rickmeyer, 1991, S. 4; Krauthausen &
Scherer, 2001, S. 51; Radatz & Schipper, 1983, S. 138f; Schipper, 2009, S. 248). Die geometrischen
Inhalte werden im Vergleich zum Rechnenlernen haufig als weniger wichtig und damit als inhaltliche
Reserve betrachtet, auf die nur zurlickgegriffen wird, wenn alle anderen Dinge erledigt sind
(Hasemann, 2007, S. 153).

Roick, Golitz und Hasselhorn (2004, S. 14) fanden im Rahmen ihrer Testkonstruktion, bei der das
intendierte und das implementierte Curriculum analysiert wurde, heraus, dass bei der Zeitzuteilung
im Mathematikunterricht ungefahr 2/5 der Unterrichtszeit auf den Themenbereich Arithmetik und
Zahlenverstindnis verwandt werden, 2/5 auf den Bereich Sachrechnen und GréRBen und 1/5 auf den
Bereich der Geometrie.

Maier (1999, S. 233ff) ermittelte die prozentualen Anteile geometrischer Inhalte in allen
Lehrplaneinheiten verschiedener Schularten, wobei zusatzlich die vorgegebenen Richtstundenzahlen
malgeblich waren. Dabei zeigte sich, dass der Geometrieunterricht in der Grundschule mit einem
Anteil von nur 18% des Mathematikunterrichts quantitativ an letzter Stelle der ausgewiesenen
Arbeitsbereiche liegt (Maier, 1999, S. 234f). Der festgestellte Geometrieanteil in der Realschule
unterscheidet sich mit 37% stark davon. Des Weiteren ordnete Maier (1999, S. 233ff) die in den
Mathematik-Lehrplanen der Grundschule genannten Inhalte den Komponenten der Raumvorstellung
(vgl. Kap. 1.1.2) zu und kam dabei zu der Erkenntnis, dass die Inhalte der ebenen Geometrie
gegeniber der rdaumlichen Geometrie klar dominieren. Die dreidimensionale Geometrie sei mit
einem Anteil von nur rund einem Drittel der geometrischen Inhalte deutlich unterreprasentiert
(Maier, 1999, S. 237ff).

Ausfiihrlicher soll an dieser Stelle die Untersuchung von Backe-Neuwald (1998, 2000) dargestellt
werden, die durch die Aussagen von 108 Lehrerinnen und 20 Lehramtsanwarterinnen mittels eines in
sechs Themenkomplexe gegliederten Fragebogens die aktuellste Momentaufnahme zur
gegenwartigen unterrichtlichen Praxis des Geometrieunterrichts vorlegte. Dabei stellte sich heraus,
dass die Lehrkrafte Vorziige des Geometrieunterrichts wie die Moglichkeit fiir selbststandige
Entdeckungen, die Forderung des rdaumlichen Vorstellungsvermogens und den Beitrag zur
ErschlieBRung der Wirklichkeit zu schatzen wissen. 81% der Befragten gaben an, dass sich der
Geometrieunterricht vor allem hinsichtlich der Unterrichtsprinzipien Handlungsorientierung,
Lebensndhe, Forderung des sozialen Lernens, Schilerorientierung und der freieren
Unterrichtsatmosphare stark und Uberwiegend vorteilhaft vom restlichen Mathematikunterricht
unterscheide. Als Folge wurde die Verwunderung der Kinder oder die Skepsis der Eltern beschrieben,
da die Geometrie haufig nicht als Teilgebiet der Mathematik wahr- oder ernst genommen wird
(Backe-Neuwald, 2000, S. 33ff).

Bezlglich des Kinderverhaltens wurde eine hohe Motivation und positive Einstellung, vor allem von
Kindern mit Schwierigkeiten im Mathematikunterricht beziehungsweise mit arithmetischen
Aufgaben, riickgemeldet (Backe-Neuwald, 2000, S. 39). Diese Feststellung ist auch bei Radatz und
Schipper (1983, S. 139) zu finden, indem sie auf jene Lernenden verweisen, die im arithmetischen
Bereich haufig Schwierigkeiten haben, sich aber bei geometrischen Fragestellungen zur
Uberraschung der Lehrkrifte als besonders leistungsfihig erweisen.
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Des Weiteren sollten die durch Backe-Neuwald (1998, S. 4ff) Befragten die tatsachlich unterrichteten
geometrischen Inhalte und Aktivitaten ankreuzen. Die Auszahlung ergab, dass vor allem Inhalte und
Aktivitaten aus den Bereichen Figuren und Lagebeziehungen thematisiert wurden, dass sich diese
hauptsachlich den fiir das 1. und 2. Schuljahr vorgesehenen Zielen zuordnen lieRen, dass es sich
dabei um sprachfreie Aktivititen handelte und dass der Umgang mit konkreten Dingen fir
bedeutsam gehalten wird. Innerhalb der Kategorie der am seltensten erarbeiteten Inhalte waren
zumeist Themen des 3. und 4. Schuljahres, wie die Bereiche Kérper oder Rauminhalte, zu finden. Die
Autorin vermutet, dass dies mit der fachlich héheren Komplexitat begriindet werden kann, oder
damit, dass diese Inhalte nicht zu den traditionellen Inhalten des Geometrieunterrichts gehoéren. Sie
schlagt des Weiteren vor, die in Unterrichtswerken zu diesen Themen bereitgehaltenen Vorschlage
zu prifen.

Im Widerspruch dazu steht der in der Befragung von Backe-Neuwald (1998, S. 5) der angegebene
Umfang der Geometriestunden, der in den Klassenstufen 3 und 4 mit durchschnittlich 14 bis 15
Minuten pro Woche groBer war als die 11 bis 12 Minuten, die fir das 1. und 2. Schuljahr im
Durchschnitt genannt wurden.

Die Unterrichtswerke wurden durch die Befragten insgesamt als wenig hilfreich flr die Vorbereitung
und Durchfiihrung des Geometrieunterrichts eingeschatzt und lberwiegend als zufriedenstellend,
mittelprachtig oder ausreichend bewertet (Backe-Neuwald, 1998, S. 6). Auch andere Autoren
kritisieren die scheinbar willklrliche, zusammenhangslose und isolierte Einstreuung der
geometrischen Inhalte in den Schulblichern (Radatz & Rickmeyer, 1991, S. 4; Krauthausen & Scherer,
2001, S. 52), wodurch der Eindruck erweckt wird, dass sie ohne Schaden Uberschlagen werden
konnten (Radatz & Schipper, 1983, S. 139). Damit einher geht die Feststellung, dass sich die
Geometrie doch oft auf wenige Stunden am Ende des Schuljahres kurz vor Ferienbeginn zu
beschrinken scheint (Radatz & Rickmeyer, 1991, S. 4).

Wiinsche duRerten die befragten Lehrkrafte hinsichtlich der Hinweise fiir die Unterrichtspraxis in den
Lehrerhandbiichern (44 Nennungen) und der Aufgabenstellungen in den Schilerbiichern (41
Nennungen). Die Aufgaben werden als zu trivial beziehungsweise einfach beschrieben, weshalb sie
das Interesse der Kinder nicht wecken koénnen und in ihrem Gehalt haufig nicht dem
Leistungsvermogen der Kinder entsprechen. Backe-Neuwald (1998, S. 6ff) stellte somit die
Notwendigkeit der Konzeption von interessanten, an der Lebenswelt der Kinder orientierten,
kindgerecht aufbereiteten und vom Anspruch aus- und aufbaufdhigen Aufgaben fest, damit die
wenige Unterrichtszeit mit sinnvollen Aufgaben gefiillt werden kann. Ebenfalls stark wurde die
Verteilung und der geringe Umfang der Geometrie-Kapitel bemangelt (35 Nennungen), weshalb die
Lehrkrafte eigene Arbeitsblatter erstellen mussten.

Als besonders wichtige und bedeutsame geometrische Inhalte und Aktivitaten nannten die Befragten
solche, die mit ihrem direkten Umweltbezug oder Lebensndhe begriindet werden konnten, was
darauf hin deutet, dass die innermathematische Bedeutung geometrischer Inhalte hinter anderen
Uberlegungen zuriicksteht. Dies zeigt sich auch in den zahlreich genannten geometrischen
Erfahrungen, die in anderen Unterrichtsfachern gesammelt werden kénnen. ,Es bleibt jedoch zu
fragen, inwiefern auch in anderen Unterrichtsfachern geometrische Aktivitdten nicht nur beim Tun
stehen bleiben, sondern auch reflektiert, Erlebnisse strukturiert und in einen U(bergeordneten
geometrischen Kontext gestellt werden" (Backe-Neuwald, 1998, S. 11). Durch das Anknlpfen, das
Aufgreifen, das Bewusstmachen, das Vertiefen der in vielfaltigen Bereichen und Fachern erworbenen
Handlungserfahrungen, das Strukturieren, das Hinterfragen und das begriffliche Durchdringen im
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Geometrieunterricht sollte die Erfahrbarkeit der Komplexitdt geometrischer Elemente und
Sachverhalte verstarkt werden. Auch weitere Autoren betonen, dass der Geometrieunterricht nicht
bei reinem Hantieren stehen bleiben kann, sondern dass das Reflektieren lber solche Tatigkeiten
und Beobachtungen wesentlicher Bestandteil sein muss und auch herausfordernde kognitive
Aktivitdten integriert werden missen (Besuden, 1984b, S. 64ff; Radatz & Schipper, 1983, S. 141;
Steiner & Winkelmann, 1981, S. 219; Vollrath, 1981, S. 24; Schipper, 2009, S. 252).

Nach Aussage der durch Backe-Neuwald (2000, S. 46ff) befragten Lehrkrafte liegt der Anteil des
Geometrieunterrichts am gesamten Mathematikunterricht zwischen 7,5% und 10% und ist somit
eine Randerscheinung in der unterrichtlichen Praxis (Backe-Neuwald, 2000, S. 66). Knapp 80% der
Befragten stimmten zu, dass der Geometrieunterricht in der Grundschule zugunsten des
Arithmetikunterrichts und aufgrund des hohen Vorbereitungsaufwandes hinsichtlich der Er- und
Bereitstellung von Materialien vernachlassigt wiirde. Die Autorin schlussfolgert, dass es demnach bis
heute nicht gelungen zu sein scheint, ein lGberzeugendes Konzept fir den Geometrieunterricht und
seine Vorziige hinsichtlich der kognitiven und emotionalen Entwicklung von Kindern vorzulegen (vgl.
Backe-Neuwald, 1998, 2000). Insgesamt lasst sich keine Verbesserung zu der 1980 durch Radatz et al.
durchgefiuhrten Befragung feststellen (vgl. Radatz & Schipper, 1983, S. 138ff; Schipper, 2009, S.
248ff).

Obgleich die in den national verbindlichen Bildungsstandards vorgenommene Formulierung von
inhaltsbezogenen Kompetenzen zur Leitidee Raum und Form (vgl. Kap. 2) die bisher aufgezeigte
theoretische Bedeutsamkeit und Anerkennung des Geometrieunterrichts bestatigt, finden sich auch
nach Franke (2009, S. 9f) heute noch Grundschulen, in denen es nicht zur Selbstverstandlichkeit
geworden ist, dass Geometrie kontinuierlich unterrichtet wird. Die Autorin verweist auf die grofRen
Unterschiede in der Praxis des Geometrieunterrichts, die trotz der vielfaltigen Bemihungen in den
vergangenen 40 Jahren und neben vielen positiven Beispielen existieren. Sie nennt als Ursachen die
im Vergleich zur Arithmetik offener formulierten und damit unklaren geometrischen Lernziele, die
Beliebigkeit bezliglich Stoffauswahl und deren Anordnung, Zeitnot im Unterrichtsalltag und damit
einhergehender Verzicht auf geometrische Inhalte, hoher Vorbereitungs- und Organisationsaufwand,
schwer Uberpriifbare Ergebnisse und vieles mehr. Radatz und Rickmeyer (1991, S. 4) erganzen die
Vernachlassigung der Geometrie in der Lehrerausbildung, und dass geometrische Fahigkeiten schwer
zu unterrichten, abzuprifen und zu zensieren seien (vgl. auch Krauthausen & Scherer, 2001, S. 51f).
Nach Bauersfeld (1993b, S. 11; 1993a, S. 153) liegt das Problem des (iblichen geometriefreien
Rechenunterrichts an den Lehrerképfen. Radatz und Schipper (1983, S. 138) sehen den grofen
Umfang der inhaltlich wichtigen arithmetischen Bereiche als einen Grund dafiir, dass in dem
alljahrlichen Rennen durch das Pensum des Mathematikunterrichts die geometrischen Teile allzu oft
auBen vor bleiben. Die arithmetischen Rechenfertigkeiten werden traditionsgemaR fiir wichtiger
gehalten (Radatz & Rickmeyer, 1991, S. 4).

Die durch Backe-Neuwald (2000, S. 51) befragten Lehrkrafte nannten zudem das Argument, dass der
Geometrieunterricht in der Sekundarstufe ,unten" anfiangt und deshalb die Ziele des
primarbezogenen Geometrieunterrichts, vor allem fir die existierende Leistungsgesellschaft, nicht so
wichtig seien im Vergleich zu der notwendigen Beherrschung der vier Grundrechenarten beim
Verlassen der Grundschule. Hinzu kommt die festgestellte, teilweise fehlende fachliche und
didaktische Kompetenz und die damit verbundene Unsicherheit bei der Durchfiihrung geometrischer
Inhalte sowie die bereits genannten fehlenden Hilfen durch die Unterrichtswerke (vgl. Backe-
Neuwald, 2000). In diesem Zusammenhang stellten bereits Steiner und Winkelmann (1981, S. 218)
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fest, dass sich die vorfindbaren Lehrgdnge sehr stark in der Auswahl und Quantitdt der Inhalte
unterscheiden.

Einen weiteren Erklarungsansatz fiir die Vernachlassigung geometrischer Inhalte in der Grundschule
liefert die erst im Rahmen der Reform der Grundschulmathematik beginnende Geschichte des
Geometrieunterrichts. Radatz und Schipper (1983, S. 138) sprechen in diesem Zusammenhang von
der Geometrie als Baby unter den Inhalten des Mathematikunterrichts und de Moor und van den
Brink (1997, S. 14) verweisen auf die nicht vorhandene Tradition der Geometrie im
Anfangsunterricht. Bevor namlich der Geometrieunterricht im Jahre 1968 fiir die Grundschule
verankert (Franke, 2009, S. 6) und als eigenstandiger Lernbereich anerkannt wurde, fanden sich
geometrische Inhalte vor allem in den Richtlinien anderer Facher, wie beispielsweise dem
Sachunterricht. Bis in die 90er-Jahre galt der Geometrieunterricht dann fiir die Kinder in
Westdeutschland als ,freudvolle Beschéaftigung” (Franke, 2009, S. 11), im Gegensatz zur
systematischen Stoffvermittlung, wie sie in der DDR ausgeilibt wurde. Daraufhin folgte die Tendenz,
elementare geometrische Sachverhalte systematisch zu bearbeiten und dabei geometrische
Grundvorstellungen in Einheit mit geometrischem Grundwissen zu entwickeln (Franke, 2009, S. 11).
Die geometrischen Inhalte erhielten schlielich neben den Bereichen Arithmetik und
Sachrechnen/Gr6Ren einen eigenen Platz in den Rahmenplanen der Bundeslander und bildeten
fortan gemeinsam ein sogenanntes mathematisches Triumvirat. Geometrische Kernideen sollten ab
diesem Zeitpunkt im Sinne eines Spiralcurriculums in Bezug zur mathematischen Bildung in allen
Schulstufen stehen und mit den anderen mathematischen Bereichen verknlipft werden. In der
mathematikdidaktischen Literatur sind neben der in Kapitel 1.1.2 aufgezeigten Bedeutsamkeit des
raumliches Vorstellungsvermégens weitere zahlreiche und vielseitige Argumente zur Legitimation
des Geometrieunterrichts zu finden, in denen Funktionen und Ziele herausgestellt werden (vgl.
Besuden, 1984b, S. 64; Besuden, 1984c, S. 74f; Franke, 2009, S. 5; Freudenthal, 1981, S. 87ff;
Grassmann et al., 2014, S. 94ff; Hasemann, 2007, S. 153ff; Kempinsky, 1952, S. 9ff; Krauthausen &
Scherer, 2001, S. 55ff; Radatz & Schipper, 1983, S. 139ff; Radatz & Rickmeyer, 1991, S. 7ff; Schipper,
2009, S. 250ff). Aussagen wie die folgende verdeutlichen, dass die Bedeutsamkeit des
Geometrielernens unumstritten ist:

,Geometrische Fahigkeiten und geometrisches Denken sind notwendige Grundlagen fiir die
ErschlieBung der vorwiegend raumlichen Umwelt durch das Kind sowie fiir die kognitive
Entwicklung. Aber auch gerade fir die arithmetischen Anforderungen [...] bilden
geometrische Kenntnisse und Fahigkeiten wichtige Grundlagen, sollen an all den vielen
Materialien und Darstellungen Vorstellungen entwickelt und Beziehungen erkannt werden.
Zudem lassen sich aktuelle Intentionen der Grundschuldidaktik wie offener Unterricht oder
Lernen in Sinnzusammenhdngen im Mathematikunterricht sicher eher iber Geometrie als
Uber die Arithmetik anstreben und realisieren." (Radatz & Rickmeyer, 1991, S. 5)
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2 Kompetenzen zur Leitidee Raum und Form

Seit dem Beschluss einer gemeinsamen vierjahrigen Grundschule fiir alle Kinder im Jahre 1920 haben
die jeweils vorherrschenden theoretischen Annahmen sowie die darauf basierenden didaktischen
Konzeptionen und Vorgaben in Lehrplanen und Rahmenrichtlinien der einzelnen Lander den
Mathematikunterricht auf verschiedenste Weise gepragt (Schitte, 2008, S. 23ff) und sind somit fir
den Wandel verantwortlich, in dessen Rahmen die Bildungsstandards erlassen und somit schlieflich
der Begriff der Kompetenz zunehmend an Bedeutung gewann beziehungsweise gewinnt (Schiitte,
2008, S. 41ff; Ufer, Reiss & Heinze, 2009, S. 62). Es sei an dieser Stelle auf Grassmann et al. (2014, S.
1ff) verwiesen, die die Funktionen des Mathematikunterrichts riickblickend umfassend darstellen.

In Kapitel 2.1 wird der Entstehungskontext der Bildungsstandards aufgezeigt. Dazu wird der
Mathematikunterricht hinsichtlich der didaktischen Orientierungen seit 1920 knapp geschildert (Kap.
2.1.1) und es wird erldutert, wie die durch Schulleistungsstudien gewonnenen Erkenntnisse (Kap.
2.1.2 und 2.1.3) zur Formulierung national verbindlicher Bildungsstandards fiihrten (Kap. 2.1.4). Im
Anschluss daran wird der Kompetenzbegriff an sich zusammenfassend erdrtert (Kap. 2.2).
AbschlieBend erfolgen Anmerkungen zu den Bildungsstandards fiir den Primarbereich im Fach
Mathematik (Kap. 2.3), indem das zugrunde liegende Kompetenzmodell (Kap. 2.3.1), die
inhaltsbezogenen Kompetenzen zur Leitidee Raum und Form (Kap. 2.3.2) und die dazugehorigen
Kompetenzstufen (Kap. 2.3.3) vorgestellt werden.

2.1 Entstehungskontext der Bildungsstandards

2.1.1 Mathematikunterricht im Riickblick

War der Mathematikunterricht in den 20er und 30er Jahren nach behavioristischen Prinzipien
kleinschrittig lehrgangsartig ausgerichtet, vom Einliben verschiedener Aufgabentypen gepragt und
eingebunden in heimatkundliche Inhalte des Gesamtunterrichts, so vollzog sich nach dem
Bekanntwerden der entwicklungs- und denkpsychologischen Arbeiten Piagets und den
diesbezliglichen didaktischen Rezeptionen in den 60er Jahren ein enormer Wandel. Den mit einer
groRen Lernfahigkeit ausgestatteten Kindern wurden mehr Lerninhalte zugemutet. Diese sollten
unter wissenschaftlich fundierter Beachtung der Stufenfolge, das heift vom Konkreten zum
Abstrakten gemaR der drei Darstellungsebenen nach Bruner (1966, S.21), vermittelt werden mit dem
Ziel, an das kognitive Potenzial der Kinder angepasste, wissenschaftliche Begriffsschemata
aufzubauen. Im Sinne des Strukturgedankens sollten die Lerninhalte im Gleichschritt moglichst
effektiv, operativ und fachspezifisch vermittelt werden, ohne dabei ein Kind aufgrund seiner
Vorbildung anderen Kindern gegeniiber zu bevorteilen. Kennzeichnend fiir diese Zeit war Bruners
Annahme, dass jeder Stoff jedem Kind in jeder Altersstufe wirksam vermittelt werden kann. Hinzu
kamen die mit der rasanten technischen Entwicklung einhergehenden hoheren Anforderungen an die
mathematisch-naturwissenschaftliche Ausbildung. Dies spiegelte sich in fachorientierten Lehrplanen
wider, in denen detaillierte Ziele, Inhalte, Methoden und Vorschldge fir Lernzielkontrollen explizit
formuliert wurden. Systematische Betrachtungen und begriffliche Aspekte standen im Vordergrund,
der Unterricht orientierte sich an kurzfristigen Lerninhalten (Radatz & Schipper, 1983, S. 44ff;
Schiitte, 2008, S. 24ff).

Aufgrund der Kritik der Wissenschaftsorientierung, der Uberfrachtung mit Fachbegriffen und
mathematischen Inhalten, und der zu geringen Beriicksichtigung der Erfahrungswelt des Kindes fand
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in den 80er Jahren eine neue Kindorientierung statt, die sich in Lehrplanrevisionen und Korrekturen
der  Schulbiicher sowie Individualisierungstendenzen (Differenzierung, verschiedene
Abstraktionsniveaus) manifestierte. Im Fokus standen nicht mehr die Entwicklungsstadien des
Durchschnittskindes wie bei Piaget, sondern individuelle Denkprozesse und Studien zum
Losungsverhalten. Die unter anderem durch Heinrich Winter geforderten Konzepte wie Anwendungs-
und Strukturorientierung oder die Einbeziehung problemhaltiger Situationen konnten sich zu dieser
Zeit in der Unterrichtspraxis noch nicht etablieren (Schitte, 2008, S. 28ff).

In den 90er Jahren setzten sich die Betonung von Individualitat, Selbstbestimmung und
Differenzierung sowie die Anerkennung von Heterogenitat fort und gingen als Vorgaben in die neuen
Lehrpldne ein. Jedes Kind sollte nach seinen individuellen Méglichkeiten optimal geférdert werden.
Als gemeinsames Ziel wurde ein Minimalniveau formuliert. Fir die Unterrichtsgestaltung bedeuteten
diese allgemeineren Zielformulierungen eine methodisch-organisatorische, didaktisch-inhaltliche und
auch padagogisch-politische Offnung. Schiileraktivititen und Prozessorientierung standen im
Mittelpunkt (Schiitte, 2008, S. 35ff).

Im Anschluss an die Veroffentlichung der erniichternden Ergebnisse von TIMSS 1995 (vgl. Kap. 2.1.2)
wurde im Oktober 1997 durch die Kultusministerkonferenz mit den ,Grundsétzlichen Uberlegungen
zu Leistungsvergleichen innerhalb der Bundesrepublik Deutschland - Konstanzer Beschliisse", fortan
bekannt als sogenannter Konstanzer Beschluss, festgelegt, die Ertrage institutionalisierter
Bildungsprozesse zukiinftig mit Hilfe von Schulleistungstests auf nationaler und internationaler Ebene
systematisch und regelmalig zu messen und zu vergleichen. Es folgte die Teilnahme an PISA 2000
und IGLU 2001 (Granzer & Walther, 2008, S. 7; Hosenfeld, GroB Ophoff & Bittins, 2006, S. 6f; Klieme
et al., 2010, S. 277ff; Koller, 2008, S. 64;). Klieme et al. (2003) resimierten die gewonnenen
Erkenntnisse wie folgt:

,Unabweisbar haben die empirischen Studien, die nach fast 20 Jahren erstmals die
Realitat der Schulen analysiert und im internationalen Kontext verglichen haben,
gravierende Mangel offen gelegt." (Klieme et al., 2003, S. 11)

Allgemein zeigten sich diese Mangel unter anderem in der Platzierung deutscher Schilerinnen und
Schiiler im Ranking der Lernergebnisse der teilnehmenden Staaten, wobei das Kompetenzniveau der
Flinfzehnjahrigen in allen Domadnen unter dem Mittelwert lag und eine hohe Streuung aufwies.
Weitere Ergebnisse waren die zu Tage getretenen strukturellen Disparitdten zwischen Regionen und
Kindern aus unterschiedlichen sozialen Schichten innerhalb Deutschlands, der groRe Riickstand
schwacherer Schiilerinnen und Schiiler und die betrachtlichen herkunftsbedingten Unterschiede. Des
Weiteren wurde die hohe Zahl von Klassenwiederholungen, von verspateten Einschulungen und die
Kompetenzunterschiede zwischen Schularten aufgedeckt (Klieme et al.,, 2010, S. 277). Deutsche
Schiilerinnen und Schiler wiesen Starken im Bereich von Routineaufgaben, die Routineprozeduren,
Grundfertigkeiten, Standardverfahren und Faktenwissen abfragen, und Schwachen bei komplexeren
Aufgaben, zu deren Losung tiefergehende Denkprozesse notwendig sind, auf, wie beispielsweise bei
der flexiblen Anwendung und dem Verkniipfen von Wissen beziehungsweise mathematischen
Konzepten sowie in den Leistungen beim Problemldsen, beim Modellieren, beim inhaltlichen
Durchdringen und Strukturieren von Sachkontexten, beim Argumentieren oder im begrifflichen
Verstandnis (Baumert et al., 2001, S. 296f; Granzer & Walther, 2008, S. 7; Grassmann et al., 2014, S.
11; Reiss & Hammer, 2013, S. 82; Schitte, 2008, S. 41), die auf die im deutschen
Mathematikunterricht vorherrschende Kalkill- beziehungsweise Fertigkeitsorientierung hinwiesen
(Baumert et al., 2001, S. 296; Criblez et al., 2009, S. 121; Granzer & Walther, 2008, S. 9). Im folgenden
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Kapitel werden die genannten Studien und daraus gewonnene Erkenntnisse im Einzelnen knapp
dargestellt, die schlieBlich zu einem Paradigmenwechsel in der deutschen Bildungspolitik fihrten.

2.1.2 Aligemeine Erkenntnisse aus Schulleistungsstudien

Die international vergleichende Bildungsforschung hat ihren Ursprung bereits im Jahr 1958, als
europaische und amerikanische Wissenschaftlicher, darunter unter anderem Benjamin Bloom und
R.L. Thorndike, in Hamburg die International Association for the Evaluation of Educational
Achievement (IEA) grindeten und erste internationale Vergleichsstudien wie FIMS (First
International Mathematics Study, 1964) und SIMS (Second International Mathematics Study 1980-
1982) organisierten (Jude & Klieme, 2010, S.11). Die ebenfalls durch die IEA verantwortete Trends in
International Mathematics and Science Study (TIMSS) zur Erhebung des mathematischen und
naturwissenschaftlichen Grundverstandnisses von Schiilerinnen und Schilern wird seit 1995 alle vier
Jahre im 4. (1995, 2003, 2007, 2011, 2015) und im 7./8. Schuljahr (1995, 1999, 2003, 2007, 2011,
2015) durchgefiihrt, um Einblicke in das tatsachlich vorhandene Wissensniveau auf Seiten der
Schilerinnen und Schiiler zu gewinnen. Zusatzlich werden die Leistungen der Berufsschiilerinnen und
Berufsschiiler im letzten Jahr der Ausbildung und der Gymnasiastinnen und Gymnasiasten im letzten
Jahr der Oberstufe untersucht (Kéller, Baumert & Bos, 2001, S. 271).

Deutschland beteiligte sich an TIMSS 1995 mit den Klassenstufen 7 und 8 und in den Jahren 2007,
2011 und 2015 mit Klassenstufe 4 (Euen, Wendt & Bos, 2012, S. 313ff). Dies spiegelt die 1997 im
Rahmen des Konstanzer Beschlusses geforderte Einbeziehung der Grundschule wider (Granzer &
Hornberg, 2008, S. 7). Zentraler Befund von TIMSS 1995 war, dass Schiilerinnen und Schiilerin in
Deutschland zum Ende der Pflichtschulzeit im mathematischen Bereich ein bestenfalls mittleres
Grundbildungsniveau erreichten (Baumert, Bos & Lehmann, 2000, S. 163; Granzer & Walther, 2008,
S. 7; Walther et al., 2003, S. 211). Hosenfeld, GroR Ophoff und Bittins (2006, S. 6) sprechen vom
sogenannten  TIMSS-Schock. Im internationalen Vergleich lagen die mathematisch-
naturwissenschaftlichen Leistungen deutscher Schilerinnen und Schiller unter den
durchschnittlichen Leistungen der meisten west-, nord- und osteuropaischen Nachbarlander, wobei
die Defizite insbesondere bei der Anwendung von Kenntnissen auf alltagsnahe Probleme lagen
(Koller, Baumert & Bos, 2001, S. 278f; Granzer & Hornberg, 2008, S .7). Es wurden groRe
Leistungsunterschiede in Mathematik und in den naturwissenschaftlichen Fachern innerhalb der
gleichen Schulart und zwischen verschiedenen Bundeslandern festgestellt (Weinert, 2001, S. 20).
TIMSS nahm mit der Feststellung des im internationalen Malistab unerwartet schwachen
Kompetenzstands und der starken herkunftsbedingten Kompetenzunterschiede die beiden zentralen
Problemdiagnosen von PISA vorweg (Klieme et al., 2010, S. 288).

Das durch die Organisation for Economic Co-operation and Development (OECD) durchgefiihrte
Programme for International Student Assessment (PISA) misst seit 2000 alle drei Jahre die kognitiven
Leistungen der Schilerinnen und Schiler am Ende der Pflichtschulzeit in den Bereichen des Lesens
(Reading Literacy), der Mathematik (Mathematical Literacy) und den Naturwissenschaften (Scientific
Literacy) sowie facheriibergreifende Kompetenzen (Cross-Curricular Compentencies) und den
Einfluss von Kontextvariablen wie familiarer Hintergrund, schulisches Umfeld und vieles mehr. Die
Erkenntnisse wurden in Kompetenzmodellen abgebildet (vgl. Kap. 2.3.3). Im Gegensatz zu TIMSS
wurde bei PISA auf transnationale curriculare Validitat verzichtet und auf die Erfassung von
Basiskompetenzen in variierenden, authentischen Anwendungssituationen gesetzt (Baumert et al.,
2001, S. 287f; zum Kompetenzbegriff bei PISA vgl. Kap. 2.2). Erkenntnisse aus PISA 2000 waren, dass
die mathematische Grundbildung der 15-Jahrigen in Deutschland nach didaktischen und curricularen
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Malstdaben als unzureichend angesehen werden muss. So war die Spitzengruppe &duBerst klein,
weniger als die Halfte aller Schillerinnen und Schiiler konnte Standardaufgaben I6sen und ein Viertel
wurde als Risikogruppe eingestuft. Abgesehen von dieser kriterialen Bewertung stellte sich
Deutschland im internationalen Vergleich als wenig erfolgreich bei der Forderung schwacherer
Schillerinnen und Schiler und der Sicherung von Mindeststandards heraus. Die
Leistungsunterschiede zwischen den sozialen Extremgruppen betrug mehr als eine ganze
Kompetenzstufe, die Sozialschichtzugehorigkeit erklarte 14 Prozent der Leistungsvarianz (Baumert &
Schimer, 2001, S. 368). Der Mittelwert lag mit 490 Punkten signifikant unterhalb des OECD-
Durchschnitts (500 Punkte). Die deutschen Schiilerinnen und Schiiler schnitten im internationalen
Vergleich bei technischen Aufgaben und im Umgang mit verschiedenen Reprasentationsformaten
relativ gut ab, ihre Schwache wurde in der Modellierung anspruchsvoller innermathematischer
Kontexte festgestellt. Damit bestatigte PISA im Wesentlichen die Befunde der TIMS-Studie, nach dem
TIMSS-Schock war nun von der PISA-Katastrophe die Rede (Hosenfeld, GroR Ophoff & Bittins, 2006,
S. 8). Das erarbeitete Pfadmodell zur Erkldrung der Mathematikleistung zeigte einen engen
Zusammenhang der mathematischen Grundbildung mit der Lesekompetenz und mit dem
mathematischen Selbstkonzept (Klieme, Neubrand & Lidtke, 2001, S. 167ff). Die PISA-Stichproben
wurden zudem fir innerdeutsche Vergleiche erweitert zum nationalen Erganzungsprogramm (PISA-
E), sodass die Leistungen zwischen den Bundeslandern verglichen werden konnten. Der
innerdeutsche Vergleich zeigte deutliche Unterschiede zwischen den Bundeslandern (Reiss &
Hammer, 2013, S. 84). Von PISA 2003 (503 Punkte) tber PISA 2006 (504 Punkte) und PISA 2009 (513
Punkte) bis PISA 2012 (514 Punkte) war fir Deutschland eine kontinuierliche Steigerung der
mathematischen Kompetenz auf einen Wert signifikant Gber dem OECD-Durchschnitt zu verzeichnen
und der Anteil der Schiilerinnen und Schiiler mit nur rudimentdren mathematischen Kenntnissen
verringerte sich (Blum et al., 2004, S. 47ff; Frey et al., 2010, S. 162ff; OECD, 2013, S. 51ff).

Bezliglich der Lesekompetenz, worin die Leistungen der deutschen Schiilerinnen und Schiiler bei PISA
2000 auf der Gesamtskala signifikant unterhalb des Durchschnitts und somit sogar im unteren Teil
des Feldes der OECD lagen, wurde im internationalen Vergleich fiir Deutschland sowohl eine
erheblich groRere Spannweite der Leistungen (Artelt et al., 2001, S. 101ff) als auch substanzielle
soziale Disparitaten als Folge der differenziellen Forderung in den unterschiedlichen Bildungsgangen
am Ende der Sekundarschulzeit festgestellt (Baumert & Schimer, 2001, S. 360ff). Trotz der
Verbesserung des durchschnittlichen Lesekompetenzwertes in den sukzessiven PISA-Erhebungen
(OECD, 2013, S. 188ff), der zu verzeichnenden Abnahme der Heterogenitdt in der Lesekompetenz
und der Halbierung des Anteils deutscher Schiilerinnen und Schiiler auf den unteren
Kompetenzstufen (Naumann et al, 2010, S. 59ff) ist der Zusammenhang zwischen dem
soziobkonomischen Status des Elternhauses und den erreichten Kompetenzen im internationalen
Vergleich weiterhin hoch ausgepragt (Ehmke & Jude, 2010, S. 241).

Da die deutschen Schiilerinnen und Schiiler der Klassenstufen 7 und 8 sowohl bei TIMSS 1995 als
auch in den PISA-Studien unterdurchschnittlich abschnitten, sollte untersucht werden, ob sich die
Befunde auf bereits im Grundschulalter vorhandene, defizitire Leistungen zurlickfiihren lassen.
Deshalb wurde die alle fiinf Jahre durch die IEA durchgefiihrte Internationale Grundschul-Lese-
Untersuchung (IGLU) zur Erfassung der Lesekompetenz am Ende der Grundschulzeit, international als
Progress in International Reading Literacy Study (PIRLS) bezeichnet, in den Jahren 2001 und 2006 um
die Erhebung der mathematischen und naturwissenschaftlichen Kompetenzen sowie der
Kompetenzen im Rechtschreiben und im Verfassen von Aufsdtzen erweitert (IGLU-E). Durch Linking
der bei IGLU-E 2001 erhobenen Leistungsdaten in Mathematik wurde der deutsche
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Leistungskennwert anhand der internationalen Skala der an TIMSS-Grundschule beteiligten Lander
rekonstruiert. Dabei lagen die deutschen Schiilerinnen und Schiler mit einem Skalenwert von 545
deutlich oberhalb des internationalen Mittelwerts von 529. Der eingefiigte rekonstruierte deutsche
Mittelwert gab keine Hinweise auf ausgepragte Defizite am Ende der Grundschulzeit. Das schwache
Abschneiden deutscher Schiilerinnen und Schiiler bei TIMSS und PISA konnte somit nicht auf die
Leistungen der Grundschilerinnen und Grundschiiler zurlickgefiihrt werden (GriRing, 2012, S. 64ff).
Die weiterfiihrenden Schulen sollten das in der Grundschule vorhandene Leistungspotenzial
zielfihrender nutzen (Walther et al.,, 2003, S. 206ff). Bezlglich des Kompetenzniveaus im
Leseverstandnis der deutschen Viertklassler, das sich bei den IGLU-Erhebungen in den Jahren 2001,
2006 und 2011 im internationalen Vergleich zwar nicht in der Spitzengruppe, aber im oberen Drittel
der Rangreihe bei relativ geringer Streuung befand (Tarelli et al., 2012, S. 11ff), sei verwiesen auf Bos
et al. (2012).

Auch bei TIMSS 2007 (525 Punkte) und 2011 (528 Punkte) erreichten die deutschen
Grundschilerinnen und Grundschiler im Mittel einen Platz im oberen Drittel der Rangreihe,
signifikant  (iber dem internationalen Mittelwert (491) sowie (ber den mittleren
Leistungsmittelwerten aller teilnehmenden EU-Staaten und aller OECD-Staaten mit einer geringen
Streuung der mathematischen Kompetenzen (Wendt et al., 2012, S. 14ff; GriRing, 2012, S. 61ff).
Trotzdem besteht fiir die deutschen Schiilerinnen und Schiler in der Primarstufe erhebliches
Entwicklungspotential. 13 Teilnehmerstaaten erzielten bei TIMSS 2011 bessere Leistungsmittelwerte
und das deutsche Leistungsniveau von 2007 konnte lediglich gehalten, aber nicht, wie beispielsweise
in den USA oder Ddnemark, signifikant gesteigert werden. Zudem erreichten fast 20% der
Viertkldsslerinnen und Viertklassler nur die erste und zweite Kompetenzstufe. Diese Schiilerinnen
und Schiler kdnnen lediglich vertraute Aufgaben bearbeiten, bei denen elementares Wissen und
elementare Fertig- und Fahigkeiten benétigt werden. Die leistungsschwachsten 5% aller deutschen
Viertklasslerinnen und Viertklassler erzielten hoéchstens 420 Punkte, die gleiche Gruppe in Hongkong
erzielte 488 Punkte. Nur 5% aller deutschen Grundschilerinnen und Grundschiiler erreichten die
hochste Kompetenzstufe, in Singapur waren es 43%. Die leistungsstarksten 5% aller deutschen
Viertkldsslerinnen und Viertkldssler erzielten mindestens 626 Punkte, die gleiche Gruppe in
Hongkong erzielte 702 Punkte und in Singapur 723 Punkte. Somit scheint in Deutschland die
Forderung der leistungsschwachen Schiilerinnen und Schiiler sogar erfolgreicher zu sein als die der
leistungsstarken (Wendt et al., 2012, S. 14ff; Selter et al., 2012, S. 93ff).

Um die nationalen Erganzungen der internationalen Schulleistungsstudien (IGLU-E) zu ersetzen und
das Erreichen der in den Bildungsstandards beschriebenen inhaltlichen und allgemeinen
Kompetenzen in den Fachern Deutsch und Mathematik am Ende der vierten Jahrgangsstufe zu
Uberprifen, erfolgte 2011 im Primarbereich ein stichprobenbasierter Landervergleich, der im
Flinfjahresrhythmus (2011, 2016 usw.) fortgesetzt werden soll (B6hme et al., 2012, S. 12f; Weirich,
Haag & Roppelt, 2012, S. 277ff). Um alle Facetten der getesteten Kompetenzbereiche hinreichend
prasentieren zu kdnnen, wurde eine grofle Zahl von Aufgaben eingesetzt, die sich im Fach
Mathematik auf 35 Testhefte verteilten. Beim Vergleich aller 16 Lander lag der Kompetenzmittelwert
der rheinland-pfélzischen Schilerinnen und Schiiler auf der Globalskala Mathematik in der
Mittelgruppe mit finf weiteren Bundeslandern und unterschied sich nicht signifikant vom deutschen
Mittelwert. Bei der Betrachtung der einzelnen inhaltlichen Kompetenzbereiche wichen insgesamt die
Ergebnisse fiir den Kompetenzbereich Raum und Form am starksten von denen fiir die Globalskala ab
(Haag & Roppelt, 2012, S. 117ff). Fir diesen Kompetenzbereich wurden Aufgaben ausgewahlt, bei
denen die Schiilerinnen und Schiiler Figuren spiegeln, Spiegelachsen einzeichnen und Eigenschaften
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von Figuren oder Korpern erkennen sowie beschreiben mussten (zusammenfassende Befunde sind
nachzulesen in Stanat et al., 20124, S. 291ff).

In der Sekundarstufe | wird der Landervergleich im Dreijahresrhythmus anstelle von PISA-E bereits
seit 2009 durchgefiihrt, sodass Ergebnisse aus den Jahren 2009, 2012 und 2015 vorliegen.

Die als Langsschnittuntersuchung angelegte SCHOLASTIK-Studie (Schulorganisierte Lernangebote und
Sozialisation von Talenten, Interessen und Kompetenzen) untersuchte von 1987 bis 1997 die
Entwicklung kognitiver Kompetenzen anhand der Mathematik- und Deutschleistungen sowie
motivationale Schiilermerkmale, Intelligenzkomponenten und Qualitaitsmerkmale des Unterrichts
wahrend der Grundschulzeit. Das Max-Planck-Institut in Miinchen integrierte zusatzlich Daten lber
das Vorschul- und Sekundarschulalter aus der auf 20 Jahre angelegten LOGIK-Studie (Longitudinale
Genese individueller Kompetenzen). Ein Ergebnis war unter anderem die Persistenz individueller
Differenzen von Kindern mit Gber- und unterdurchschnittlicher Intelligenz (Weinert & Stefanek, 1997,
S. 425ff), wobei intelligentere Kinder im Durchschnitt im Verlauf der Grundschule konstant bessere
Schulleistungen erbrachten, ohne dass sich dadurch jedoch ein Schereneffekt einstellte. Weitere
Erkenntnisse waren, dass eine ausreichende Intelligenz eine notwendige Bedingung fiir den Erwerb
anspruchsvoller schulischer Lernleistung darstellt und die kognitiven Kompetenzen sowohl
Bedingung als auch Folge schulischen Lernens waren. Auf curricular organisierten, schulischen
Fertigkeitserwerb beruhende Leistungen waren weniger durch vorschulische Intelligenzunterschiede
aufklarbar als denkabhédngige Leistungen. Fir die mathematische Kompetenz konnte festgestellt
werden, dass die beiden Intelligenzgruppen bei mit Hilfe prozeduralisierten Wissens zu
erbringenden, standardisierten und automatisierten Leistungen weniger differieren als bei
Problemléseaufgaben (Weinert & Stefanek, 1997, S. 433f). Beim Ubergang in die weiterfiihrende
Schule nahm die Stabilitat der Unterschiede zwischen Kindern im Bereich der sprachlichen Intelligenz
weiter zu, nicht jedoch bei der fluiden Intelligenz (Weinert & Stefanek, 1997, S. 441ff).
Fachspezifische Leistungen wurden immer starker durch die eigene Lerngeschichte determiniert, bei
der Determination der Mathematikleistungen waren die empirischen Befunde unbefriedigend
(Weinert & Stefanek, 1997, S. 446ff).

Trotz des festgestellten weiterhin bestehenden Entwicklungspotentials der Leistungen deutscher
Schiilerinnen und Schiler, auch in der Primarstufe, kann zusammenfassend festgehalten werden,
dass Deutschland zu den wenigen Staaten gehort, die sich seit den ersten internationalen
Erhebungen kontinuierlich und im internationalen Vergleich bemerkenswert verbessert haben
(Klieme et al., 2010, S. 291). TIMSS 1995 und PISA 2000 kénnen somit rickblickend als lehrreicher
Schock bezeichnet werden, woraus die Folgerung der Kultusministerkonferenz, dass die in
Deutschland vorrangige Inputsteuerung in Form von Inhaltsvorgaben durch Lehrpldne um die
Festlegung und Uberpriifung erwarteter Leistungen erginzt werden muss, hervorging. Die seit den
ersten internationalen Erhebungen insgesamt hoheren Leistungen der Schiilerinnen und Schiiler
skandinavischer und angloamerikanischer Staaten wurden unter anderem mit der dort
vorherrschenden systematischen Rechenschaftslegung in Form regelmaliger Schulleistungsstudien,
zentraler Prifungen, Standards, Schulevaluation und der Formulierung von Kompetenzen, einer
sogenannten Outcome-Orientierung, in Zusammenhang gebracht. Die Kultusministerkonferenz sah
es als zentrale Aufgabe an, die Qualitdt schulischer Bildung, die Vergleichbarkeit schulischer
Abschliisse sowie die Durchldssigkeit des Bildungssystems zu sichern (KMK, 2005b, S. 5) und
beschloss am 23./24.Mai 2002 die Erarbeitung bundesweit geltender Bildungsstandards in
Kernfachern fir bestimmte Jahrgangsstufen und Abschlussklassen. In diesen Bildungsstandards
wurde der durch die allgemeinbildenden Schulen zu erfiillende Bildungsauftrag konkretisiert, indem
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die erwinschten Lernergebnisse der Schiilerinnen und Schiler in  Form von
Kompetenzanforderungen formuliert wurden (Granzer, 2008, S. 16), wodurch der Anschluss an die
internationalen Entwicklungen erfolgte (Artelt & Riecke-Baulecke, 2004, S. 11; Granzer & Hornberg,
2008, S. 7).

Die Einfliihrung der national verbindlichen Bildungsstandards und die MalRnahmen zu deren
Implementation (Vergleichsarbeiten, Systemmonitoring, Unterrichtsentwicklungsprogramme wie
beispielsweise SINUS, FortbildungsmaBnahmen, Handbiicher) stellen somit einen wichtigen
Einflussfaktor auf die Entwicklung der Leistungen deutscher Schilerinnen und Schiiler dar (Granzer,
2008, S. 16; Klieme et al., 2010, S. 277ff).

2.1.3 Erkenntnisse zu Geschlechterdifferenzen

,In der Diskussion (ber Fragen der Bildungsqualitit und des Bildungserfolgs von
Kindern und Jugendlichen spielen Geschlechterunterschiede noch immer eine zentrale
Rolle." (B6hme & Roppelt, 2012, S. 173)

Wie bei den Studien zu Raumvorstellungsfahigkeiten (vgl. Kap. 1.1.2) wurden im Rahmen der
internationalen Schulleistungsstudien Erkenntnisse zu Geschlechterdifferenzen gewonnen. Wahrend
bei TIMSS 1995 kein statistisch nachweisbarer Unterschied im Bereich Mathematik ermittelt werden
konnte, erzielten die Jungen bei TIMSS 2007 signifikant bessere Mathematikleistungen (Walther et
al., 2008, S. 49ff). Auch bei den sukzessiven PISA-Erhebungen wurden im OECD-Durchschnitt
signifikante Leistungsvorteile im mathematischen Bereich fir die Jungen festgestellt (Frey et al.,
2010, S. 166ff). Relative Schwéachen wiesen die Madchen bei PISA 2000 insbesondere bei
mathematischen Aufgaben auf, die den Umgang mit mentalen oder mathematischen Modellen
erforderten (Stanat & Kunter, 2001, S. 251ff). Zwischen PISA 2003 und PISA 2009 stieg lediglich die
mathematische Kompetenz der Jungen signifikant an (Frey et al., 2010, S. 166ff). PISA 2012
konstatiert im mathematischen Bereich einen hoheren Anteil der Jungen unter den besonders
leistungsstarken Schilerinnen und Schiilern in fast allen teilnehmenden Landern. In Deutschland
wurden die beobachteten Unterschiede mathematischer Kompetenz zwischen Madchen und Jungen
von PISA 2006 (20 Punkte) zu PISA 2009 (16 Punkte) nominell, aber nicht signifikant kleiner (Frey et
al. 2010, S. 166f), und lagen bei PISA 2012 bei 14 Punkten (OECD, 2013, S. 79ff). Insgesamt war der
Trend festzustellen, dass sich der Leistungsvorsprung der Jungen im mathematischen Bereich in den
meisten Landern verringerte und bei separater Betrachtung nur noch in 37 von insgesamt 65
teilnehmenden Landern bestand. Die Unterschiede im mathematischen Bereich waren und sind
jedoch deutlich kleiner als die im Lesen durch die Madchen in allen Teilnehmerstaaten erreichten
signifikant héheren Testwerte (Naumann et al., 2010, S. 52ff, OECD, 2013, S. 214ff).

Die beschriebenen Unterschiede in den geschlechtsspezifischen Leistungen lassen sich, wenn auch in
einem geringerem AusmaR, bereits am Ende der Grundschulzeit feststellen. IGLU-E 2001 zeigte, dass
die Madchen im mathematisch-naturwissenschaftlichen Bereich auf den unteren Kompetenzstufen
Uberreprasentiert und auf den oberen Kompetenzstufen unterreprasentiert waren. TIMSS 2007 und
TIMSS 2011 bestatigten diesen Befund und ermittelten ebenfalls signifikant hohere
Leistungsmittelwerte fir die Jungen (Brehl, Wendt & Bos, 2012, S. 208ff).

Um das Erreichen der Bildungsstandards zu Uberpriifen, werden in der Sekundarstufe | seit 2009 und
in der Primarstufe seit 2011 Landervergleiche durchgefiihrt. 2006 erfolgte die Pilotierung der auf den
Bildungsstandards basierenden Testaufgaben. Dabei wurden signifikant hohere Kompetenzstinde
der Jungen in der globalen mathematischen Kompetenz ermittelt. Die Hohe dieser Differenzen
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variierte in Abhdngigkeit vom jeweiligen inhaltsbezogenen und allgemeinen Kompetenzbereich.
Inhaltsbezogen wurde im Bereich Raum und Form der geringste Effekt und im Bereich GréRen und
Messen der starkste Effekt gefunden. Innerhalb des Bereichs Raum und Form konnte der GroRteil der
festgestellten geschlechtsspezifischen Differenz auf Items zurlickgefiihrt werden, bei denen die
Anforderung im Erkennen, Benennen und Darstellen von geometrischen Figuren oder Abbildungen
bestand (Winkelmann & van den Heuvel-Panhuizen, 2009, S. 147f). Winkelmann und van den Heuvel-
Panhuizen (2009, S. 142ff) bezeichnen die Erkenntnisse zu geschlechtsspezifischen mathematischen
Kompetenzen fiir die Grundschule als bescheiden und teilweise widersprichlich.

Bezlglich der geschlechtsbezogenen Kompetenzunterschiede ergaben sich im Landervergleich 2011
fir die Kompetenzbereiche des Faches Deutsch Vorteile zugunsten der Madchen. Dies geht unter
anderem einher mit den durch die IGLU-Studie gewonnenen Erkenntnissen, wonach ebenfalls die
Madchen bessere Ergebnisse erzielten als die Jungen (Tarelli et al.,, 2012, S. 11ff). Im Fach
Mathematik verzeichneten die Jungen insgesamt einen Vorsprung, der jedoch geringer war als der
Vorsprung der Madchen im Fach Deutsch. Beziiglich der einzelnen inhaltlichen Leitideen variierten
die Ergebnisse. Fiir die Bereiche Raum und Form und Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit war
der Kompetenzvorsprung der Jungen sehr klein. Fir die Bereiche Zahlen und Operationen, Muster
und Strukturen und Groflen und Messen waren die Geschlechterdifferenzen wesentlich grofer.
Ausgepragter als die Unterschiede zwischen den Geschlechtern waren jedoch die Unterschiede in
den Kompetenzstinden innerhalb der Geschlechtergruppen. Uber alle Kompetenzbereiche hinweg
waren die Kompetenzstande der Madchen etwas homogener (Bohme & Roppelt, 2012, S. 180ff).
Gemeinsam mit den Erkenntnissen von Winkelmann und van den Heuvel-Panhuizen (2009, S. 147f)
aus dem Jahr 2006 ist der Befund, dass die Unterschiede in den Bereichen Raum und Form sowie
Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit eher geringer, und im Bereich GréRen und Messen am
starksten ausgepragt waren.

Verschiedene Autoren stellen fest, dass seit einigen Jahren die Jungen als mogliche
»Bildungsverlierer" in den Blick gerlickt sind und dass nicht mehr von einer Benachteiligung der
Maédchen in der Schule die Rede ist (Brehl, Wendt & Bos, 2012, S. 204; Rohrmann, 2007, S. 221ff).
Hinsichtlich der Schulleistungen allgemein haben die Madchen die Jungen tberholt. Den Daten des
Statistischen Bundesamtes ist zu entnehmen, dass die Madchen an Gymnasien Ulberreprasentiert
sind, deutlich bessere Schulabschliisse als die Jungen haben und wesentlich seltener die Schule ohne
Abschluss verlassen (Rohrmann, 2007, S. 221ff; Bohme & Roppelt, 2012, S. 174ff). Die
Verhaltensweisen der Madchen werden als angemessen und besser angepasst wahrgenommen. Der
Uberwiegende Anteil weiblicher Betreuungspersonen und Lehrkrafte wird ebenfalls als Ursache fir
den groBeren Erfolg der Madchen angenommen (Béhme & Roppelt, 2012, S. 173f). Die
geschlechtsspezifischen Unterschiede beim Kompetenzerwerb, der Bildungsbeteiligung und dem
Erwerb von Bildungsabschliissen werden haufig biologisch oder neurowissenschaftlich, vor allem
aber sozialisationstheoretisch erklart. Empirische Untersuchungen weisen auf geschlechtstypische
Unterschiede bezlglich der Interaktionsstile, des schulischen Selbstkonzepts, der Interessen, der
Facherpraferenzen, der Leistungen und des Schulerfolgs allgemein hin. Bei Halpern (2012) ist eine
Ubersicht der in der Forschungsliteratur  existierenden Erklarungsansatze far
Geschlechterunterschiede zu finden.

Klieme et al. (2010, S. 282) halten fest, dass trotz der insgesamt fiir das deutsche Bildungssystem zu
verzeichnenden positiven Entwicklung der Abbau geschlechtsspezifischer Kompetenzprofile
zusammen mit der Spitzenforderung zum jetzigen Zeitpunkt ungeldste Aufgaben fiir das deutsche
Schulsystem darstellen.
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2.1.4 National verbindliche Bildungsstandards

Im Anschluss an den in Kapitel 2.1.2 erwdhnten Beschluss vom Mai 2002 regte das
Bundesministerium flir Bildung und Forschung zunachst die Erstellung einer Expertise durch eine
interdisziplindre Expertengruppe an und beauftragte damit das Deutsche Institut fir Internationale
Padagogische Forschung in Frankfurt a.M., das diese dann in Kooperation mit dem Leibniz-Institut fur
die Padagogik der Naturwissenschaften und Mathematik (IPN) in Kiel und Experten aus weiteren
Hochschulen innerhalb weniger Monate erarbeitete. In dieser sogenannten , Klieme-Expertise” (vgl.
Klieme et al., 2003) wurden Vorschlage fir die Gestaltung von Bildungsstandards gemacht. Es wurde
darin gefordert, dass sich Bildungsstandards an Bildungszielen orientieren und diese in Form von
konkreten Kompetenzanforderungen, systematisch geordnet in Kompetenzmodellen, umgesetzt
werden sollten. Die Autoren betonten, dass darin Systemziele wie etwa der Abbau von Disparitaten,
die Forderung von Kindern und Jugendlichen mit Benachteiligungen, die Integration von Migranten
und die Begabtenférderung oder die Flexibilitdt und Offenheit von Bildungsverlaufen bericksichtigt
werden missten (Klieme et al.,, 2003, S. 12). Als Merkmale guter Bildungsstandards wurden
Fachlichkeit, Fokussierung, Kumulativitat, Verbindlichkeit fiir alle, Differenzierung, Verstandlichkeit
und Realisierbarkeit herausgearbeitet. Des Weiteren wurden in der Expertise der Begriff des
Standards und die Funktionen von Standards fiir die Qualitatsentwicklung im Bildungswesen
beleuchtet, der Kompetenzbegriff definiert und das Kompetenzstufenmodell von PISA als
Orientierung aufgezeigt. Die Bildungsstandards als Ergebnisse von Lernprozessen sollten in
Aufgabenstellungen und schliefllich Verfahren konkretisiert werden, mit denen das tatsachlich durch
die Lernenden erreichte Kompetenzniveau empirisch zuverlassig erfasst werden kann (Klieme et al.,
2003, S. 23). Die Expertengruppe riet nachdricklich zu einer deutlichen Trennung zwischen der
Verwendung standardbezogener Tests flir Evaluation, Bildungsmonitoring und als Entscheidungshilfe
fir individuelle Forderung einerseits, und Noten und Abschlussprifungen andererseits (Klieme et al.,
2003, S. 48f). Die Expertise stellte des Weiteren die im Folgenden aufgefiihrten Beispiele fir
Standards und Curricula anderer Staaten aus dem Bereich der Mathematik zur Orientierung dar, die
zu dieser Zeit bereits als Vorgaben fiir die Schulen vorlagen (amerikanisches, kanadisches,
schwedisches und englisches Curriculum).

Die im Jahr 2000 durch den amerikanischen Verband der Mathematiklehrer und -didaktiker (NCTM =
National Council of Teachers of Mathematics) vorgelegten und sehr einflussreichen Principles and
Standards for School Mathematics wurden innerhalb von 20 Jahren mit dem Ziel einer
Umorientierung hin zu einem verstdandnisbasierten und problembezogenen Unterricht fir alle
Klassenstufen entwickelt (NCTM, 2000). Es handelt sich dabei um eine Revision der bereits 1989
herausgegebenen , Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics" (NCTM, 1989).
Durch die Principles wurden fachilibergreifende Leitlinien guten Unterrichts wie das
Chancengleichheitsprinzip, das Curriculumsprinzip, das Lehr- beziehungsweise Lernprinzip, das
Bewertungsprinzip oder das Technologieprinzip formuliert. Die fachspezifischen Standards betreffen
konkrete Lerninhalte und gliedern sich in einen inhaltlichen und einen methoden- beziehungsweise
prozessorientierten Teil. Inhaltliche Themenbereiche sind Zahlen und Operationen (1), Muster,
Funktionen und Algebra (2), Geometrie und Raumorientierung (3), Messen (4) und Datenanalyse,
Statistik und Wahrscheinlichkeit (5). Methodische Aspekte sind Problemldsen, Argumentieren und
Beweisen, Kommunikation, Verbindungen und Darstellungen. Diese klassenstufenibergreifenden
Inhalte und Methoden sollen den gesamten Mathematikunterricht vom Beginn bis zum Abschluss
der Sekundarstufe Il pragen und werden durch zahlreiche Beispiele fiir die verschiedenen
Klassenstufen konkretisiert, wobei die Beziige zwischen den Klassenstufen beachtet werden. Die
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Standards kénnen im Sinne der Expertise als eine Art Kompetenzmodell verstanden werden. Die funf
Inhaltsaspekte und die flinf Prozessaspekte beschreiben insgesamt, was mathematisches Denken
und Arbeiten ausmacht. Die konsequente Strukturierung aller zehn Aspekte (ber alle
Jahrgangsstufen vom Vorschulunterricht bis zum Ende der High School hinweg ("K-12") beinhaltet
das Konzept des systematischen, kumulativen Lernens fir die gesamte Schullaufbahn (Klieme et al.,
2003, S. 38). Empfehlungen zur Gestaltung von Leistungsmessungen wurden gegeben, eine
Umsetzung der Principles and Standards for School Mathematics in Testverfahren erfolgte jedoch
nicht.

Die Curricula der anderen genannten Staaten orientierten sich sehr stark an diesen Standards und
erweiterten diese. Fir das kanadische Curriculum der Provinz Alberta wurden die mathematischen
Inhaltsbereiche und Ziele zusatzlich einzeln fiir die verschiedenen Klassenstufen - im Sinne eines
Kompetenzmodells - beschrieben, inklusive Zeitvorgaben fiir Unterrichtsaktivitaten. Im Curriculum
der Provinz Ontario wurde das Leistungsniveau der Schilerinnen und Schiiler hinsichtlich
verschiedener Kategorien graphisch dargestellt. Es wurden allgemeine und spezifische Erwartungen
in finf Hauptbereichen des Wissens und der Fahigkeiten (Number Sense and Numeration,
Measurement, Geometry and Spatial Sense, Patterning and Algebra, Data Management and
Probability) formuliert. Zudem sind vier Kategorien des Wissens und der Fahigkeiten enthalten
(Knowledge and Understanding, Thinking, Communication, Application) (Ministry of Education, 2005,
p. 19f). Zu diesen vier Kategorien werden in den Achievement Charts jeweils weitere Kriterien
unterschieden und vier Level beschrieben (Ministry of Education, 2005, p. 20). Abbildung 6
veranschaulicht diese Achievement Levels am Beispiel der Kategorie ,Knowledge and
Understanding".

Achievement Chart - Mathematics, Grades 1-8

Categories Level 1 Level 2 Level 3 Level 4
Knowledge and Understanding Subyjecr-specific comtent aoquired in each grade (knowledge), and the eomprehension of its meaning and sieaificamee {undecstanding

The student:
Knowledge of content - demonstrates limited - demonstrates some — demonstrates - demonstrates
le.g., facts, terms, knowledge of content knowledge of content considerable knowl- thorough knowledge
procedural skills, use edge of content of content
of tools)
Understanding of - demonstrates limited - demonstrates some —demonstrates - demonstrates
mathematical concepts understanding of understanding of considerable under- thorough understand-
concepts concepts standing of concepts ing of concepts

Abbildung 6: Achievement Chart: Knowledge and Understanding (Ministry of Education, 2005, p. 22).

Das bereits seit 1994 in Schweden geltende Curriculum unterscheidet zwei Ebenen der
Zielbestimmung. Das sogenannte ,,nationale Curriculum® beinhaltet die Ebene der allgemeinen, den
Unterricht bestimmenden Werte und Normen (friedliches Miteinander, Fahigkeit zur Kommunikation
in einer fremden Sprache, Kenntnis elementarer mathematischer Konzepte), in dessen Rahmen auch
Minimalziele definiert werden. Die Ebene der fachspezifischen Inhalte von Unterricht sind im
sogenannten ,Syllabus” festgehalten, wo auch ein Minimalkatalog von Wissen aufgefiihrt wird, das
zum Ende der dritten, sechsten und neunten Jahrgangsstufe, untergliedert nach den Noten A-E,
erworben sein muss (National Agency for Education, 2011).

Das englische Curriculum wurde bereits 1988 erstmals implementiert und seitdem U(iberarbeitet
beziehungsweise erganzt. Es umfasst sowohl fachbezogene Inhalte (Programmes of Study), die tGber
konkrete Leistungsziele (Attainment Targets) in vier Bereichen (using and applying mathematics,
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number and algebra, shape, space and measures, handling data) operationalisiert sind, als auch
Hinweise zur Bewertung der erreichten Schiilerleistungen in den regelmaRig durchgefiihrten Tests in
Form von Kompetenzniveaus (Level Descriptions) beziiglich vier key stages, die sich mehrheitlich am
Alter von sieben, elf und vierzehn Jahren orientieren (Department for Education and Employment,
1999).

In Deutschland wurden unter Bertlicksichtigung der in der Expertise zusammengetragenen Vorschlage
und Informationen schliefllich am 4.12.2003 die Bildungsstandards fiir den Mittleren Schulabschluss
in den Fachern Deutsch, Mathematik und Erste Fremdsprache beschlossen und galten somit im
Schuljahr 2004/2005 in den Schulen aller Lander der Bundesrepublik als Grundlage. Insgesamt
wurden bis heute chronologisch die in Tabelle 2 aufgelisteten Bildungsstandards erlassen.

Tabelle 2: Beschluss von Bildungsstandards (eigene Darstellung in Anlehnung an 1QB und KMK)

Bildungsstandards... Fach Jahr
...fur den Mittleren Schulabschluss Deutsch 2003
Mathematik 2003
Erste Fremdsprache 2003
...fur den Primarbereich Deutsch 2004
Mathematik 2004
...fuir den Hauptschulabschluss Deutsch 2004
Mathematik 2004
Erste Fremdsprache (Englisch/Franzdsisch) 2004
...far den Mittleren Schulabschluss Biologie 2004
Chemie 2004
Physik 2004
...fur die Allgemeine Hochschulreife Deutsch 2012
Mathematik 2012
Fortgeflihrte Fremdsprache (Engl./Franz.) 2012

Die fir die vorliegende Arbeit bedeutsamen Standards im Fach Mathematik vom 15.10.2004 wurden
zu Beginn des Schuljahres 2005/2006 verbindlich als Grundlagen der fachspezifischen Anforderungen
fiir den Unterricht im Primarbereich eingefiihrt (KMK, 200543, S. 3). Ufer (2009, S. 95) bezeichnet sie
als wichtigen Ausgangspunkt zur Definition mathematischer Kompetenzen am Ubergang, die
einerseits als Ziel mathematischer Kompetenzentwicklung im Grundschulalter anzustreben sind und
andererseits als Orientierung fir die weitere Arbeit in der Sekundarstufe dienen. Wie in der Expertise
gefordert, greifen die Bildungsstandards allgemeine Bildungsziele auf und legen fest, welche
Kompetenzen die Schiilerinnen und Schiiler bis zu einer bestimmten Jahrgangsstufe an wesentlichen
Inhalten erworben haben sollen. Sie konzentrieren sich auf Kernbereiche eines Faches, beschreiben
erwartete Lernergebnisse, stellen eine Mischung aus Inhalts- und Outputstandards dar, beziehen sich
auf das im Durchschnitt erwartete Niveau der Leistungen und sind damit Regelstandards (KMK,
2005b, S. 9; Reiss & Winkelmann, 2009, S. 122). Die Formulierung von Mindeststandards ist
unbedingt notwendig, was aber einem langeren Prozess der Erfahrung im Umgang mit den
Bildungsstandards bedarf und voraussetzt, dass die Schwierigkeitsgrade von Aufgabenbeispielen
getestet wurden, dass Niveaustufen prazisiert und insgesamt die Standards und Aufgabenbeispiele
validiert wurden (KMK, 2005b, S. 14).

In der Vereinbarung (ber Bildungsstandards fiir den Primarbereich (Jahrgangsstufe 4) heilt es
zudem, dass sich die Lander verpflichten, die Standards zu implementieren und anzuwenden. Dies
betrifft insbesondere die Lehrplanarbeit, die Schulentwicklung und die Lehreraus- und - fortbildung.
Des Weiteren kommen die Liander Uberein, weitere Aufgabenbeispiele zu entwickeln und in
landesweiten landerlbergreifenden Orientierungs- und Vergleichsarbeiten festzustellen, in welchem
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Umfang die Standards erreicht werden (KMK, 2005a, S. 3). Den Bildungsstandards kommt neben
dieser Uberpriifungsfunktion auch eine Entwicklungsfunktion zu, da sich die Schiilerinnen und
Schiller im Mathematikunterricht nicht nur Kenntnisse und Fertigkeiten aneignen, sondern auch
Verstandnis fir mathematische Inhalte entwickeln sollen. Bildungsstandards sind also Bestandteile
eines umfassenden Systems der Qualitatssicherung, das Schulentwicklung, interne und externe
Evaluation umfasst (KMK, 2005b, S. 5).

Wissenschaftlich begleitet wird die Qualitatsentwicklung durch das im Juni 2004 gegriindete Institut
fir Qualitatsentwicklung im Bildungswesen (IQB) an der Humboldt-Universitdt zu Berlin, dessen
Auftrag es ist, die Bildungsstandards durch geeignete Aufgaben zu operationalisieren, diese zu
normieren und zu Uberprifen. Durch die Arbeit des IQB werden so, neben der Beteiligung an den
internationalen Schulleistungsstudien (PISA, IGLU, TIMSS), seit 2007 alljahrlich flichendeckend die
nationalen Vergleichsarbeiten (VERA 3, VERA 8) durchgefiihrt, um die 2006 im Rahmen der Pléner
Beschlisse vorgelegte Gesamtstrategie zur Qualitatssicherung zu realisieren (Koller, 2008, S. 64ff).
Als Ersatz fur die nationalen Ergdnzungen der internationalen Schulleistungsstudien (PISA-E, IGLU-E)
erfolgt seit 2009 im Dreijahresrhythmus der innerdeutsche Schulleistungsvergleich als zentrale
Uberpriifung des Erreichens der Bildungsstandards in der Sekundarstufe | durch den Landervergleich,
sodass Ergebnisse aus den Jahren 2009, 2012 und 2015 vorliegen. Im Primarbereich erfolgt dieser
stichprobenbasierte Landervergleich seit 2011 und soll im Flinfjahresrhythmus (2011, 2016 usw.)
fortgesetzt werden (Bohme et al., 2012, S. 12f). Auch die Entwicklung von Kompetenzstufenmodellen
und die Weiterentwicklung der Bildungsstandards sind Aufgaben des IQB. Dariiber hinaus fiihrt das
IQB Studien zur Implementation der Bildungsstandards in der Schulpraxis durch oder begleitet diese.
Exemplarisch sei auf Heller und Asbrand (2012, S. 222ff) verwiesen, die den Einsatz von
kompetenzorientierten Aufgaben im Unterricht untersuchten und groRe Unterschiede bezlglich des
Umgangs mit den Bildungsstandards und deren Umsetzung durch die Lehrkrafte berichteten.

SINUS, das Projekt zur Steigerung der Effizienz des mathematisch-naturwissenschaftlichen
Unterrichts, wurde bereits 1997, im Anschluss an die Ergebnisse der TIMS-Studie 1995, gestartet. Das
Pilot-Programm SINUS (1998-2003) wurde schlielich als SINUS-Transfer in Form zweier
Programmwellen (2003-2005, 2005-2007) in der Flache ausgebreitet und seit 2007 in
Eigenverantwortung der Lander fortgesetzt. Von 2009 bis 2013 lief zusatzlich das Programm SINUS-
Transfer an Grundschulen und wird seither ebenfalls nach landesspezifischen Konzepten durch die
Lander weitergefihrt. Ziel ist die Férderung der mathematisch-naturwissenschaftlichen Kompetenz
deutscher Schiilerinnen und Schiiler, indem Lehrkrafte unter wissenschaftlicher Begleitung durch den
Programmtrager, dem IPN in Kiel, ihre Unterrichtsmethodik weiterentwickeln. In Nordrhein-
Westfalen fokussiert die Landesvereinigung von Unternehmensverbanden seit 2001 die Starkung der
MINT-Facher (Mathematik, Informatik, Naturwissenschaften, Technik) in Schulen. Im gleichen
Bundesland ist das Kooperationsprojekt zur Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts in der
Primarstufe PIK AS (Prozessbezogene und Inhaltsbezogene Kompetenzen und Anregung von
fachbezogener Schulentwicklung) angesiedelt, in dessen Rahmen Materialien zur Weiterentwicklung
des Mathematikunterrichts in der Primarstufe erarbeitet werden, um die aus den Bildungsstandards
in die Lehrplane der Bundeslander tbertragenen Vorgaben in der Praxis umzusetzen (SINUS).

Neben diesen qualitatssteigernden MalRnahmen und Hoffnungen dulerten kritische Stimmen die
Gefahr eines sogenannten ,teaching to the test” durch die Outcome-Orientierung der
Bildungsstandards, womit die Abprifbarkeit mittels Schulleistungsstudien einhergeht und die
Moglichkeit zur individuellen prozessorientierten Forderung in Frage gestellt wird (Asbrand, Heller &
Zeitler, 2012, S. 12; Schitte, 2008, S. 42). Auch Granzer und Walther (2008, S. 7) hinterfragen eine
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Standardsetzung im padagogischen Kontext kritisch. Zeitler, Kéller und Tesch (2010, S. 24ff) betonen,
dass die Bildungsstandards nicht nur der Evaluation der Schiilerleistungen dienen, sondern selbst im
Hinblick auf ihre zu erfiillenden Funktionen stets kritisch betrachtet werden sollten. Anhand der im
Rahmen der Expertise formulierten Kriterien guter Standards (Klieme et al., 2003, S. 24ff) messen die
Autoren die Bildungsstandards mit dem Fazit, dass ein insgesamt positives Bild entsteht, obgleich die
Bildungsstandards noch nicht ,fertig" seien (Zeitler, Kéller & Tesch, 2010, S. 26). Von groRer
Bedeutung fir die Realisierung der mit den Bildungsstandards angestrebten Verbesserungen im
Sinne eines kognitiv aktivierenden Unterrichts sei zudem die zentral bundeseinheitliche
Implementierung, die bislang nicht erfolgte (Zeitler, Koller & Tesch, 2010, S. 32f). In diesem
Zusammenhang sei beispielsweise auf den an die Vorgaben der Bildungsstandards angepassten
rheinland-pfalzischen Teilrahmenplan Mathematik verwiesen, der erst zum 01.08.2015 in Kraft trat
(Ministerium fir Bildung, Frauen und Jugend, 2014).

2.2 Kompetenzbegriff

Wie bereits erlautert, stellt die Entwicklung von Kompetenzen einen wesentlichen Bestandteil des
Bildungsauftrags der Grundschule dar. Der Begriff der Kompetenz ist komplex und vielschichtig. Er
unterscheidet sich bei verschiedenen Autoren hinsichtlich inhaltlicher Fokussierung und
kontextueller Einbettung. Gemeinsam ist allen Definitionen, dass es bei Kompetenzen nicht um
isolierte Fakten, die etwa im Rahmen von Leistungstests abgefragt werden, sondern um den
erfolgreichen Umgang mit Situationen geht, in denen spezifisches Wissen in einem sinnvollen
Kontext angewendet werden soll, um Probleme selbststandig zu I6sen (Reiss, Heinze & Pekrun, 2008,
S. 108; Ufer, Reiss & Heinze, 2009, S. 62).

Criblez et al. (2009) verstehen unter dem Begriff der Kompetenz in einem ganzheitlichen Sinne die
Fahig- oder Fertigkeit, komplexe Anforderungen und Aufgaben in einem konkreten Kontext
erfolgreich zu bewadltigen, indem man Ressourcen mobilisiert. Ressourcen umfassen dabei das
Wissen, die Fertigkeiten und Fahigkeiten sowie die Ressourcen des Umfeldes (Criblez et al., 2009, S.
35).

Auch Klieme und Leutner (2006) betonen die Kontextabhangigkeit und definieren Kompetenzen als
kontextspezifische kognitive Leistungsdispositionen, die sich funktional auf Situationen und
Anforderungen in bestimmten Domédnen beziehen. Unter Domanen verstehen sie Lernfelder (zum
Beispiel Lesen) oder fachbezogene Leistungsbereiche (zum Beispiel mathematisches Modellieren). Je
nach Auspragung einer Kompetenz kdnnen Anforderungen in spezifischen Situationen bewaltigt
werden (Klieme & Leutner, 2006, S. 879).

Nach Schott und Azizi Ghanbari (2008, S. 30ff) beschreiben Kompetenzen Fahigkeiten einer Person,
die als Eigenschaft nachhaltig sein sollten. Eine Kompetenz besteht aus einer bestimmten Menge von
Aufgaben, die man ausfiihren kann, wenn man die Kompetenz besitzt und aus einem oder mehreren
Kompetenzgraden, die angeben, wie gut man diese Aufgaben ausfliihren kann, wenn man die
entsprechende Kompetenz besitzt.

Nach Ufer, Reiss und Heinze (2009) liegt der wesentliche Aspekt von Kompetenzen nicht in der
Aufzahlung einzelner Wissenskomponenten, sondern in der konkreten Beschreibung von Aufgaben,
die auf der Basis dieses Wissens erfolgreich bearbeitet werden sollen. Das kleine Einmaleins wird
beispielsweise im zweiten Schuljahr behandelt, muss aber auch zu einem spateren Zeitpunkt
verfligbar sein und sollte in Sachsituationen angewendet werden kénnen (Ufer, Reiss & Heinze, 2009,
S. 61).
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Die bisher genannten Autoren beschranken ihren Kompetenzbegriff inhaltlich auf kognitive
Dispositionen. Weinert (2001) geht Uber den kognitiven Bereich hinaus. So versteht er unter
Kompetenzen die bei Individuen verfligbaren oder durch sie erlernbaren kognitiven Fahigkeiten und
Fertigkeiten, um bestimmte Probleme zu l6sen, sowie die damit verbundenen motivationalen,
volitionalen und sozialen Bereitschaften und Fahigkeiten, um die Problemlésungen in variablen
Situationen erfolgreich und verantwortungsvoll nutzen zu konnen. Er unterscheidet zwischen
fachlichen Kompetenzen, wie beispielsweise physikalischer, fremdsprachlicher oder musikalischer
Art, fachibergreifenden Kompetenzen, wie zum Beispiel Problemlosen oder Teamfahigkeit, und
Handlungskompetenzen, die neben kognitiven auch soziale, motivationale, volitionale und oft
moralische Kompetenzen enthalten und es erlauben, erworbene Kenntnisse und Fertigkeiten in sehr
unterschiedlichen Lebenssituationen erfolgreich, aber auch verantwortlich zu nutzen (Weinert, 2001,
S. 271).

Ziener (2008) schlieBt sich der von Weinert vorgenommenen inhaltlichen Ausdehnung des
Kompetenzbegriffes an. Nach ihm umfassen Kompetenzen drei Dimensionen und beschreiben die
Befdahigung eines Menschen im Blick auf seine Kenntnisse, Fertigkeiten und Einstellungen in ihrem
wechselseitigen Zusammenspiel (Ziener, 2008, S. 21).

Auch Reiss, Heinze und Pekrun (2008) gehen davon aus, dass kognitive Leistungen schon in einem
frihen Alter durch motivationale und emotionale Faktoren mitbedingt werden. Es ist daher von
wesentlicher Bedeutung, auch bei Grundschulkindern einen breiten Kompetenzbegriff zugrunde zu
legen und auf dieser breiten Basis Entwicklungsprozesse zu beschreiben (Reiss, Heinze & Pekrun,
2008, S. 109).

Sowohl bei TIMSS als auch bei PISA kann von einer funktionalistischen Orientierung der
Rahmenkonzeption gesprochen werden, da die Bewahrung der bis zum Ende der Pflichtschulzeit
erworbenen Kompetenzen in authentischen Anwendungssituationen bedeutsam ist. Der Ursprung
dieser Konzeption ist in der anglo-amerikanischen Diskussion zu finden, woraufhin die Definition von
flinf Zieldimensionen der mathematischen Literalitdt (mathematical literacy), analog zur sprachlichen
Literalitat, in den Empfehlungen des NCTM erfolgte (Baumert, Stanat & Demmrich, 2001, S. 19).
Diese beinhalten die Wertschatzung der Mathematik, das Vertrauen in die eigene Fahigkeit, mit
Mathematik umgehen zu koénnen, die Anwendung mathematischer Kenntnisse auf
innermathematische und auRermathematische Aufgabenstellungen, die Kommunikation mit Hilfe
der Mathematik und das mathematische Denken (NCTM, 1989, S.5f). In diesem Sinne soll der
Mathematikunterricht dazu  qualifizieren, offene  Aufgabenstellungen zu bearbeiten,
Anwendungsmoglichkeiten mathematischer Konzepte und Modelle auf alltdgliche und komplexe
Problemstellungen zu erkennen, die einem Problem zugrunde liegende mathematische Struktur zu
sehen, Aufgabenstellungen in geeignete Operationen zu Ubersetzen und Losungsroutinen zu
beherrschen (Koller, Baumert & Bos, 2001, S. 273f).

TIMSS wurde dieses Verstindnis der mathematischen Grundbildung (mathematical literacy)
zugrunde gelegt (Koller, Baumert & Bos, 2001, S. 273f). Im Unterschied zu PISA wurde bei TIMSS
neben der Anwendungsorientierung die curriculare Anbindung der Testaufgaben versucht.

PISA verzichtet auf transnationale curriculare Validitdt und fokussiert die Erfassung von
Basiskompetenzen in variierenden, authentischen Anwendungssituationen (Baumert, Stanat &
Demmrich, 2001, S. 19). Nach der Vorstellung der OECD sind diese Basiskompetenzen Voraussetzung
fiir eine personlich und wirtschaftlich befriedigende Lebensfiihrung und eine aktive Teilhabe am
gesellschaftlichen Leben als konstruktiver, engagierter und reflektierender Biirger, der kontinuierlich
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weiter lernt (Baumert et al., 2001, S. 285; Klieme, Neubrand & Lidke, 2001, S. 141). Damit lehnte sich
das PISA zugrunde liegende normative Konzept der mathematischen Grundbildung neben dem
Verstandnis der NCTM an die Idee der Realistic Mathematics Education (RME) nach Freudenthal (vgl.
Heuvel-Panhuizen, 2003, S. 25ff) an, wonach mathematische Konzepte, Strukturen und Ideen als
Werkzeuge zur ErschlieBung und Strukturierung der Phdanomene der physischen, sozialen und
geistigen Welt ihre Daseinsberechtigung erfahren (Baumert et al., 2001, S. 294; Baumert, Stanat &
Demmrich, 2001, S. 25). Statt dem ausschlielllichen Beherrschen mathematischer Satze, Regeln und
Verfahren geht es darum, mathematische Konzepte zu vernetzen und zu modellieren, die Rolle der
Mathematik in der sozialen, kulturellen und technischen Welt zu verstehen, Sachverhalte unter
mathematischen Gesichtspunkten angemessen zu beurteilen und Mathematik aktiv zu nutzen.
Voraussetzung fir diese verstindige Anwendung im Alltag ist ein begriffliches Verstandnis
mathematischer Sachverhalte (Baumert, Stanat & Demmrich, 2001, S. 25).

2.3 Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich

2.3.1 Kompetenzmodell der Bildungsstandards

Die in den Bildungsstandards fiir den Primarbereich bis zum Ende der Grundschulzeit zu
erreichenden Kompetenzen beschreiben Dispositionen zur Bewaltigung bestimmter Anforderungen
und sind fach- beziehungsweise lernbereichsspezifisch ausformuliert, da sie an bestimmten Inhalten
erworben werden missen (KMK, 2005b, S. 16). Klieme et al. (2003, S. 75) betonen die starke
fachliche Bindung von Kompetenz. Dies entspricht zwar einem breit akzeptierten und haufig
verwendeten Verstandnis von Kompetenz, spiegelt aber, wie aus Kapitel 2.2 hervorgeht, nur ein
mogliches Kompetenzkonzept wider. Die Kompetenzerwartungen werden in diesen fachspezifischen
Leistungsstandards (Zeitler, Koller & Tesch, 2010, S. 23) durchgangig als pragmatische
Kénnensbeschreibungen (Can Do-Statements) formuliert (Koller, 2008, S. 61; Pant, Bohme & Koller,
2012, S. 49). So werden notwendige Schilerhandlungen und Verhaltensweisen fir
Anwendungssituationen  beziehungsweise zur Bewaltigung komplexer Problemstellungen
beschrieben, die die dahinter liegenden, zu erreichenden Kompetenzen indizieren, da diese selbst
nicht direkt beobachtbar sind.

Im Fach Mathematik wird zwischen den in Abbildung 7 aufgefiihrten allgemeinen und
inhaltsbezogenen Kompetenzen unterschieden.

Mathematikunterricht in der Grundschule

Allgemeine mathematische Kompetenzen

Problemlisen
Argumentieren Kommunizieren
Inhaltsbezogene
mathematische
Darstellen von Kompetenzen
Mathematik Modellieren

Abbildung 7: Allgemeine mathematische Kompetenzen in den Bildungsstandards (KMK, 20053, S. 7).

Neben den flinf allgemeinen mathematischen Kompetenzen, worunter Problemldsen,
Kommunizieren, Argumentieren, Modellieren und Darstellen zu zdhlen sind, werden eng damit
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verbundene inhaltsbezogene mathematische Kompetenzen zu den Leitideen Zahlen und
Operationen, Raum und Form, Muster und Strukturen, Gr6Ren und Messen sowie Daten, Haufigkeit
und Wabhrscheinlichkeit aufgezeigt, wobei erwartet wird, dass die Schilerinnen und Schiiler diese
Kompetenzen in auermathematischen (,,Anwendungsorientierung") und in innermathematischen
(,,Strukturorientierung") Kontexten nutzen kénnen. Der Mathematikunterricht in der Primarstufe
dient also sowohl dazu, das Mathematiklernen in der weiterfiihrenden Schule vorzubereiten, als
auch dazu, fiir die Auseinandersetzung mit mathematischen Anforderungen im Alltag zu befahigen.
Das Mathematiklernen in der Grundschule darf nicht auf die Aneignung von Kenntnissen und
Fertigkeiten reduziert werden, vielmehr ist die Entwicklung eines gesicherten Verstandnisses
mathematischer Inhalte anzustreben (KMK, 2005a, S. 6f). Die aufgefiihrten Kompetenzen sollen
Lehrkraften bei aller notwendigen Offenheit fiir die individuellen kindlichen Prozesse der Aneignung
von Mathematik eine klare Perspektive fiir die anzustrebenden Ziele aufzeigen (KMK, 20053, S. 7). Im
Zuge der Operationalisierung der mathematischen Kompetenzen fir den Landervergleich 2011
fanden Roppelt und Reiss (2012, S. 42) heraus, dass sich die inhaltlichen Kompetenzen relativ gut
gegeneinander abgrenzen lassen.

Neben diesen allgemeinen und inhaltsbezogenen Kompetenzen (vgl. zusammenfassend Roppelt &
Reiss, 2012) werden drei Anforderungsbereiche unterschieden, die in den Bildungsstandards anhand
von Aufgabenbeispielen konkretisiert werden und im Kompetenzmodell von Walther und Granzer
(2009), das in Abbildung 8 aufgezeigt wird, eine dritte Achse bilden (vgl. Criblez et al., 2009, S. 74).

4
Anfordenmgsbereiche
Veralgemeinem A8 3 ' .
und refleldieren : Inhadtshezogene
Zusammenhdnge  pg2—0 | ] Kompetenzen
herstellen \\ e
Reproduzieren AEH—\ Eeanen
Technische ) Y
Grundfeﬂigkeiten\ ! ;
Problemiosen ‘”"‘ ‘ ‘
’ Kommunizieren ‘ “
- Asgumentieren
Aligemeine Modefieren Slte it
mathematische : : Muster
Kompetenzen Darstelien Raum )

Zahlen

Abbildung 8: Kompetenzmodell der Bildungsstandards (Walther & Granzer, 2009, S. 115).

Mathematische Aufgaben lassen sich stets in Bezug auf alle drei Dimensionen charakterisieren, die
untrennbar miteinander verwoben sind (Roppelt & Reiss, 2012, S. 35f). Dem Beschluss der
Bildungsstandards folgte eine Reihe fachdidaktischer Publikationen, die sich mit der Umsetzung der
formulierten Kompetenzen im konkreten Unterricht beschaftigen. Wollring und Rinkens (2008, S.
119ff) konkretisieren anhand einiger Aufgabenbeispiele fir Lehrkrifte, wie die allgemeinen
mathematischen Kompetenzen fiir den Inhaltsbereich Raum und Form im Sinne eines
kompetenzorientierten Geometrieunterrichts angewendet werden kénnen. Walther, Selter und
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Neubrand (2008, S. 16ff) verdeutlichen das Zusammenspiel von inhaltsbezogenen und allgemeinen
mathematischen Kompetenzen sowie den Anforderungsbereichen anschaulich an einem
Unterrichtsbeispiel zum inhaltlichen Bereich Zahlen und Operationen. Viele weitere Autoren
thematisieren die in den Bildungsstandards formulierten Kompetenzen, um Lehrkrdften bei deren
Implementation Hilfestellungen zu bieten (FreiRler & Mayr, 2007; Frihwacht, 2012; Grassmann et al.,
2014; Schitte, 2008; Walther, 2004; Walther, Selter & Neubrand, 2008; Zeitler, Heller & Asbrand,
2012; Ziener, 2008). Im folgenden Kapitel werden die inhaltsbezogenen Kompetenzen zur Leitidee
Raum und Form erlautert, die Darstellung der drei Anforderungsbereiche erfolgt in Kapitel 4.

2.3.2 Inhaltsbezogene Kompetenzen zur Leitidee

In den Bildungsstandards im Fach Mathematik werden insgesamt 47 inhaltsbezogene mathematische
Kompetenzen formuliert, die sich wie in Tabelle 3 dargestellt auf die fiinf Leitideen verteilen.

Tabelle 3: Leitideen und inhaltsbezogene Kompetenzen
(eigene Darstellung in Anlehnung an KMK, 20053, S. 8ff)

Leitidee Anzahl inhaltsbezogener Kompetenzen
Zahlen und Operationen 15
Raum und Form 13
Muster und Strukturen 6
GroRen und Messen 9
Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit 4

Aufgrund des Fokus der vorliegenden Untersuchung auf geometrische Aufgaben erfolgt nun die
Darstellung der Leitidee Raum und Form zur Konkretisierung der formulierten inhaltsbezogenen
Kompetenzen.

,Mit Raum und Form verbindet man zunachst ,,Geometrie” schlechthin und damit das
Beschreiben, Zeichnen und Ausmessen von Figuren und Korpern. Das aber ist nur ein Teil
dessen, was die Bildungsstandards mit Raum und Form ansprechen." (Wollring & Rinkens,
2008, S. 118)

Nach Wollring und Rinkens (2008, S. 118ff) umfasst der Begriff Raum sowohl den drei- als auch den
zweidimensionalen Anschauungsraum sowie die Gegenstidnde und deren Beziehungen in diesen
Rdaumen. Mit dem Begriff Form sind Eigenschaften und Funktionen von Flachen, Linien und Kérpern
gemeint. Die Behandlung dieser Inhalte soll gestaltend und erschlieBend erfolgen sowie
experimentelles und entdeckendes Arbeiten unterstiitzen. Die Autoren betonen, dass fiir die
Grundschule zentrale Kompetenzen herausgehoben werden, die fir die Weiterentwicklung
geometrischen Denkens bedeutsam sind, und dass das Arbeiten im Inhaltsbereich Raum und Form
darauf abzielt, sich Objekte im Raum verinnerlicht vorstellen, verinnerlicht bewegen und
verinnerlicht dndern zu kénnen.

Nach Grassmann et al. (2014, S. 97ff) ergeben sich aus sachlogischer Sicht vier Bereiche der
Kompetenzentwicklung im Geometrieunterricht: Das rdumliche Vorstellungsvermégen soll sich
entwickeln, geometrische Begriffe sollen angeeignet werden, abbildungsgeometrische Kenntnisse
und Fahigkeiten sollen erworben werden und geometrische Objekte sollen hinsichtlich ihrer Langen,
Flachen und Volumina quantifiziert werden kdénnen.

Diese vier Bereiche finden sich in den Bildungsstandards zur Leitidee Raum und Form wieder.
Abbildung 9 zeigt die vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche (IKB) auf, denen die 13
inhaltsbezogenen Kompetenzen zugeordnet wurden und die in den folgenden Ausfiihrungen mit den
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in Klammern angegebenen Bezeichnungen abgekiirzt werden: ,sich im Raum orientieren" (IKB 1),
»geometrische Figuren erkennen, benennen und darstellen" (IKB 2), ,einfache geometrische
Abbildungen erkennen, benennen und darstellen" (IKB 3) sowie ,Flachen- und Rauminhalte
vergleichen und messen" (IKB 4).

3.2 Roum und Form

gich im Raum
orientieren

iiber raumliches Vorstellungsvermogen verfigen,
rdumliche Beziehungen erkennen, beschreiben
und nutzen {(Anordnungen, Wege, Plane, Ansich-
IKB 1 ten),

O orwel- und dreidimensionale Darstellungen von
Bauwerken (z.B. Wirfelgebiiuden) zueinander in
Beriehung setzen (nach Vorlage bauen, zu Bauten
Baupléne erstellen, Kantenmodelle und Netze
untersuchen),

Q0

geomelrische C Korper und ebene Figuren nach Eigenschalten
Figuren erkennen, sortieren und Fachbegriffe zuordnen,
benennen wnd = Kirper und ebene Figuren in der Umwelt wieder
darstellen erkennen,

IKB 2 2 Modelle von Kérpern und ebenen Figuren her-

stellen und untersuchen (Bauen, Lepgen, Zerlegen,
Zusammenfiigen, Ausschneiden, Falten. ..},

 Zeichnungen mit Hilfsmitteln sowie Freihand-
zeichnungen anfertigen.

cinfache geomet - Z ebene Figuren in Gitlternetzen abbilden (verklei-
rische Abbildungen nern und vergrabern),
IKB 3 erkennen, benennen O Eigenschaften der Achsensymmetrie erkennen,
und darstellen beschreiben und nutzen,
0 symmetrische Muster fortsetzen und selbst ent-
wickeln,
Flischen- und 2 die Flicheninhalte ebener Figuren durch Zerle-
Rauminhalte gen vergleichen und durch Auslegen mit Ein-
vergleichen und heitsflichen messen,
IKB 4 MeSSE Z Umfang und Flicheninhalt von ebenen Figuren
untersuchen,

7 Rauminhalte vergleichen und durch die enthalte-
ne Anzahl von Einheitswiirfeln bestimmen.

Abbildung 9: Inhaltsbezogene mathematische Kompetenzen zur Leitidee Raum und Form
(in Anlehnung an KMK, 200543, S. 10).

Bei den zum ersten inhaltsbezogenen Kompetenzbereich (IKB 1) formulierten Kompetenzen geht es
beispielsweise darum, die rdaumliche Wahrnehmung zu foérdern. Durch Aufgaben, in denen die
Schilerinnen und Schiler sich auf Planen (Stadtplane mit Planquadraten, Gitternetzen oder
Ahnliches) orientieren sowie Wege verfolgen oder finden sollen ohne die Pline zu drehen, sollen
diese Kompetenzen gefordert werden. Ebenso widmen sich Aufgaben zu Ansichten, in denen der
Standort der Person innerhalb der Aufgabensituation liegt und die Schiilerinnen und Schiiler sich zur
Aufgabenldsung in eine andere Perspektive versetzen oder den Standort mental wechseln miissen,
und Aufgaben, in denen sich die Schiilerinnen und Schiiler Transformationen von Objekten vorstellen
beziehungsweise ein Objekt identifizieren missen, das aus verschiedenen Blickwinkeln gezeigt wird,
der Férderung der raumlichen Orientierung, die IKB 1 zuzuordnen ist. Die genannten Tatigkeiten rund
um Bauwerke, wie beispielsweise Wiirfelgebdaude, werden durch Aufgaben angeregt, in denen den
Wairfelbauten verschiedene Baupldane zugeordnet oder selbst aufgeschrieben werden. Ebenfalls
gefordert wird diese inhaltsbezogene Kompetenz in Aufgaben, in denen die Wiirfel innerhalb von
Wirfelbauten anzahlmaRig erfasst und noch fehlende Wiirfel bestimmt werden mussen, sodass ein
Quader oder Wiirfel entsteht. Die Fahigkeit zur Veranschaulichung ist vor allem bei Aufgaben zu
Abwicklungen und Netzen gefordert, die die gedankliche Vorstellung von raumlichen Bewegungen
wie Drehungen, Verschiebungen und Faltungen von Objekten (Franke, 2009, S. 60) umfassen. In den
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Aufgaben der Schulbicher werden die Schilerinnen und Schiiler dazu aufgefordert, Kérpernetze zu
identifizieren oder zu vervollstandigen. Abbildung 10 zeigt eine moégliche Aufgabe zu IKB 1.

In jedem Netz fehlt eine Fléche, um daraus einen Quader zu falten.

lo)] [ b

Zeichne ab und ergéinze die fehlende Fldche. Es gibt mehrere Moglichkeiten!
Schneide die Netze aus und Uberpriife.

Abbildung 10: Aufgabe aus dem Lehrwerk Nussknacker 4 (Leininger et al., 2005, S. 29).

Der zweite inhaltsbezogene Kompetenzbereich (IKB 2) umfasst das Erkennen, Benennen und
Darstellen geometrischer Figuren. Zur Forderung dieser Kompetenzen sollen die Schilerinnen und
Schiller der ersten und zweiten Jahrgangsstufe beispielsweise Gegenstande nach ihrer Form
sortieren (Kugeln, Quader usw.) und die Kérper benennen. Bis hin zur vierten Klasse sollten die
Schilerinnen und Schiiler zusatzlich genauere Kenntnisse Gber die jeweiligen Eigenschaften besitzen.
Exemplarisch fiir Forderung dieser Kompetenz sind Aufgaben, bei denen die Schiilerinnen und
Schiller die Eigenschaften der Korper und ein Beispiel aus der Lebenswelt nennen oder
Behauptungen zu geometrischen Figuren Uberpriifen sollen. Abbildung 11 zeigt eine solche Aufgabe
auf. Ebenfalls diesem inhaltsbezogenen Kompetenzbereich zuzuordnen sind Anregungen zum
Herstellen der Figuren und derer Modelle sowie zur Anfertigung von Zeichnungen, mit und ohne
Hilfsmittel, die in zahlreichen Aufgaben zu finden sind.

,Ein Dreieck
kann einen
rechten Winkel

haben.”

Ein Kreis

hat keinen

=
«Ein Rechteck
| Z 7

hat keinen

rechten
Winkel.”

rechten Winkel.”

Uberprift durch Probieren.

Abbildung 11: Aufgabe aus dem Lehrwerk Denken und Rechnen 4 (Eidt et al., 2009, S. 61).

Innerhalb des dritten inhaltsbezogenen Kompetenzbereichs (IKB 3) geht es darum, einfache
geometrische Abbildungen erkennen, benennen und darstellen zu kénnen. Die Schiilerinnen und
Schiller sollen beispielsweise ebene Figuren in Gitternetzen abbilden und diese verkleinern oder
vergroBern kénnen. Sie sollen Eigenschaften der Achsensymmetrie erkennen, beschreiben und
nutzen kdnnen. In Abbildung 12 ist eine mogliche Aufgabe zum Spiegeln zu sehen. Auch Aufgaben, in
denen symmetrische Muster fortgesetzt oder entwickelt werden sollen, fordern die Kompetenzen
des IKB 3.
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a) Ubertrage ins Heft und spiegle mehrfach.

Abbildung 12: Aufgabe aus dem Lehrwerk Mathehaus 4 (Fuchs & Kapnick, 2008, S. 112).

Innerhalb des vierten inhaltsbezogenen Kompetenzbereichs (IKB 4) geht es um das Vergleichen und
Messen von Flachen- und Rauminhalten. Der Flacheninhalt ebener Figuren soll beispielsweise durch
Auslegen mit Einheitsflaichen bestimmt werden koénnen. Des Weiteren sollen Umfang und
Flacheninhalt ebener Figuren untersucht und durch Zerlegen verglichen werden. Generell sollten die
Schilerinnen und Schiler die Zusammenhange zwischen Flacheninhalt und Umfang kennen und
erkennen. Bei einigen Aufgaben missen die Begriffe Liange, Breite und Hohe abgerufen und
miteinander in Verbindung gebracht werden (Abb. 13).

Ein Kantenmodell soll 12 cm lang,
8 cm breit und 6 cm hoch werden.

Wie viel Draht
wird benotigt?

Abbildung 13: Aufgabe aus dem Lehrwerk Nussknacker 4 (Leininger et al., 2005, S. 31).

IKB 2, IKB 3 und IKB 4 spiegeln eher die klassische Geometrie wider, wahrend IKB 1 das Fassen des
realen Raumes, in dem wir leben und durch den wir uns bewegen, beinhaltet (Roppelt & Reiss, 2012,
S. 39f). In den Bildungsstandards wurden zur Leitidee Raum und Form drei Aufgabenbeispiele zu den
Themen Wiirfel, Wiirfelbauten und Dreiecken mit den jeweiligen zu fordernden Kompetenzen und
Anforderungen abgebildet (20054, S. 18ff). Sie werden in Kapitel 4.1 dargestellt.

Sowohl Grassmann et al. (2014, S. 109ff) als auch Wollring und Rinkens (2008, S. 118ff) stellen
ausfuhrlich Anregungen zur Entwicklung der in den Bildungsstandards zur Leitidee Raum und Form
formulierten Kompetenzen in Form von Aufgabenbeispielen fir Lehrkrafte dar.

Walther und Granzer (2009, S. 112) merken an, dass bei den durch die Bildungsstandards
formulierten (inhaltsbezogenen) Kompetenzen vieles von dem wiederzufinden ist, was neuere
Lehrpldne seit den 1980er-Jahren vorschreiben und worauf kompetente Lehrerinnen und Lehrer in
ihrem Unterricht ohnehin Wert legen (Walther & Granzer, 2009, S. 112). Ein Blick auf den bereits vor
dem Beschluss der Bildungsstandards und bis 2014 in Rheinland-Pfalz geltenden Teilrahmenplan
Mathematik (hier: Orientierungsrahmen fiir Geometrie) bestatigt diese Aussage (Abb. 14).
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Geometrie
Klassenstufen 1/2 Klassenstufen 3/4
Bewegungen und Orientierung im Raum, riiumliche Beziehungen,
Raum Lagebezichungen ( Uber — unter — aul, vor — hinter, links von — rechis von, ...}
Wege Grundrisszeichnungen, Wegeskizeen,
Pliine,
Die Ebene mit Richtungen, Entfernungen und Koordinaten
Ebene Figuren Formenkenntnisse { Quadrat, Rechteck, Kreis, Dreieck, ..)
Figuren aul dem Geobrett
Muster, Ornamente, Parkettierungen
Punkt, Gerade, Strecke,
Ecke , Winkel, ....... Senkrechte, Parallele, rechier Winkel
Ahnlichkeitsuntersuchungen
Abbildungen ( z.B. VergriiBern, Verkleinern)
Kirper Wiirfel, Quader, Kugel, Kegel, Pyramide, Zylinder
verschiedene Ansichten,
Kante, Seitenfliche, Grundfliche, Oberfliche,....
Modelle und Netee
Symmetrie Symmetrien in der Natur,
Symmetrien bei von
Menschen hergestellien Dingen
Achsen-, Dreh-, Schubsymmetrie
Geometrische Mabe | Linge, Fliche,
Volumen (Grundvorstellung) Flichengrafien, Umflang
Rauminhalt (Vorerfahrungen)

Abbildung 14: Ausschnitt zur Geometrie aus dem rheinland-pfalzischen Orientierungsrahmen
(Ministerium fir Bildung, Frauen und Jugend, 2002, S. 34).

Zum 01.08.2015 trat der neue Teilrahmenplan Mathematik in Kraft, der an die in den
Bildungsstandards definierten Kompetenzen angepasst und inhaltlich nicht grundlegend neugestaltet
wurde. Verdnderungen werden an dem deutlich strukturierteren und ausfiihrlicheren
Orientierungsrahmen und der Integration des Bereichs Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit
ersichtlich. Der Inhaltsbereich Muster und Strukturen wird als Ubergreifend und als integraler
Bestandteil aller Inhaltsbereiche bezeichnet. Zusatzlich werden die Kompetenzerwartungen zum
Ende des zweiten Schuljahres aufgeschlisselt. Die Anforderungsbereiche wurden nicht
aufgenommen, es wird ein zweidimensionales Konzept verwirklicht, wobei inhaltsbezogene und
prozessbezogene mathematische Kompetenzen miteinander verknlpft sind. Ausfihrungen zum
Bereich Raum und Form finden sich auf den Seiten 19 bis 23 (Ministerium fir Bildung, Frauen und
Jugend, 2014, S. 6ff).

2.3.3 Kompetenzstufen

Neben der Erstellung internationaler Ranglisten war die Beschreibung von empirischen
Kompetenzstufen ein weiteres Ergebnis der international vergleichenden Schulleistungsstudien
(GraBing, 2012, S. 67). Um Kompetenzen, Uber die eine Schilerin oder ein Schiler zu einem
bestimmten Zeitpunkt im jeweiligen Fach verfligt, differenziert beschreiben und einschatzen zu
kénnen, ist es wichtig, die strukturellen Aspekte, die Abstufung und die Entwicklung der
gewiinschten Kompetenzen zu kennen (Ufer, Reiss & Heinze, 2009, S. 61). Durch
Kompetenzstufenmodelle werden kognitive Leistungsdispositionen auf unterschiedlichen Niveaus
oder Stufen beschrieben und festgelegt (Reiss & Winkelmann, 2009, S. 120). Diese Konkretisierungen
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von Anforderungen an die Kinder auf verschiedenen Niveaus konnen fir die Lehrkrafte hilfreich sein,
um Lernprozesse von Schiilerinnen und Schiilern gezielt férdern und Aufgaben mit entsprechenden
Schwierigkeitsgraden passgenau generieren zu konnen (Reiss & Winkelmann, 2008, S. 37). Zeitler,
Koller und Tesch (2010, S. 29) weisen zudem darauf hin, dass es neben den Lehrkraften auch fir die
Schiilerinnen und Schiiler und deren Eltern leichter sei, sich an diesen anschaulich beschriebenen
Kompetenzstufen zu orientieren als an Mittelwerten.

Die Kompetenzstufenmodelle von TIMSS und PISA beschreiben Niveaustufen der mathematischen
Kompetenz innerhalb der untersuchten Schiilerpopulation der Sekundarstufe Il (Klieme et al., 2003,
S. 77). Bei TIMSS wurden zunachst die Aufgaben und ihre empirischen Schwierigkeitsparameter
analysiert. Das gesamte Fahigkeitsspektrum beziehungsweise die Kompetenzskala wurde durch
Experten in mehrere, inhaltlich sinnvoll voneinander abgrenzbare Abschnitte eingeteilt und die
kognitiven Anforderungen, die Schilerinnen und Schiiler bewaltigen konnen, wurden auf vier
Kompetenzstufen dargestellt. Von besonderer Bedeutung ist dabei die Anordnung von Personen und
Aufgaben auf demselben Malistab, sodass am Kriterium der beschriebenen Aufgabenklassen, die
eine Person |0st beziehungsweise nicht 16st, auf deren Verfligbarkeit kognitiver Operationen und
somit auf das jeweilige Kompetenzniveau geschlossen werden kann (kriteriumsorientierte
Testinterpretation). Eine Aufgabenschwierigkeit von 500 bedeutet demnach, dass Personen mit einer
Fahigkeit von 500 diese Aufgabe mit hinreichender Sicherheit [6sen kdnnen, nicht jedoch Personen
mit einer Fahigkeit von 400 (Koéller, Baumert & Bos, 2001, S. 276ff). Bei der Konstruktion des PISA-
Tests wurden ebenfalls Personen mit ihren Fahigkeiten und Aufgaben mit ihren
Schwierigkeitskennwerten auf einer Skala angeordnet. Zum Verstandnis der mathematischen
Kompetenz muss man sich demnach die Anforderungsmerkmale der unterschiedlich schwierigen
Aufgaben betrachten. Das Kompetenzstufenmodell von PISA besteht aus fiinf Niveaus (Klieme,
Neubrand & Lidtke, 2001, S. 160).

Im Rahmen der um Tests in Mathematik und Naturwissenschaft erweiterten IGLU-E-Studie im 4.
Schuljahr und in Anbindung an die internationalen Vorarbeiten bildeten Walther et al. (2003, S. 202)
erstmals Fahigkeitswerte zur mathematischen Grundbildung von Schiilerinnen und Schiilern der 4.
Jahrgangsstufe auf funf Kompetenzstufen ab, sodass ein a-posteriori-Modell mathematischer
Kompetenz fir die Primarstufe vorlag (Walther et al., 2003, S. 202; Ufer, Reiss & Heinze, 2009, S. 64).

Auf der Grundlage dieses von empirischen Daten ausgehenden Modells entwickelte Reiss auf einer
theoretischen Basis ein verfeinertes a-priori-Modell mit fiinf Niveaubeschreibungen, das neben der
vierten auch die anderen Jahrgangsstufen der Grundschule einbezieht. Mit Hilfe dieses
jahrgangsstufentbergreifenden Modells sollen die mathematischen Kompetenzen der Schiilerinnen
und Schiiler, die sich wahrend der gesamten Grundschulzeit entwickeln, eingeschatzt und
entsprechende Fordermalinahmen abgeleitet werden. Die Kompetenzstufen spiegeln dabei in allen
Jahrgangsstufen dasselbe Anspruchsniveau wider, woraus sich ergibt, dass die in der
vorhergehenden Jahrgangsstufe dem Niveau Il zugeordneten Kompetenzen im darauffolgenden
Schuljahr zu Niveau | zu zdhlen sind und somit stets als Grundlage fiir den Erwerb neuer Konzepte
gelten (Ufer, Reiss & Heinze, 2009, S. 66ff). Davon ausgehend, dass die aufsteigende Schwierigkeit
der Items ein hoheres Entwicklungsniveau charakterisiert, wurden Items mit dhnlicher Schwierigkeit
den beschriebenen Kompetenzentwicklungsniveaus hypothetisch zugeordnet. Die Zuordnung der
Items erfolgte somit ausschlieBlich auf einer theoretischen Grundlage, nicht wie bei PISA auf der
Grundlage von empirischen Daten, und konnte bisher nicht vollstandig empirisch geprift werden
(Reiss, Heinze & Pekrun, 2008, S. 115ff).
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Allerdings diente das Modell als Grundlage fir die Entwicklung der bayerischen
Orientierungsarbeiten, die von den rund 600 Schiilerinnen und Schilern des zweiten und dritten
Schuljahres geschrieben werden. Dabei zeigte sich, dass sich Items aus dem Bereich der Geometrie
insgesamt weniger leicht in ein bestimmtes Niveau (Reiss, Heinze & Pekrun, 2008, S. 120) einordnen
zu lassen scheinen, dass mit Blick auf die Losungsraten einige Geometrieaufgaben schwieriger als
vermutet waren und dass die Varianz der Schwierigkeitswerte geringer wird, wenn die Items aus dem
Bereich der Geometrie nicht bericksichtigt werden (Reiss, Heinze & Pekrun, 2008, S. 121). Die
Grinde fiir diese Schwierigkeit, die Geometrie angemessen einzuordnen, sind nach Reiss, Heinze und
Pekrun (2008, S. 124) der eher geringe Umfang des Geometrieunterrichts in der Grundschule und die
eher geringe Systematik der Unterrichtsangebote. Erklarungsbedarf entstand beispielsweise in
Jahrgangsstufe 2 hinsichtlich eines besonders leichten Items des Kompetenzniveaus IV. Es handelte
sich um eine geometrische Aufgabenstellung, bei der in Gedanken eine Figur an einem Geobrett
gespannt werden sollte. Das Ergebnis war ein gleichschenkliges Dreieck und wurde von (ber der
Halfte der Kinder korrekt identifiziert. Reiss, Heinze und Pekrun (2008, S. 117f) fiihren die Tatsache,
dass dieses Item leichter war als erwartet, darauf zuriick, dass das Erkennen von aus dem Alltag
vertrauten Dreiecken und somit einfachen Figuren dem Grundwissen zugeordnet werden kann. Fir
diese Interpretation spricht, dass ein ahnlicher Effekt fir die Aufgabe, bei der ein Rechteck zu
identifizieren war, nicht auftrat (Ufer, Reiss & Heinze, 2009, S. 75). Insgesamt konnte das Modell im
Rahmen der Pilotierung von Items fir die bayerischen Orientierungsarbeiten in einzelnen Aspekten,
namlich beziglich der Einordnungen fir die zweite und dritte Jahrgangsstufe, bestatigt werden
(Reiss, Heinze & Pekrun, 2008, S. 115). Ufer, Reiss und Heinze (2009) sprechen den beschriebenen
Kompetenzmodellen insgesamt eine gute Praddiktionskraft fir die relativen Itemschwierigkeiten zu
und fihren Falle, in denen die Modelle fehlschlagen, auf ungliickliche Itemformate zurlick. Wenn
tatsachlich eine fehlerhafte Einschatzung der Verflgbarkeit einzelner Wissenskomponenten
zugrunde liege, sollte versucht werden, die Unterschiede addquater beschreiben zu kénnen (Ufer,
Reiss & Heinze, 2009, S. 78).

Wahrend bei den beiden soeben beschriebenen Kompetenzstufenmodellen die verschiedenen
inhaltsbezogenen mathematischen Kompetenzen integrativ behandelt wurden, beinhaltet das
neuere Modell von Reiss und Winkelmann (2009, S. 125ff) neben einem globalen Modell die
gesonderte Beschreibung der Niveaus fiir die flnf inhaltlichen Leitideen aus den Bildungsstandards,
unter genauer Verwendung der dort zu findenden Formulierungen. Es besteht somit aus finf
Teilmodellen mit jeweils flinf Kompetenzstufen und ist nur fir Jahrgangsstufe 4 spezifiziert. Parallel
zu der theoretischen Erarbeitung dieser Stufen erfolgte 2006 im Rahmen von IGLU die Pilotierung der
Aufgaben durch die Kultusministerkonferenz in Zusammenarbeit mit dem 1QB, sodass bei der
Modellgenerierung fortlaufend empirische Ergebnisse beriicksichtigt beziehungsweise abgeglichen
werden konnten (Reiss & Winkelmann, 2009, S. 123). 2007 schloss sich die Normierungsstudie im
Rahmen von TIMSS an, wobei den Items, wie auch bei PISA und IGLU, Uber die empirisch
gewonnenen Losungshaufigkeiten im Rahmen der Item-Response-Theorie Schwierigkeitsparameter
zugewiesen wurden, sodass sie in eine Rangreihenfolge (aufsteigende Schwierigkeit) gebracht und
gemeinsam mit den Fahigkeitswerten der Schiilerinnen und Schiiler auf einer Skala abgebildet
werden konnten (M = 500, SD = 100). Dadurch war gleichzeitig die Anbindung an die internationale
Diskussion gewahrleistet (Koller, 2008, S. 61ff; Zeitler, Koller & Tesch, 2010, S. 30). Es ergab sich eine
Breite der Stufen von 70 Punkten und die in Abbildung 15 in Klammern angegebenen prozentualen
Anteile der Viertklassler auf den jeweiligen Kompetenzstufen.
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Kompetenzstufenmodell fiir das Fach
Mathematik in der Grundschule

Optimalstandard: Modellierung komplexer Probleme unter
selbststandiger Entwicklung geeigneter Strategien (ca. 15%)

Regelstandard plus: Sicheres und flexibles Anwenden von begrifflichem
Wissen und Prozeduren im curricularen Umfang (ca. 21%)

Regelstandard: Erkennen und Nutzen von Zusammenhangen in einem
vertrauten (mathematischen und sachbezogenen) Kontext (ca. 33%)

Mindeststandard: Einfache Anwendungen von Grundlagenwissen
(Routineprozeduren in einem klar strukturierten Kontext) (ca. 21%)

Technische Grundlagen (Routineprozeduren auf Grundlage
einfachen begrifflichen Wissens) (ca. 10%)

Abbildung 15: Kompetenzstufenmodell fiir das Fach Mathematik in der Grundschule (KMK & IQB, 2013, S. 11).

Die zusatzlich zu dieser empirisch abgesicherten Stufenfolge mathematischer Kompetenz fiir die 4.
Jahrgangsstufe formulierten Kompetenzen auf den jeweiligen Stufen fir alle finf Leitideen wurden
mit Aufgaben illustriert, um die beschriebenen Fahigkeiten zu konkretisieren. Fiir die allgemeinen
Kompetenzen ist eine solche Darstellung nicht moglich, da die meisten Aufgaben nicht eindeutig nur
einer allgemeinen Kompetenz zugeordnet werden kénnen (KMK & 1QB, 2013, S. 15). Im Jahr 2013
schlielich veroffentlichten die Kultusministerkonferenz und das IQB dieses Modell als
,Kompetenzstufenmodell zu den Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich
(Jahrgangsstufe 4)".

Beim Teilmodell fiir die Leitidee Raum und Form werden auf Stufe 1 in allen Bereichen
Grundkenntnisse nachgewiesen, die reproduktiv eingesetzt werden kdnnen. Das begriffliche Wissen
kann nur in eingeschrankten Kontexten angewendet werden und beschrankt sich auf einfache
Formen der ebenen Geometrie mit klar trennbaren Eigenschaften. Spiegelbilder einfacher, geradlinig
begrenzter Figuren, wie in Abbildung 16 aufgezeigt, werden korrekt gezeichnet. Mit geometrischen
Formen kann auf Grundlage bildlicher Darstellungen beziehungsweise des Gitternetzes gearbeitet
werden. Raumliche Orientierung ist nur in sehr einfachen Situationen méglich (KMK & 1QB, 2013, S.
16).
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Raum und Form

Spiele
an der
Geraden g

Abbildung 16: Beispielaufgabe auf der Stufe 1 fiir den Bereich ,Raum und Form"
(Reiss & Winkelmann, 2009, S. 130).

Auf Stufe 2 werden einfache Grundbegriffe der ebenen und der im Alltag verankerten raumlichen
Geometrie korrekt verwendet. Strukturelle Eigenschaften und raumliche Beziehungen einfacher
raumlicher Gebilde kdnnen zur Problemldsung genutzt werden. Trotz Perspektivwechsel kénnen
Lagebeziehungen korrekt gesehen und komplexere geometrische Muster fortgesetzt werden.

Auf Stufe 3 kdnnen die Schiilerinnen und Schiiler das curricular vorgegebene begriffliche Wissen
korrekt verwenden. Raumliche Beziehungen werden zur Losung komplexer Aufgaben genutzt.
Achsenspiegelungen werden in strukturierten Umgebungen, wie beispielsweise Gitternetz oder
Geobrett, ausgeflihrt. Vertraute ebene Figuren wie Quadrat, Rechteck oder Kreis kdnnen im Hinblick
auf ihre Symmetrieeigenschaften untersucht werden. Bei Koérpern wird mit verschiedenen
Darstellungen sinnvoll gearbeitet, wobei Zusammenhange und raumliche Orientierung genutzt
werden. Exemplarisch ist die in Abbildung 17 aufgezeigte Aufgabe zum Wiirfelnetz dargestellt (KMK
& 10B, 2013, S.16f).

Raum und Form

Falte dieses Netz in Gedanken zu
einem Wiirfel.

Im Woirfelnetz ist eine Flache
schwarz angemalt.

Kreuze die gegeniiberliegende
Flache an!

Abbildung 17: Beispielaufgabe auf der Stufe 3 fiir den Bereich ,Raum und Form"
(Reiss & Winkelmann, 2009, S. 131).

Flexibel verwendet werden kann das begriffliche Wissen auf Stufe 4. Bei Konstruktionen kénnen Lage
und GroRe der Figuren beriicksichtigt werden. Korpernetze werden erkannt und korrigiert.
MaRstabsgerechtes Zeichnen und das Vollziehen mentaler Operationen im Raum gelingen.
Begriindungen fiir geometrische Zusammenhange kénnen angemessen beurteilt werden. Auf der 5.
Stufe schlieRlich kann umfangreiches begriffliches Wissen flexibel verwendet werden. Ungewohnte
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oder komplexe Situationen bereiten keine Probleme, Zusammenhange kdnnen begriindet werden.
Verallgemeinern, rdumliches Denken, analytische Durchdringung und Reflexion gelingen.

Auf der Grundlage dieses Kompetenzstufenmodells konnten folgende Mindest-, Regel- und
Optimalstandards definiert werden. Mindest- oder Minimalstandards (Stufe Il) beziehen sich auf ein
Minimum an Kompetenzen, das alle Schiilerinnen und Schiiler bis zu einem bestimmten
Bildungsabschnitt erreicht haben sollten (KMK & IQB, 2013, S. 10). Nach Ziener (2008, S. 61) haben
diejenigen, die den Mindeststandard nicht erreichen, das jeweilige Bildungsziel nicht erreicht.
Durchschnittliche Leistungserwartungen beziehungsweise das mittlere Kompetenzniveau (Stufe Ill),
das von Schiilerinnen und Schiilern sowohl unter- als auch tberschritten werden kann, wird durch
die Regelstandards formuliert. Diese beziehen sich auf Kompetenzen, die im Durchschnitt von den
Schilerinnen und Schilern erreicht werden sollen (KMK & 1QB, 2013, S. 10). Zwischen diesen
Regelstandards und den Optimalstandards liegt der Leistungsbereich, der als Regelstandard plus
bezeichnet wird (KMK & 1QB, 2013, S. 10). Die Optimal- beziehungsweise Idealstandards schliellich
,beziehen sich auf Leistungserwartungen, die unter sehr guten bzw. ausgezeichneten individuellen
Lernvoraussetzungen und der Bereitstellung gelingender Lerngelegenheiten innerhalb und auBerhalb
der Schule erreicht werden und die Erwartungen der Bildungsstandards (bertreffen" (KMK & 1QB,
2013, S. 10).

Beim Landervergleich 2011 wurden die rheinland-pfalzischen Schiilerinnen und Schiiler den funf
Kompetenzstufen zugeordnet. Im Bereich Mathematik (global) verfehlten rund 13 Prozent den
Mindeststandard (Kompetenzstufe 1), knapp 22 Prozent erreichten den Mindeststandard
(Kompetenzstufe 1l) und ungefdahr 65 Prozent erreichten beziehungsweise Ubertrafen den
Regelstandard (Kompetenzstufen Ill, IV oder V). 14 Prozent erzielten herausragende Leistungen
(Kompetenzstufe V). Diese Verteilung auf die Kompetenzstufen liegt im Mittelfeld aller Bundeslander
(Stanat et al., 2012b, S. 158ff).
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3 Kognitive Anforderungen in Aufgaben

In Kapitel 3.1 erfolgen zunachst allgemeine Anmerkungen zu Aufgaben und die Darstellung einiger
der zahlreich in der Literatur existierenden Klassifikationsmoglichkeiten, um einen Einblick in deren
Vielfalt zu geben. Bei manchen Betrachtungsweisen taucht das Aufgabenmerkmal der kognitiven
Anforderungen bereits implizit auf (Blichter & Leuders, 2005; Christiansen & Walther, 1986; Schmidt-
Thieme, 2003; Winter, 1987). Bevor in Kapitel 3.3 auf Aufgabenbeschreibungen eingegangen wird,
die explizit von kognitiven Anforderungen sprechen, werden in Kapitel 3.2 kognitionstheoretische
Grundlagen gelegt. Der Begriff Kognition (lat. cognito = Erkenntnis, Erkennen, die Erkenntnis
betreffend) bezeichnet als Sammelbegriff alle geistigen Prozesse, die eine hohere Ebene der
Verarbeitung bendtigen, wie beispielsweise Wahrnehmung, Aufmerksamkeit, Erinnern, Vergessen,
Denken, Verstehen und Sprachverstehen, Lernen, Begriffsbildung, Regellernen, Erkennen,
Vergleichen, Urteilen, Problemlésen, Schlussfolgern, Entscheiden, Einsetzen von Strategien oder
Organisieren. Eine kognitive Sichtweise auf das Lernen war bereits im antiken Griechenland
vorherrschend und kann heute wieder als allgemein vertretene, lbereinstimmend akzeptierte
philosophische Orientierung gelten (Woolfolk, 2008, S. 307). Kognitive Psychologen sehen den
Menschen als informationsverarbeitendes Wesen, das aktiv und auf einer individuellen
Wissensgrundlage aufbauend die soeben genannten kognitiven Prozesse steuert. Im 20. Jahrhundert
beschaftigten sich viele Psychologen mit der kognitiven Entwicklung von Kindern, sodass zahlreiche
Erkenntnisse vorliegen. Es werden die Theorien zur kognitiven Entwicklung von Piaget, Bruner, Aebli,
Galperin und Lompscher sowie Ausubel erldutert (Kap. 3.2.1) und kognitive Prozesse innerhalb eines
Informationsverarbeitungsprozessmodells (Kap. 3.2.2) sowie die bis heute einflussreichen
Taxonomien fur den kognitiven Bereich dargestellt (Kap. 3.2.3). Im Anschluss daran werden kognitive
Anforderungen geschildert (Kap. 3.3), wie sie beispielsweise in den Aufgabensystemen von
Schulleistungsstudien und in den im vierten Kapitel zu erlduternden Anforderungsbereichen der
Bildungsstandards unterschieden werden. Neben kognitiven Anforderungen werden abschlieRend
weitere Aufgabenmerkmale (Qualitat, Schwierigkeit, Bekanntheitsgrad) thematisiert (Kap. 3.4).

3.1 Aufgaben und Moglichkeiten der Klassifikation

Durch die aktuelle Prdasenz von Schulleistungsstudien, Vergleichsarbeiten und Landervergleichen
sowie den Beschluss der Bildungsstandards liegt ein Schwerpunkt im deutschen Bildungswesen
aktuell in der Weiterentwicklung der Aufgabenkultur (Bichter & Leuders, 2005, S. 13), unter
anderem mit dem Ziel der Foérderung eines vertieften, konzeptuellen Verstehens im mathematisch-
naturwissenschaftlichen Unterricht (Blum & Wiegand, 2000). Durch die Erarbeitung
kompetenzorientierten Unterrichtsmaterials soll sowohl ein nachhaltiger Wissenserwerb ermoglicht
werden als auch die Implementierung der Bildungsstandards mit dem Ziel der Qualitatsentwicklung
im Bildungswesen erfolgen (Granzer & Walther, 2008, S. 9). Kapnick (2003, S. 169) bezeichnet
Aufgaben als Hauptmittel fir das Erarbeiten, das Uben, das Anwenden und das Priifen von
Lerninhalten. In der fachdidaktischen Literatur sind zahlreiche Hinweise zur Unterscheidung zwischen
Aufgaben zum Lernen und Aufgaben zum Leisten zu finden (Blichter & Leuders, 2005, S. 114ff;
Leuders, 2006, S. 82ff). Neubrand (2002, S. 17) zahlt Aufgaben neben Definitionen, Satzen,
Wiederholungen, Zusammenfassungen, Reflexionen, Erklarungen, Einordnungen und vielem mehr zu
den Elementen des Mathematikunterrichts und grenzt sie dahingehend voneinander ab, dass
Aufgaben auf Einzelfalle bezogen sind im Gegensatz zu den weiteren Elementen, die eher theoretisch
und somit allgemeiner beziehungsweise abstrakter ausgerichtet sind. Somit sind Aufgaben nach
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Neubrand (2002, S. 17) eine Aufforderung zur gezielten Bearbeitung eines eingegrenzten
mathematischen Themas und die Auseinandersetzung mit einem Beispiel eines Sachverhalts
(Neubrand, 2002, S. 17). Mit dieser Auffassung von Aufgaben befindet sich Neubrand (2002) in der
Mitte zwischen Doyle (1983), der den Begriff Aufgabe so weit fasst, dass eine ganze
Unterrichtsstunde darin bestehen kann, eine einzige Aufgabe zu bearbeiten, und Renkl (1991), fir
den bereits eine einzelne Lehrerfrage eine Aufgabe darstellt. Renkl unterscheidet zudem
performanzorientierte und strukturorientierte Aufgaben und zerlegt auch einzelne Textaufgaben in
mehrere Aufgaben. Klauer (2001, S. 105) differenziert zwischen freien und gebundenen
Aufgabenformen. Christiansen und Walther (1986) unterschieden, wie in Tabelle 4 gegeniber
gestellt, zwischen Ubungen (exercises) und Problemen (problems), und ob die Aufgabe den
Schiilerinnen und Schiilern schriftlich oder miindlich gestellt wird.

Tabelle 4: Unterscheidung zwischen exercises und problems nach Christiansen & Walther (1986, p. 274)

Routine tasks (exercises) Nonroutine tasks (problems)
Recognition exercises Process problems
Algorithmic exercises Open search problems
Application exercises Problem situations

(word problems)

Christiansen und Walther (1986, p. 276) nennen den Kontext, die Komplexitdt, den Grad der
Offenheit, die Pradsentationsart und den Ursprung der Aufgaben als Kriterien, nach denen sie
analysiert und reflektiert werden sollten. Wie in Abbildung 18 veranschaulicht, ordnen sie Aufgaben
im Zentrum des Unterrichtsgeschehens ein und betonen damit deren Bedeutung, die in der
Steuerung des Unterrichts durch die Lehrkraft und in der Anregung der Schiileraktivitaten liegt.

»  Teacher
Task
Objectified P R Content/
Mathematics h " Curriculum

Abbildung 18: Aufgaben im Unterrichtsgeschehen nach Christiansen & Walther (1986, p. 247).

Aeblis (1987, S. 20ff) Taxonomie der Schiilertatigkeiten eignet sich ebenfalls zur Klassifikation von
Aufgaben. Aus den Abbildung 19 zu entnehmenden drei Dimensionen ergeben sich durch die
Kombination der Merkmale insgesamt acht Tatigkeitsformen. Aufgaben kdnnen somit in
Abhangigkeit der bei den Schilerinnen und Schiilern hervorgerufenen Aktivitditen oder
Denkprozessen gruppiert werden.
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Sachbezogene /Ié Symbolische
Tatigkeit — Tatigkeit

4 Reale Tatigkeit
Soziale
(personen- /
bezogene)
Tatigkeit

Herstellende Darstellende
(praktische) (betrachtende)
Tatigkeit Tatigkeit

Abbildung 19: Taxonomie der Schilertatigkeiten nach Aebli (Aebli, 1987, S. 22).

Diese Betrachtungsweise verwenden auch Bilichter und Leuders (2005, S. 14ff), die Aufgaben aus drei
unterschiedlichen Perspektiven beschreiben. Neben der Einordnung nach den mathematischen
Prozessen, die durch die Aufgaben angestoBen werden sollen, also den Tatigkeiten der Schiilerinnen
und Schiler wie Modellieren, Problemldsen, Argumentieren und das Bilden von Begriffen, nennen sie
das Ordnen der Aufgaben nach wesentlichen Ubergreifenden und qualitdtsbestimmenden
Merkmalen und nach den Funktionen der Aufgaben im Schulalltag, also ob es Aufgaben zum Lernen
oder zur Einschatzung von Kompetenzen sind. Herget (2006, S. 178ff) betrachtet Aufgaben
hinsichtlich der verschiedenen Schiilertatigkeiten und der duReren Gestaltung.

Schmidt-Thieme (2003, S. 162f) bestimmt Aufgaben durch vier Faktoren, namlich durch die
Mathematik (zum Beispiel Aufgaben mit Zahlen, eingekleidete Aufgaben, Textaufgaben,
Sachaufgaben), durch das Verhéltnis von Sache und mathematischen Operationen (Erarbeiten, Uben,
Verstehen mathematischer Sachverhalte vs. Bewaltigung von Alltagsproblemen mithilfe der
Mathematik), nach der Form (mindlich oder schriftlich, mit Bildern oder sprachlichen Zeichen, nach
der Art der Kodierung, dem Verhdltnis von Symbol- zu Wortgebrauch, mit fach- oder
umgangssprachlichen  Elementen) und nach den Funktionen in  Unterrichtsphasen
(Problementdeckung, Lésungserarbeitung, Uben von Verfahren beziehungsweise Festigung von
Verstandnis, Anwendung).

Neubrand (2002, S. 15) ordnet mathematische Aufgaben hinsichtlich ihrer Funktionen auf der Ebene
der konzeptionellen Gestaltung des Lehrens und Lernens von Mathematik, auf der Ebene der
Steuerung des Unterrichts durch die Lehrerinnen und Lehrer und auf der Ebene der Aktivitaten der
Schiilerinnen und Schiiler.

Flir Winter (1987, S. 14ff), der sich mit dem Prinzip des entdeckenden Lernens beschaftigte, sind
Lerninhalte fundamentale bedeutsame mathematische Ideen, die angeordnet werden nach dem
genetischen Prinzip, das heildt durch eigentadtiges Entwickeln von Begriffen durch Entdecken und
Schematisieren, und dem Spiralprinzip mit dem Ziel, Fertigkeiten, Kenntnisse, Fahigkeiten und
Einstellungen zu erwerben. Wie in Tabelle 5 zu erkennen ist, unterscheidet er vier Ubungstypen, die
sich auf das Automatisieren von Algorithmen, den Auf- und Ausbau von Wissensnetzen, der
Stabilisierung komplexer Schemata oder auf das Vorleben von Haltungen beziehen kénnen.
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Tabelle 5: Ubungstypen nach Winter (1987, S. 29)

Zielbereich duBerstes Ziel Hauptiibungstyp

Fertigkeiten geldufig und sicher beherrschen Algorithmen automatisieren

Wissen gut organisiert und leicht Wissensnetze auf- und

abrufbar zur Verfligung haben ausbauen

Fahigkeiten flexibel anwenden kénnen komplexe Schemata
stabilisieren, Heurismen bewuRt
machen

Positive Problemsensitivitat, Haltungen vorleben, positive

Einstellungen/Haltungen Beharrungsvermogen, Erlebnisse bestarken

Sachlichkeit verinnerlicht haben

Auch Wittmann (1992, S. 178ff) beschéftigte sich intensiv mit Ubungstypen, nach denen er Aufgaben
einteilt. Unter Uben versteht er das wiederholte Anwenden eines Satzes von Wissenselementen oder
einer Fertigkeit bei einer Serie von gleichartigen Aufgaben. Beziiglich des Grades an Strukturierung
unterscheidet er unstrukturiertes, schwach- beziehungsweise teilstrukturiertes und strukturiertes
Uben. Bezogen auf die Darstellungsform kann das Uben entweder gestiitzt auf Anschauungsmaterial
und Handlungen an diesem Material oder formal (symbolische Ebene) erfolgen. Die strukturierten
Ubungen unterteilt er weiterhin nach Art der Strukturierung (problemstrukturiert, operativ
strukturiert oder sachstrukturiert) sowie nach Zugang zur Struktur (reflektiv oder immanent).
Aufbauend auf Winter zeigt er in seinem didaktischen Rechteck die Zusammenhange von
Ubungsanteilen mit dem Unterrichtsgeschehen bei der Erarbeitung eines Themas beziehungsweise
eines Themenbereichs auf. Zusammenhangslose Ubungsaufgaben, mit denen eine Fertigkeit isoliert
und ohne auf tieferes Verstandnis zu bauen eingeschliffen wird, bezeichnet er als graue Packchen im
Gegensatz zu bunten Hunden.

Lenné (1969, S. 119ff) unterscheidet drei Aufgabentypen. Diese sind Routineaufgaben, bei denen das
Losungsschema bekannt ist und beispielsweise nur andere Zahlen eingesetzt werden, Denkaufgaben,
bei denen das Losungsschema teilweise oder ganz selbststandig gefunden werden muss, und
schlieBlich Entschlisselungsaufgaben, bei denen das Gesamtlosungsschema nicht bekannt ist, aber
aus einzelnen bekannten Teilschemata zusammengesetzt werden kann, und zwar so, dass das
Resultat des ersten Teilschemas die Auswahl des nachsten Teilschemas beeinflusst.

Da die jeweils vorherrschenden theoretischen Annahmen und darauf basierenden didaktischen
Konzeptionen nicht nur den Unterricht selbst auf verschiedenste Weise pragten (vgl. Kap. 2.1.1),
sondern damit einhergehend auch die gestellten Aufgaben, ist eine Klassifikation von Aufgaben
hinsichtlich der lerntheoretischen Orientierung moglich, wobei die zahlreichen theoretischen Ansatze
zu der behavioristischen, der kognitivistischen und der konstruktivistischen Lerntheorie subsummiert
werden kénnen und das Spektrum vom Einlben kleinschrittig ausgerichteter Aufgabentypen in den
20er und 30er Jahren Uber das Stellen von Aufgaben unter Beachtung der Stufenfolge und des
entwicklungspsychologischen Strukturgedankens der 60er Jahre bis hin zu den individuell und
differenziert gestalteten Aufgabenstellungen im kindorientierten Unterricht der 80er Jahre reicht.

In der behavioristischen Lerntheorie, in der Lernen als beobachtbare Reaktion des Individuums (R =
response, Reaktion) auf Umweltreize (S = stimulous, Reiz) beschrieben wird, sind der Einsatz von
attraktiven Materialien, einem schrittweisen Vorgehen und die Isolierung von Schwierigkeiten
bedeutsam (Thorndike, 1970, S. 2ff; Zech, 1977, S. 141ff). Gagnés Hierarchisierung von
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Lernsequenzen und Aufgabentypen, Wittmanns Prinzip der kleinen und kleinsten Schritte, und
Aufgaben, die nur Assoziationslernen zulassen (Steiner, 1996, S. 276), sind dieser Lerntheorie
zuzuordnen. Ziel ist das Einliben und die Automatisierung von Lernprozessen durch Wiederholung.
Ein solches mechanisches Lernen kann beispielsweise erwinscht sein, wenn gewisse
Automatisierungsvorgange beim Rechnen und Zeichen angestrebt werden. Nach Resnick (1983, p .6)
bestehen behavioristische Ansatze vor allem im computergestiitzten Unterricht fort.

In der kognitivistischen Lerntheorie, in der der Prozess des Wissenserwerbs als ein streng regelhaft
ablaufender, eindeutig zu beschreibender und zu steuernder Prozess der Informationsverarbeitung
interpretiert wird, ist es die Aufgabe der Lehrkraft, die Unterrichtsinhalte moglichst systematisch,
sorgfaltig aufeinander abgestimmt und schrittweise organisiert darzubieten, zu erkldaren sowie zu
Uberprifen. Dabei wird das bereits vorhandene Wissen mit neuem Wissen verknlpft und in
Beziehung gesetzt (Zech, 1977, S. 141ff). Steiner (1996) stellte am Beispiel der Einmaleins-Reihen den
kognitiven Aufbau kohadrenter numerischer Netzwerke dar, dem dann erst der automatisierte Abruf
richtiger Multiplikationsergebnisse folgen sollte. Nach Steiner (1996, S. 296f) ,, werden auch in den
geometrisch-raumlichen Operationen Elemente durch spezifische (rdumliche) Relationen
miteinander zu einem System verkn(pft” (Steiner, 1996, S. 296f).

Beim Konstruktivismus wird das Lernen als aktiv-konstruktiver, situativer, kontextbezogener Prozess
verstanden, wobei die Lernenden den aufgenommenen Informationen individuell Bedeutung
zuweisen und sie in vorhandene subjektive Denkstrukturen integrieren beziehungsweise diese
verandern, erweitern, ausdifferenzieren, verfeinern oder umstrukturieren (Schiitte, 2008, S. 47). Die
Lehrkraft soll Lernmoglichkeiten identifizieren und authentische, auf die Erfahrungen der Kinder
bezogene Lernumgebungen gestalten, durch die sich die Schiilerinnen und Schiler dann ihr Wissen
mit Hilfe von Problemsituationen und entsprechenden, zur Verfligung gestellten Werkzeugen, selbst
oder im sozialen Diskurs konstruieren kénnen. Unterrichten erfolgt im Sinne von Unterstiitzen,
Anregen oder Beraten. Die Vertreter des Genetischen Lernens sind ebenfalls der Ansicht, dass das
Lernen umso wirkungsvoller ist, je mehr der Lernende die Moglichkeit erhalt, initiativ und aktiv den
Unterrichtsgang bestimmen zu kénnen und auf dem Entwicklungsstand abgeholt wird, auf dem er
sich befindet. Theoretische Vorldufer der konstruktivistischen Didaktik sind die Ansdtze von Dewey,
Piaget und Wygotski (Reich, 2008, S. 74).

3.2 Kognitionstheoretische Grundlagen

3.2.1 Erkenntnisse zur kognitiven Entwicklung

,Die prinzipielle Bedeutung der Arbeiten von Jean Piaget fir die Entwicklungspsychologie ist
[...] hoch einzuschadtzen und Gleiches gilt fir die Mathematikdidaktik. Insbesondere die
Einteilung in Stadien und ihre Beschreibung hat zu verschiedenen didaktischen Theorien
gefiihrt, die durchaus lberzeugend sind und empirisch fundiert werden konnten.” (Reiss &
Hammer, 2013, S. 31)

Die Erkenntnisse des Genfer Psychologen Jean Piaget (1896-1980) pragen seit der Veroffentlichung
seiner zahlreichen Werke zur kognitiven Entwicklung des Kindes im 20. Jahrhundert bis heute die
Entwicklungspsychologie und Fachdidaktik und werden deshalb an dieser Stelle kurz erlautert. Zitate,
die dem o.g. dhneln, sind haufig in der Literatur zu finden (vgl. Franke, 2009, S. 91; Oeveste, 1987, S.
19; Sodian, 2008, S. 436; Woolfolk, 2008, S. 60; Zech, 1977, S. 89). Viele Untersuchungen
Uberpriften, erganzten oder korrigierten seine Ausfiihrungen zum strukturgenetischen Lernen.
Piaget ging davon aus, dass das Individuum in Abhangigkeit von dessen Vorwissen und Motivation
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durch aktive konstruktive Auseinandersetzung mit seiner Umwelt den Informationen Bedeutung
verleiht, sodass die entwickelten Schemata bei der Bewaltigung von Umwelt-, Problem- oder
Handlungssituationen helfen und das Individuum mit der Welt in einem Gleichgewicht ist. Den
anzustrebenden Gleichgewichtszustand nennt er Aquilibration, der durch Assimilation oder
Akkomodation erreicht werden kann (Reich, 2008, S. 72). Neben diesem Streben nach Gleichgewicht
bezeichnet er aktive Erfahrungen, soziale Interaktion und biologische Reifung als Faktoren, durch die
Denkprozesse verandert und die kognitive Entwicklung beeinflusst werden. Kognitive Entwicklung
geht demnach Uber das Hinzufligen von Informationen im Langzeitspeicher hinaus (Sodian, 2008, S.
437; Reiss & Hammer, 2013, S. 28ff; Zech, 1977, S. 89ff). Piaget formulierte das sensumotorische, das
praoperatorische, das konkret-operatorische und das formal-operatorische Stadium als hierarchisch
angeordnete Phasen der Intelligenzentwicklung (Sodian, 2008, S. 437; Bezeichnungen variieren je
nach Quelle) und wies diesen spezifische Merkmale, kognitive Prozesse sowie Altersangaben zu.
Bedeutsam sind die beiden zentralen Ubergénge vom subjektiven zum objektiven Denken und von
konkreten zu abstrakten Operationen, also von niedrigeren zu hoéheren Stufen intellektuellen
Funktionierens (Ausubel 1974, S. 214).

Piagets methodisches Vorgehen wird oft als unsystematisch und fehlerhaft bezeichnet (vgl. Ausubel,
1974; Maier, 1999, S. 94f). Zudem werden seine Annahmen beziiglich der hierarchisch angeordneten,
altersspezifischen, universellen und kulturiibergreifenden Stufen des Wissenserwerbs und der
Entwicklung des Denkens kritisiert (Zech, 1977, S. 93), da diese die zahlreichen die kognitive
Entwicklung determinierenden Unterschiede im Denken eines Menschen im Verlauf seines Lebens, in
der intellektuellen Begabung, Erziehung und Personlichkeit sowie in der Kultur, der Gestaltung der
Lernumgebung und der Aufbereitung der Aufgaben nicht berlicksichtigten. In diesem Zusammenhang
zitiert Ausubel (1974, S. 210ff) einige Wissenschaftler, die herausfanden, dass manche logischen
Operationen auf allen Altersstufen benutzt werden und sich je nach Altersstadium lediglich in
Ausmal oder Komplexitat unterscheiden sowie abhangen von der Schwierigkeit des Problems selbst,
vom jeweiligen Stoffgebiet, vom vorherigen Erfahrungshintergrund des Individuums und von der
logischen Zuganglichkeit des Problems. Er sieht das Vorhandensein der gleichen sequentiellen
Position der Stufen bei allen Individuen und Kulturen als entscheidend an.

Im Rahmen der von 1978 bis 1982 durchgefiihrten sogenannten Hamburger Untersuchung wurde
Piagets Hypothese der inhaltlichen Generalisierbarkeit Uberprift sowie der Frage nach der
Entwicklungsparallelitat der kognitiven Einzelkonzepte nachgegangen. Seine hierarchischen Ebenen
der kognitiven Entwicklung wurden wie in Tabelle 6 aufgezeigt konkretisiert.
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Tabelle 6: Erkenntnisse der Hamburger Untersuchung zur kognitiven Entwicklung (Oeveste, 1987, S. 136)

Entwicklungsstufe Kognitive Organisation

| Kindergartenalter (bis 5 Jahre) Einfache Klassifizierung
Verstandnis der zeitlichen Sukzession und Dauer

Il Vorschulalter (5-6 Jahre) Einfache Seriation
Kardinale Korrespondenz
Einfache euklidische Beziehungen

Il Frihes Grundschulalter (6-7 Jahre) Invarianz der Substanz
Multiple Seriation
Einfache projektive Beziehungen

IV Mittleres Grundschulalter (8-9 Jahre) Invarianz des Gewichts und des Volumens
Multiple Klassifizierung
Ordinale Korrespondenz
Komplexe euklidische Beziehungen

V Spétes Grundschulalter (ab 10 Jahre) Verstandnis der Klasseninklusion
Multiple projektive Beziehungen

Das folgende Zitat leitet zu der Darstellung weiterer Theorien der Denkentwicklung tber:

yInteressant ist, dass sich neuere didaktische Ansdtze, wie der operative, der
strukturorientierte und auch der aktuelle konstruktivistische Ansatz, auf Piaget beziehen,
wobei jeder Ansatz andere Aspekte von Piagets umfangreichem theoretischen Werk
hervorhebt und unterschiedliche didaktische Schliisse daraus zieht.” (Schiitte, 2008, S. 25)

Im Gegensatz zu Piaget und seiner Annahme altersspezifischer Stufen der kognitiven Entwicklung
kennzeichnet der amerikanische Psychologe Jerome S. Bruner (*1915) die Denkentwicklung anhand
der enaktiven, der ikonischen und der symbolischen Darstellungsebene (Reiss & Hammer, 2013, S.
31ff; Zech, 1977, S. 104ff). Nach seiner Theorie gibt es je nach Altersstufe unterschiedliche
Prioritaten fiir bestimmte Reprdsentationen, wobei sich das Kind zur ErschlieBung der Umwelt
zunachst hauptsachlich der enaktiven Darstellung bedient. Damit ist das Erfassen von
Umwelterfahrungen durch eigene Handlungen oder anhand konkreten Materials gemeint. Mit der
sich daran anschlieRenden und vom Handeln relativ unabhdngigen Darstellung in Bildern oder
Graphiken kennzeichnet Bruner die Verwendung des ikonischen Reprasentationsmodus. Das Nutzen
der symbolischen Darstellungsmethode bedeutet schlieBlich, Handlungen oder Bilder in die Sprache
oder in das mathematische Zeichensystem (ibersetzen zu kénnen. Angestrebt wird die Fahigkeit zum
intermodalen Transfer, womit der den jeweiligen Erfordernissen entsprechende flexible und
bewusste Wechsel zwischen den drei nebeneinander bestehenden Darstellungsebenen sowie deren
adaquate Ubersetzung in einen der beiden anderen Reprasentationsmodi gemeint ist.

,Jede dieser drei Darstellungsmethoden, die handlungsmaRige, die bildhafte und die
symbolische, hat ihre eigene Art, Vorgange zu reprasentieren. Jede pragt das geistige Leben
des Menschen in verschiedenen Altersstufen, und die Wechselwirkung ihrer Anwendungen
bleibt ein Hauptmerkmal des intellektuellen Lebens des Erwachsenen." (Bruner, 1966, S. 21)

Nach Bruner sollten Unterrichtsinhalte in allen drei Reprasentationsmodi fiir die Schilerinnen und
Schiller aufbereitet und variiert werden. Die Bezlige zwischen diesen unterschiedlichen
Zugangsweisen sollten im Rahmen eines Spiralcurriculums stets hergestellt und Faktoren wie
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personlicher kognitiver Stil oder Vertrautheit mit dem spezifischen Inhalt sollten beachtet werden. Er
trat zudem fir das entdeckende Lernen als Weg zum Wissenserwerb ein (Bruner, 1973, S. 15ff).

Der schweizerische Psychologe Hans Aebli (1923-1990) integriert in seinen Arbeiten zum Lehren und
Lernen sowohl die Annahme der drei Reprasentationsmodi von Bruner als auch Erkenntnisse aus
Piagets strukturgenetischer Theorie. Seine zw6lf Grundformen des Lehrens baut Aebli (1983) aus drei
Lehr-Lern-Dimensionen auf, wie sie in Abbildung 20 zu sehen sind. Er unterscheidet fiinf Medien des
Lehrens, das Erzdhlen und Referieren (M1), das Vorzeigen (M2), das Anschauen und Beobachten
(M3), das Lesen (M4) und das Schreiben beziehungsweise das Verfassen von Texten (M5).
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Abbildung 20: Das drei-dimensionale System der zwolf Grundformen (Aebli, 1983, S. 25).

Lerninhalte oder Strukturen stellen die Erarbeitung von Handlungsabldufen (S1), der Aufbau von
Operationen (S2) und das Bilden von Begriffen (S3) dar. Als Problemlésendes Aufbauen (L1),
Durcharbeiten (L2), Uben und Wiederholen (L3) sowie Anwenden (L4) benennt er die vier Funktionen
im Lernzyklus (Aebli, 1983, S. 24ff). Fir den Aufbau der Denkoperationen (S2) nimmt er finf zu
durchlaufende Phasen der Verinnerlichung an, wobei die drei bei Bruner zu findenden
Darstellungsmittel hierarchisch durchlaufen werden. Fir Aebli sind die zu einem Lerninhalt
vorliegenden, aus der natlrlichen und sozialen Umwelt gewonnenen Erfahrungen zentral, von denen
die Anschaulichkeit der Prasentation neuer Inhalte abhangt. Die Schiilerhandlungen, ob konkret oder
als Denkhandlung, bilden die Grundlage jeglichen Lernens (Aebli, 1983, S. 239ff). An diese Phasen der
Verinnerlichung, in der mathematische Begriffe und Operationen aufgebaut wurden, schliel3t sich das
operative Durcharbeiten in Form eines variablen, sinnbezogenen Ubens an, das der Vertiefung des
Verstandnisses und der Festigung der jeweiligen Denkoperation dient. Es geht um das Schaffen
beweglicher Operationen, die flexibel gedanklich zusammengesetzt und kombiniert werden kdnnen.
Im Gegensatz zur Aneignung von Automatismen soll die Fahigkeit zur Komposition, zur Assoziativitat
und zur Reversibilitat geférdert werden. Aebli fordert zudem das gemeinsame Unterrichtsgesprach
fur die Ausarbeitung der geistigen Operationen sowie die Zusammenarbeit der Schilerinnen und
Schiler in Form von Gruppenarbeit fir deren Anwendung (Pippig, 1971, S. 25). Neben der
Anschaulichkeit des Gegenstandes nennt er dessen Komplexitdt, den Lernprozess selbst und die
Motivation als weitere Bedingungsvariablen. Aufgabe der Lehrkraft ist es, die Unterrichtsstoffe zu
operationalisieren und durch das Schaffen von adaquaten Situationen die Entwicklung und den
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Aufbau geistiger Operationen entsprechend dem geistigen Entwicklungsstand der Schiilerinnen und
Schiiler zu planen (Reiss & Hammer, 2013, S. 34f; Zech, 1977, S. 93ff).

P.J. Galperin und J. Lompscher betonen mit ihrer Theorie der etappenweisen Ausbildung geistiger
Handlungen noch starker als Aebli oder Bruner die gesteuerte Einwirkung in Form genauer Planung
und Lenkung auf die Ausbildung geistiger Handlungen. Die jeweiligen Erscheinungsformen des
Denkens hdangen von der Art der Auseinandersetzung des Kindes mit den entsprechenden stofflichen
Anforderungen und somit auch vom Unterricht ab (Pippig, 1971, S. 24). Zentrales Anliegen der
Lehrkraft soll also das Schaffen optimaler Bedingungen fiir den Lernprozess sein. Sie betrachten das
durch Piaget an Entwicklungsstufen gemessene geistige Niveau des Kindes nicht als
Altersbesonderheit, sondern sprechen von einer Koexistenz bestimmter Entwicklungsstufen.
Lompscher geht wie Bruner davon aus, dass geistige Operationen auf verschiedenen miteinander
verknlpften Ebenen stattfinden. Er unterscheidet die Ebene der praktisch-gegenstandlichen
Handlung, der unmittelbaren Anschauung, der mittelbaren Anschauung und der sprachlich-
begrifflichen Erkenntnis. Hervorzuheben ist hierbei die Differenzierung zwischen sichtbaren
Veranschaulichungsmitteln  und  anschaulichen Vorstellungen ohne Anwesenheit des
Veranschaulichungsmittels, die eine Verfeinerung der ikonischen Ebene Bruners darstellt, sowie die
unterschiedliche Rolle der Sprache. Galperin formte zusatzlich das Konzept des Denkens als inneres
Sprechen aus (Zech, 1977, S. 110ff).

Nach dem amerikanischen Padagogen und Lerntheoretiker D.P. Ausubel (1918-2008) ist das
adaquate Anknlpfen an die existierende kognitive Struktur des Lernenden mittels sinnvoller und
bedeutungshaltiger Aufgaben zentral (Ausubel, 1974, S. 39). Die Ermittlung des bereits vorhandenen
Wissens, der Vorerfahrungen sowie des Sprachrepertoires der Schiilerinnen und Schiiler sind
Grundvoraussetzungen jeden Unterrichts. Unter kognitiver Struktur versteht er Inhalt und
Anordnung der mentalen kognitiven Reprdsentationen und Wissenselementen einer Person, die von
objektiven logischen Strukturen des Gegenstandsbereichs abweichen kdnnen. Diese kognitive
Struktur ist hierarchisch aufgebaut und mathematische Begriffe und Operationen sollen
alltagssprachlich darin verankert werden. Das Fundament bilden dabei, wie in Abbildung 21
aufgezeigt, konkrete Informationen und Fakten, denen spezifischere und differenziertere
Bedeutungen Ubergeordnet sind. Die hdchste Stufe bilden allgemeine, umfassende Bedeutungen.
Diese inhaltlich und organisatorisch individuelle Wissensstruktur soll durch Assimilations- und
Verankerungsprozesse vergroBert werden. Dabei beeinflussen Klarheit, Deutlichkeit, Stabilitat,
Generalisierbarkeit, Inklusivitat, Kohdsion und Diskriminierbarkeit der relevanten Konzepte,
Prinzipien und Informationen innerhalb der kognitiven Struktur die Genauigkeit und langfristige
Wiederherstellungsfahigkeit beziehungsweise Verfiligbarkeit der Bedeutungen (Ausubel, 1974, S.
137; Zech, 1977, S. 139). Mechanische Lernaufgaben resultieren hingegen nicht im Erwerb und
Behalten der Bedeutungen (Ausubel, 1974, S. 42).
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Abbildung 21: Aufbau einer kognitiven Struktur nach Ausubel (Zech, 1977, S. 129).

3.2.2 Kognitive Prozesse

Die bisherigen Ausfiilhrungen zur kognitiven Entwicklung zeigen, dass Psychologen seit jeher ein
breites Spektrum an Lernsituationen und individuellen Entwicklungsdifferenzen in kognitiven
Prozessen untersuchen, wobei unterschiedliche Schwerpunkte gesetzt wurden. Einigkeit besteht
unter anderem in der Annahme, dass der Mensch aktiv Informationen verarbeitet und das so
erworbene Wissen im Gedachtnis speichert. Kognitive Prozesse umfassen den Erwerb, die
Organisation, die Speicherung und die Anwendung von Wissen. Das Ziel solcher
Informationsverarbeitungsprozesse ist die Speicherung von Wissen im Langzeitgedachtnis, das auf
verschiedene Weise kategorisiert werden kann. Generell wird zwischen bereichsspezifischem und
allgemeinem beziehungsweise anwendbarem Wissen unterschieden. Zahlreiche Autoren (vgl.
Gerstenmaier & Mandl, 2000, S. 291ff) kategorisieren das im Langzeitgedachtnis gespeicherte Wissen
dartber hinaus nach deklarativem, prozeduralem und konditionalem Wissen. Diese Unterscheidung
differenziert keine Wissensinhalte, sondern die Funktion der betreffenden Datenstrukturen innerhalb
des kognitiven Systems. Wahrend der Bearbeitung von Aufgaben ist von einer gleichzeitigen
Beteiligung auszugehen.

Nach Woolfolk (2008, S. 310ff) reprasentiert das deklarative Wissen (knowing that) Fakten,
allgemeine Zusammenhange und Prozesse. Es umfasst spezifische Einzelheiten, das Beherrschen von
Regeln und Allgemeinwissen. Das Erinnern von deklarativem Wissen ist Voraussetzung fir die
Bearbeitung komplexer Aufgaben. Das prozedurale Wissen (knowing how) ist Wissen Uber die
Ausflihrungsweise von Handlungen und muss vor- beziehungsweise durchgefiihrt werden.
Deklaratives Wissen besitzt ein Lernender, wenn er beispielsweise eine geometrische Figur richtig
kategorisieren kann. Fir das richtige Ausfiihren bendtigt er zusatzlich prozedurales Wissen.
Pragmatisches (konditionales) Wissen ist das Wissen, wann und warum fir das deklarative und
prozedurale Wissen zur Aufgabenlosung angewendet werden muss. Viele Schiilerinnen und Schiler
kennen zwar Fakten und Prozeduren, wissen aber oft nicht, wann sie einzusetzen sind (Woolfolk,
2008, S. 319). Metakognition meint schliellich die strategische Anwendung der drei genannten
Wissensformen zur Zielerreichung beziehungsweise Problemlésung (Schrunk, 2004, zitiert nacht
Woolfolk, 2008, S. 330), also das Wissen Uber kognitive Sachverhalte und Vorgadnge, das absichtlich
eingesetzt wird, um Kognitionen zu Gberwachen und zu steuern. Menschen unterscheiden sich in
ihren metakognitiven Fahigkeiten und Fertigkeiten, woraus interindividuelle Differenzen beziglich
des Lernens resultieren. Die genannten Wissensarten machen deutlich, dass Wissen auf hoheren
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Niveaustufen in Kénnen {ibergeht und nicht nur auf Kenntnisse reduziert sein sollte, die nicht
angewendet werden kénnen.

Eine weitere, haufig von kognitiven Psychologen vorgenommene Unterscheidungsmoglichkeit stellt
das explizite und das implizite Langzeitgedachtnis dar (Woolfolk, 2008, S. 318ff). Das explizite
Gedachtnis beinhaltet Wissen aus dem Langzeitgedachtnis, das erinnert und bewusst bearbeitet
werden kann. Das implizite Gedachtnis verfiigt Uber Wissen in Form von Erinnerungen,
Handlungsvollziigen, Prozeduren und Gewohnheiten, das unbewusst das Verhalten, Emotionen oder
die Gedanken beeinflusst. Je gelibter eine Prozedur ist, umso automatischer ist die Tatigkeit und
umso impliziter ist das Gedachtnis dafir.

Die Reprasentation von Wissen im Bewusstsein und im Gedachtnis, der Abruf von Wissen, das
Erinnern und das Vergessen waren die Hauptthemen in den 70er und 80er Jahren. Daraus gingen
verschiedene Modelle zur Informationsverarbeitung hervor (vgl. Klauer & Leutner, 2007, S. 64ff). Das
folgende Schema (Abb. 22) zeigt einen auf den Vorstellungen verschiedener Theoretiker
aufbauenden Informationsverarbeitungsprozess, der bei Woolfolk (2008, S. 309ff) ausfiihrlich
dargestellt ist.
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Abbildung 22: Prozessmodell zur Informationsverarbeitung (Woolfolk, 2008, S. 310).

Informationen gelangen dabei Gber die Sinnesorgane zunachst ins sensorische Gedachtnis, wo die
Wahrnehmung und die Aufmerksamkeit auf der Grundlage der physikalischen Reprasentationen der
AuBenwelt und auf dem bereits vorhandenen Wissen bestimmen, welche Reize ins Arbeitsgedachtnis
Uberfiihrt werden und durch Gestaltprinzipien oder Merkmalsanalyse (top-down- oder bottom-up-
Verarbeitung) Bedeutung erhalten (Woolfolk, 2008, S. 311f). Worauf die Aufmerksamkeit gerichtet
wird, hangt ebenfalls von vielfiltigen Faktoren ab, wie beispielsweise vom individuellen Vorwissen
beziehungsweise Interesse, der Komplexitdt der jeweiligen Aufgabe, der Fahigkeit, die eigene
Aufmerksamkeit zu kontrollieren oder der individuell fortgeschrittenen Automatisierung bestimmter
Tatigkeiten, sodass diese dann keine Aufmerksamkeit und Konzentration mehr bendtigen.
Automatisierung stellt sich allmahlich ein, aber nicht alle Aktivitditen automatisieren sich mit
gesteigerter Ubung, da die Situation entscheidend ist (Woolfolk, 2008, S. 312).

Nachdem die Informationen aus der Umwelt also selektiv ausgewahlt und wahrgenommen wurden,
werden sie in das Arbeitsgedachtnis geleitet, das eine sehr begrenzte Kapazitdt hat. Finf bis neun
Einheiten, also Worter, Vorstellungsbilder, Ideen oder Satze kénnen zugleich aufgenommen und fir
maximal 20 Sekunden aufbewahrt werden. Durch Strategien wie das Bilden groRerer Einheiten
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(chunking) oder das Gruppieren von Einheiten kann die Kapazitit erweitert werden. Die
Informationen im Arbeitsgedachtnis miissen entweder so lange wie nétig mental wiederholt werden
und somit temporar aktiviert bleiben, oder ins Langzeitgedachtnis Uberfiihrt werden. Die
Uberfilhrung von Informationen ins Langzeitgedichtnis verringert die Belastung des
Arbeitsgedachtnisses und stellt das Ziel allen Unterrichtens dar. Anschlussfahig wird das Wissen
durch Wissensabruf in Ubungsphasen, wobei Verstehen und Durcharbeiten kombiniert werden. Das
Gegenteil dazu wird als trdges Wissen bezeichnet, wobei die Schiillerinnen und Schiiler keine
Verbindungen zwischen gelernten Fakten herstellen und somit haufig keine Transferleistungen
erbringen kénnen. Ist bereits eine Wissensgrundlage im Langzeitgedachtnis vorhanden, kénnen
elaborierendes Wiederholen, die Organisation des Materials oder der Kontext dabei helfen, neue
Informationen mit den im Langzeitgedachtnis vorhandenen so zu integrieren, dass Verstehen
konstruiert wird. Die Uberfiihrung von Informationen ins Langzeitgedachtnis geschieht zwar relativ
langsam, dafiir sind Kapazitdt und Haltezeit des Langzeitgedachtnisses praktisch unbegrenzt.
Sorgfaltig verarbeitete und vernetzte Informationen, wie Propositionen, Schemata, Produktionen,
Episoden oder Vorstellungsbilder, werden aufgehoben und sind immer vorhanden, auch wenn sich
nicht aktiviert oder Gegenstand von Denkprozessen sind. Sie kdnnen jederzeit aktiviert und ins
Arbeitsgedachtnis zurlickgerufen werden. Wird beim Abrufen eine Information nicht gefunden, kann
durch Probleml6seprozesse und das Heranziehen von Logik, Hinweisreizen oder anderem Wissen
eine plausible Antwort durch Auffiillen von Liicken rekonstruiert werden. Verloren gehen kénnen
Informationen im Langzeitgedachtnis durch Spurenverfall mit der Zeit und durch Interferenz mit
anderen Informationen (Woolfolk, 2008, S. 326ff).

Da visuelles und verbales Material in unterschiedlichen Systemen verarbeitet wird, sollte neues
Wissen in Wort und Bild vermittelt werden. Schilerinnen und Schler lernen meist nur, indem sie
wiederholen und auswendig lernen. Effektiver ist die kognitive Beschaftigung mit dem Lernstoff, das
heilt dass die Lernenden Verbindungen herstellen, Ideen und Vorstellungsbilder elaborieren,
Hypothesen aufstellen, die eigene Aufmerksamkeit zentrieren, Gliederungen, Notizen und
Zusammenfassungen anfertigen, Schemata und Netzwerke aufbauen, visuelle Organisationshilfen
wie Mind Maps, Concept Maps oder Grafiken verwenden, Lesestrategien einsetzen und vieles mehr
(Woolfolk, 2008, S. 379). Behaltensleistungen konnen durch das Nutzen von Lernstrategien wie
beispielsweise Mnemotechniken oder fragmentiertes Lernen verbessert und begiinstigt werden.
Deklaratives Wissen muss durch Ubung in Routinen eingebettet und automatisiert, sprich
prozeduralisiert werden. Automatisierte Grundfertigkeiten entwickeln sich in drei Stufen. Auf der
kognitiven Stufe verlasst man sich auf deklaratives Wissen und allgemeine Problemldsestrategien,
und muss Uber jeden Schritt nachdenken. Auf der sich daran anschlieBenden assoziativen Stufe
werden bereits einzelne Schritte einer Vorgehensweise kombiniert oder in groflere Einheiten
(chunks) gebindelt. Auf der dritten Stufe, auch autonome Stufe genannt, kénnen Ablaufe schlieflich
ohne grofRen Aufmerksamkeitsaufwand erledigt werden.

Wygotski betont, dass Wirklichkeiten sozial konstruiert beziehungsweise in Interaktionen aufgebaut
werden und kooperative menschliche Tatigkeiten einen lernsteigernden Effekt auslosen. Er
bezeichnet den Bereich zwischen dem, was der Lernende schon weill (gegenwartiger
Entwicklungsstand, Fahigkeit zum selbststdandigen Problemlésen) und dem, was der Lernende durch
Unterstlitzung von Erwachsenen oder Gleichaltrigen lernen kénnte (erreichbarer Entwicklungsstand),
als Zone der proximalen Entwicklung. Zu jedem Zeitpunkt der Entwicklung gibt es Probleme, die das
Kind zu l6sen versucht. Es bendtigt dazu strukturierende Vorgaben, Hinweise, Erinnerungen,
Erinnerungshilfen flr bestimmte Einzelheiten oder zu unternehmende Schritte, Ermutigungen, bei
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den Versuchen nicht nachzulassen und vieles mehr. Manche Probleme (ibersteigen jedoch noch die
Fahigkeiten des Kindes, auch wenn es zahlreiche gute Erkldarungen erhalt. Nach Wygotski fiihrt
angemessen strukturiertes Lernen in sozialen Situationen zu einer geistigen Entwicklung auf hohere
Ebenen, wobei den Interaktionspartnern des Lernenden eine grolle Bedeutung zugewiesen wird
(Franke, 2009, S. 19; Reich, 2008, S.71f; Woolfolk, 2008, S. 59).

3.2.3 Taxonomien fiir den kognitiven Bereich

»,Das Ergebnis der Bemiihungen um eine prazise Beschreibung von Lernzielen und ihrer
hierarchischen Ordnung bestand in der Entwicklung von Taxonomien." (Helmke, 2009, S. 36)

Benjamin Bloom entwickelte in Zusammenarbeit mit Engelhart, Furst, Hill und Krathwohl (1972) eine
Taxonomie, um Lernziele flr den Unterricht zu formulieren und zu (berpriifen beziehungsweise um
Aufgaben mit gleichen Anforderungen im Zuge der Leistungsmessung austauschen zu kénnen. Sie
ordneten die Lernziele dabei zunachst dem kognitiven, affektiven oder psychomotorischen
Lernzielbereich zu. Diese drei Lernzielbereiche sind im Schulalltag meist miteinander verkniipft. Die
Taxonomie fiir den kognitiven Bereich enthielt die sechs hierarchisch angeordneten Hauptklassen
Wissen (1), Verstehen (2), Anwendung (3), Analyse (4), Synthese (5) und Bewertung (6). Zu jeder
Klasse wurden weitere Unterklassen definiert (Bloom et al., 1972, S. 217ff), die in Abbildung 23
aufgelistet sind.

1.0 Knowledge
1.10 Knowledge of specifics
1.11 Knowledge of terminology
1.12 Knowledge of specific facts

1.20 Knowledge of ways and means of dealing with specifics
1.21 Knowledge of conventions
1.22 Knowledge of trends and sequences
1.23 Knowledge of classifications and categories
1.24 Knowledge of criteria
1.25 Knowledge of methodology

1.30 Knowledge of universals and abstractions in a field
1.31 Knowledge of principles and generalizations
1.32 Knowledge of theories and structures

2.0 Comprehension
2.1 Translation
2.2 Interpretation
2.3 Extrapolation

3.0 Application

4.0 Analysis
4.1 Analysis of elements
4.2 Analysis of relationships
4.3 Analysis of organizational principles

5.0 Synthesis
5.1 Production of a unique communication
5.2 Production of a plan, or proposed set of operations
5.3 Derivation of a set of abstract relations

6.0 Evaluation
6.1 Evaluation in terms of internal evidence
6.2 Judgments in terms of external criteria

Abbildung 23: Taxonomie nach Bloom et al. (Krathwohl, 2002, S. 213)
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Die Klasse des Wissens (1) schlieBt demnach das Wissen von konkreten Einzelheiten, das Wissen der
Wege und Mittel, mit konkreten Einzelheiten zu arbeiten und das Wissen von Verallgemeinerungen
und Abstraktionen eines Fachgebietes ein. Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen dabei Begriffe,
Fakten, Ideen, Material, Erscheinungen und vieles mehr erinnern, in Situationen wiedererkennen
oder aus dem Gedachtnis abrufen beziehungsweise reproduzieren, ohne etwas notwendigerweise
verstanden zu haben beziehungsweise anwenden oder verdndern zu missen. Bloom et al.
definierten Wissen als das Erinnern von Ideen oder Erscheinungen in einer Form, die méglichst nahe
an die urspringlich aufgenommene Idee oder Erscheinung herankommt (Bloom et al., 1972, S. 41).
Auf der nachsten Stufe erst wird das Material verstanden (2), indem es beispielsweise (ibersetzt,
interpretiert oder extrapoliert wird. Verstehen geht (iber Auswendiglernen und etwas mit eigenen
Worten wiedergeben hinaus. Es meint Fahigkeit, kommunikativ Vermitteltes aufzunehmen und zu
verarbeiten, ohne es notwendigerweise auf andere Bereiche zu Ubertragen beziehungsweise
Implikationen zu erkennen oder Verknipfungen zu anderen Informationen herzustellen (Woolfolk,
2008, S. 350). Es folgt die Anwendung (3) allgemeiner Konzepte, sodass bestimmte Probleme gel6st
werden konnen. Analyse (4) meint das Zerlegen von Elementen, Beziehungen oder ordnenden
Prinzipien. Das Herstellen einer einzigartigen Nachricht, das Entwerfen eines Plans fir bestimmte
Handlungen, das Ableiten einer Folge abstrakter Beziehungen oder das Erschaffen von Neuem durch
Zusammenstellen neuer Ideen stellt die nachsthohere Stufe der Synthese dar (5). Das hochste Ziel ist
die Bewertung (6) von Materialien oder Methoden. Das Urteil wird aufgrund innerer Evidenz und
duBerer Kriterien dahingehend gefillt, ob Materialien oder Methoden in einer bestimmten Situation
angewendet werden kénnen (Bloom et al., 1972).

Die Kategorien wurden angeordnet von einfachen zu komplexen beziehungsweise von konkreten zu
abstrakten Lernzielen. Durch die zunehmend grofler werdende Komplexitat der genannten
kognitiven Prozesse sollte der kumulative Charakter von Lernprozessen zum Ausdruck kommen.
Bloom et al. gingen davon aus, dass die Ziele in einer Klasse auf den Zielen der vorhergehenden
Klasse aufbauen und dass einfachere Verhaltensweisen Voraussetzung fiir komplexere waren (Bloom
et al., 1972, S. 31; Krathwohl, 2002, p. 212f). Aus den durchgefiihrten Studien und der Annahme,
dass einfache Verhaltensweisen miteinander zu komplexen integriert werden kénnen, leiteten Bloom
et al. (1972, S. 32) einen Zusammenhang zwischen der hierarchischen Ordnung der kognitiven
Prozesse und der Schwierigkeit ab. Dieser stellte sich so dar, dass Aufgaben, die einfache
Verhaltensweisen erfordern, haufiger richtig gelost wurden als Aufgaben, die komplexere
Verhaltensweisen erfordern. Demnach sollte der Unterricht zu einem neuen Inhaltsbereich mit
Wissensaufgaben begonnen werden. Erst wenn die dazugehdrigen Lernaufgaben von den Lernenden
erfolgreich beantwortet werden konnten, sollten Aufgaben zum Verstehen eingesetzt werden. Die
Taxonomie wurde genutzt, um Lernziele und Testaufgaben zu klassifizieren. Aus verschiedenen
Analysen wurde die Erkenntnis gewonnen, dass diese dabei hauptsachlich der Wissenskategorie
zuzuordnen waren und dass die komplexeren Kategorien starker beriicksichtigt werden sollten
(Krathwohl, 2002, p. 213). Das padagogische Ziel der Taxonomie bestand somit darin, Lehrkrafte zu
kognitiv anspruchsvolleren, das heiSt {ber bloRes Faktenwissen hinausgehende Fragen,
Anforderungen und Aufgaben anzuregen (Helmke, 2009, S. 37).

Die Taxonomie wurde haufig rezipiert. Ein aktuelles Beispiel dafiir ist bei Sadker, Sadker und
Zittleman (2011, S. 118ff) zu finden, die sich mit den zum Formulieren gelungener Unterrichtsfragen
notwendigen Fahigkeiten beschaftigten. Dabei verwendeten sie Blooms sechs kognitive Kategorien,
zu denen sie Fragen formulierten, um die Schiilerinnen und Schiiler zur Nutzung der verschiedenen
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Denkweisen aufzufordern. Abbildung 24 zeigt mogliche Fragewdrter und Aufforderungsausdriicke zu

den einzelnen Ebenen der Bloom schen Taxonomie auf.

LEVELS OF THE TAXONOMY: WORD PROMPTS

Knowledge

define
recall
recognize
remember
whi

what
where
when

list
reproduce
recite
name
describe
identify
TEVIEW

Comprehension Application Analysis
describe apply support
COmpare claz=ify analyze
contrast use why
rephrase choose SUmMmAarize
put in vour employ compare!
own words write an contrast
explain the example order/
main idea aolve SEeqUEence
how many deduce
which investigate
what is categorize
show classify
translate draw
make conclusions
illustrate identify motives
teach OF CANEAI
record/chart determine
diagram/map evidence
demonstrate justify

Synthesis

ar Craation Evaluation
predict judge
produce argue
write decide
design evaluate
develop ASEESE
synthesize gIve your
construct opinion
improve which iz
what if better
devize do vou agree
zolve would it be
create better
imagine verify
hypothesize rate
combine select

estimate recommend

invent conclude

Abbildung 24: Fragen an die Klasse gemaR der Bloom'schen Taxonomie
(Sadker, Sadker & zittleman, 2011, S. 131).

Metzger et al. (1993, S. 3ff) reduzierten die sechs Bloom’schen Kategorien innerhalb ihrer Taxonomie

zum  kognitiven

BLOOM "sche
Kategorien

Kategorien nach
LETZGER

Beitrag wie in Abbildung 25 dargestellt auf Informationserinnerung,
Informationsverarbeitung und Informationserzeugung.
Wieder- Wieder- St - .
erkennen | gehen erfassen Anwenden | Analyse | Synthese | Beutteilen
Informationa- Inform ationas- Informations-
etifine nang werarheitung BrTEUTUNT

Eriterium

Iletkmal

getihger eigenstindiger
kognitiver Beitrag, d. h.:

gelernte Informationen in
eitietn urrverdnde ren
Tmfeld wiederetkennen
b, unrerdndert
teproduzieren

mittlerer eigenstandiger
kognitiver Beitrag, d. h.:

gelernte Informationen
sinnigemdf abbildern,
bz gelernte Struldur
auf einen sprachlich
nenattigen, aber
strukturell gleichen
Irihalt dbettragen

hoher eigenstindiger kognitiver
Beitrag, d. h.:

eitien Sachverhalt umfazsend und
gystematisch untersucher, wobed
die ndtige Friteriumsstrakiur new
i schaffen ist bzw. einzelne
Informationen @ eitiem
neuattigen Ganzen verknipfen.

Abbildung 25: Taxonomie zum kognitiven Beitrag (Metzger et al., 1993, S. 3ff).

Klauer

(2001, S. 103ff) stellte den Nutzen einer Taxonomie bei

der

Konstruktion von

Schulleistungstests dar, indem er flir seine Lehrziele die ersten drei Kategorien der Bloom'schen

Taxonomie zugrunde legte. Die Kategorie Wissen wurde dabei durch Multiple Choice-Aufgaben

erfasst, die Kategorie Verstehen durch frei zu beantwortende Aufgaben und die Kategorie Anwenden

durch Problemaufgaben.
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Ahnlich der in Kapitel 3.2.1 geschilderten Theorien zur kognitiven Entwicklung wurde auch die
Bloom'sche Taxonomie kritisiert und vor allem hinsichtlich der Annahme einer hierarchischen
Ordnung empirisch Gberprift. Anderson und Krathwohl (2001, S. 287ff) stellen einige
Untersuchungen dar. Helmke (2009, S. 38) fasst folgende Kritikpunkte zusammen:

,Was die hierarchische Organisation der Lernziele anbelangt, so ist sie vor allem bei den
beiden hochsten Kategorien (also Synthese und Evaluation) in Zweifel gezogen worden.
Ferner wurde argumentiert, dass das kritische Unterscheidungsmerkmal den hierarchisch
angeordneten Stufen - die Schwierigkeit - nicht angemessen sei."

Auch Woolfolk (2008, S. 588) raumt ein:

,Es ist in der Padagogik Ublich, diese Objekte als eine Hierarchie zu betrachten, bei der jede
Fertigkeit auf der anderen aufbaut, aber dies trifft nicht ganz zu. Einige Facher, wie etwa die
Mathematik, entsprechen nicht ganz dieser Struktur (Kreitzer & Madaus, 1994). Trotzdem
wird immer wieder auf Ziele niederer oder oberer Ordnung verwiesen, wobei Wissen,
Verstehen und Anwendung Ziele niederer Ordnung sind und Analyse, Synthese und
Evaluation Ziele héherer Ordnung."

Blooms Taxonomie wurde jedoch nicht nur empirisch Uberprift und kritisiert, sondern auch

Uberarbeitet und erweitert. Durch deren Anwendung auf das Fach Mathematik entstanden erste
Klassifikationsschemata fiir Mathematikaufgaben.

Im Rahmen von Vorlauferstudien des IEA in den USA, das spater die international vergleichenden
Schulleistungsstudien FIMS (First International Mathematics Study, 1964), SIMS (Second
International Mathematics Study 1980-1982) und schlieflich TIMSS (Third International Mathematics
and Science Study 1995, 1999, 2003, 2011) entwickelte, wurde erstmals versucht, den bei Bloom
beschriebenen Verhaltensweisen (cognitive behavior) mathematische Inhalte (content) zuzuweisen,
woraus sich zunachst die in Abbildung 26 aufgezeigte Klassifikation hierarchisch angeordneter
Fahigkeiten nach Wilson (1971) ergab.

Ability to remember or recall definitions, notations,

Ability to remember operations and concepts,

Ability to interpret symbolic data,

Ability to put data into symbols,

Ability to follow proofs,

Ability to construct proofs,

Ability to apply concepts to mathematical problems,

Ability to apply concepts to non-mathematical problems,

Ability to analyze problems and determine the operations which may be applied,
Ability to invent mathematical generalizations.

Abbildung 26: Klassifikationsschemata der amerikanischen Vorlduferstudien (Wilson, 1971, p. 651).

Wilson (1971) modifizierte Blooms Taxonomie, indem er die mathematischen Inhalte der Klassen 7
bis 12 in der amerikanischen High School mit den Lernzielen im kognitiven und affektiven Bereich in
Form einer Matrix anordnete. Er stellte jedoch ebenfalls die hierarchische Ordnung in Frage (Wilson,
1971, p. 650). Auch bei FIMS wurden die Items in Anlehnung an Bloom et al. nach vier Levels
eingeordnet und in einer zweidimensionalen Matrix zusammen mit Inhalten dargestellt. Es wurden
dabei Wissen und Information (Abruf von Definitionen, Notationen, Konzepten; recall), Technik und
Fahigkeiten (Rechnen, Manipulation von Symbolen; skill), die Ubertragung von Daten in Symbole
oder Schemata (translation) und das Verstehen (comprehension), also die Fahigkeit, Probleme
analytisch anzugehen, unterschieden. Bei der Testentwicklung fir SIMS wurden die Items in einer
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Matrix eingeordnet, bei der die Zeilen durch die zentralen mathematischen Stoffgebiete und die
Spalten durch hierarchisch angeordnete Stufen kognitiver Operationen bestimmt wurden. Diese
Matrix wurde fir TIMSS, in dessen Rahmen ,verldssliche Daten zu den Leistungen von mehr als einer
halben Million Schiilerinnen und Schiiler aus rund 15.000 Schulen in 46 Landern ermittelt" (Koller,
Baumert & Bos, 2001, S. 270f) wurden, um eine Dimension erweitert, sodass sich die in Abbildung 27
dargestellten Kategorien fir das mathematische Sachgebiet ergaben.

MATHEMATICS

Performance Expectatians
« Knowing
Content + Using routineg procedures
* Numbers » Investigating and problem solving
* Measurement * Mathematical reasoning
» Geomatry = Communicating

* Proportionality

« Functions, relations, equations
+ Data, probability, statistics .
* Elementary analysis PEI‘EpECtWES

+ Validation and structure * Attitudes

+ Careers

* Participation

+ Increasing interest

= Habits of mind

- __________________________;

Abbildung 27: Kategorien bei TIMSS 1995 (Martin & Kelly, 1996, p.7).

Neben der Inhaltsdimension (mathematischer Schulstoff; content) und den Anforderungsarten
(kognitive Operationen; performance expectations) waren nun also die allgemeinen Bildungsziele der
mathematisch-naturwissenschaftlichen Facher (perspectives) in der Struktur der Rahmenkonzeption
enthalten. Die aufgezeigten und sehr detaillierten Performance-Expectations-Kategorien wurde fir
den TIMSS-Report allerdings zu vier Kategorien (knowing, performing routine procedures, using
complex procedures, solving problems) zusammengefasst (Mullis et al., 1997, p. 14). Bei Neubrand
(2002, S. 77) ist diese Verdanderung graphisch dargestellt. Bei der Entwicklung von Aufgaben fir die
TIMS-Studie 2003 wurden folgende Anforderungsbereiche (Cognitive Domains) unterschieden:
Knowing Facts and Procedures, Using Concepts, Solving Routine Procedures und Reasoning (Mullis et
al., 2004, p. 339). Bei der Kategorisierung der ltems kam es zu Uberschneidungen, weshalb die
Anforderungsbereiche erneut Gberarbeitet und letztlich drei Bereiche (Knowing Facts, Procedures,
and Concepts; Applying Knowledge and Conceptual Understanding; Reasoning) unterschieden
wurden (Mullis, Martin & Foy, 2005, p. 6f) und werden (Knowing, Applying, Reasoning;
Reproduzieren, Anwenden, Problemldsen) (Mullis et al., 2009, p. 40ff; Wendt et al., 2012, S. 14).

Die bekannteste Revision der Bloom schen Taxonomie veroffentlichten Anderson & Krathwohl (2001)
45 Jahre spater. Die Autoren verfolgten damit das Ziel, die Aufmerksamkeit der Lehrkrafte erneut auf
den Wert der Original-Taxonomie auszurichten und neues Wissen beziehungswiese neue Gedanken
zu integrieren (Anderson & Krathwohl, 2001, S.XXIf). So ersetzten sie beispielsweise den Begriff der
Verhaltensweisen durch den der kognitiven Prozesse, um Verwirrung zu beseitigen (Anderson &
Krathwohl, 2001, S. 14). Sie ordneten die sechs kognitiven Prozesskategorien (cognitive process
dimension) zusammen mit vier Wissensarten (knowledge dimension) in einer zweidimensionalen
Matrix an (Tab. 7).
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Tabelle 7: The revised Taxonomy Table (Anderson & Krathwohl, 2001, S. 28)

THE COGNITIVE PROCESS DIMENSION
THE 1. 2. 3. 4. 5. 6.
KNOWLEDGE REMEMBER | UNDERSTAND APPLY ANALYZE EVALUATE CREATE
DIMENSION
A.
FACTUAL
KNOWLEDGE
B.
CONCEPTUAL
KNOWLEDGE
C.
PROCEDURAL
KNOWLEDGE
D.
METACOGNITIVE
KNOWLEDGE

Wie in Tabelle 7 zu erkennen ist, wurde dabei sowohl die Reihenfolge als auch einige Bezeichnungen
der sechs Ebenen nach Bloom (Wissen, Verstehen, Anwendung, Analyse, Synthese, Bewertung) leicht
verandert, sodass diese starker auf die beteiligten kognitiven Prozesse hinweisen: erinnern,
verstehen, anwenden, analysieren, bewerten/beurteilen und herstellen/erschaffen (Anderson &
Krathwohl, 2001, S. 66ff). Die Komplexitat der in Verbform beschriebenen Prozesskategorien nimmt
mit jeder hoheren Kategorie zu, wobei Kategorien der jeweils nachfolgenden Stufe Kategorien der
jeweils vorhergehenden Stufe umfassen. Dies bedeutet jedoch nicht, dass damit ein
Abhadngigkeitsverhaltnis definiert ist oder dass Aussagen (iber Lern- und Entwicklungsprozesse
getroffen werden kdnnen. So ist es beispielsweise nicht moglich, Verfahren zu beurteilen, wenn man
sie nicht verstanden hat, wohl aber ist das Ausfihren eines Verfahrens auch ohne Verstandnis
moglich. Die sechs Kategorien werden in weitere Unterkategorien aufgeteilt (Anderson & Krathwohl,
2001, S. 31). Der Dimension der kognitiven Prozesse (cognitive process dimension) wurde eine zweite
Dimension (knowledge dimension) hinzugefiigt. Diese Wissensdimension enthalt als Wissensarten
das Tatsachen-/Faktenwissen, das Begriffswissen, das prozedurale und das metakognitive Wissen.
Auch diese Kategorien sind bezliglich der Abstraktionsebene ansteigend angeordnet und werden
weiter ausdifferenziert (Anderson & Krathwohl, 2001, S. 45ff). Die Autoren zeigen auf, wie ein
Lernziel klassifiziert werden kann (Anderson & Krathwohl, 2001, S. 32) und wie die Taxonomie zu
nutzen ist (Anderson & Krathwohl, 2001, S. 95ff).

,The Taxonomy of Educational Objectives is a scheme for classifying educational goals,
objectives, and, most recently, standards." (Krathwohl, 2002, p. 218)

Wie die urspriingliche wird auch die Gberarbeitete Taxonomie vielfach rezipiert. Ein Beispiel dafiir ist
die bei der Entwicklung eines Kompetenzstufenmodells fir die berufliche Bildung im Rahmen des
Projekts ULME (Untersuchungen der Leistungen, Motivation und Einstellungen in der beruflichen
Bildung) erstellte Klassifikationsmatrix zur Uberpriifung des Anspruchsniveaus von Testaufgaben, die
eine Inhalts- und eine Verhaltensdimension enthilt (Abb. 28). Von den vier bei Anderson und
Krathwohl (2001) zu findenden Wissensarten wurden die ersten drei ibernommen. Die sechs
Bloom'schen Kategorien wurden an Metzger et al. (1993) orientiert mit den in Abbildung 28
aufgezeigten alternativen Bezeichnungen ebenfalls zusammengefasst (Hofmeister, 2005, S. 2ff).
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Leistung :> Reproduzieren Anwenden/ Kritisieren/
Wissensarten Verstehen Reflektieren
) A
Fakten ]—l
A
Konzepte
A
Prozeduren
B

Abbildung 28: Klassifikationsmatrix fiir ULME (Hofmeister, 2005, S. 5).

3.3 Kognitive Anforderungen

Der Begriff der kognitiven Anforderungen wurde im Rahmen der Darstellung der
kognitionstheoretischen Grundlagen bereits mehrfach verwendet. Kognitive Anforderungen werden
vor allem im Zusammenhang mit der Konzeption der Schulleistungsstudien und folglich mit der
Entwicklung der Bildungsstandards unterschieden. So werden die TIMSS-Aufgaben neben
inhaltlichen Gesichtspunkten beziglich ihrer kognitiven Anforderungen (Cognitive Domains)
beschrieben. Walther et al. (2008, S. 49ff) stellen die Bezlige dieser Cognitive Domains (Knowing,
Applying, Reasoning) zu den in den Bildungsstandards formulierten kognitiven Anforderungsbereiche
heraus und ordnen zudem den Kompetenzstufen charakteristische Anforderungen zu.

Wie bei TIMSS wird auch bei PISA neben der inhaltsbezogenen Dimension und der Einbettung der
Aufgaben in verschiedene Anwendungskontexte die anforderungsbezogene Dimension der
Kompetenzcluster mitberilicksichtigt. Diese besteht aus den drei kognitiven Anspruchsniveaus
Reproduktion, Verbindungen und Reflexion. Beim Kompetenzcluster Reproduktion werden die
erforderlichen Kompetenzen nur auf niedrigem Niveau bendtigt, wie beispielweise bei der
Ausfiihrung einfacher Standardtatigkeiten. Dem mittleren Niveau (Verbindungen) werden
Uberschaubare Tatigkeiten, die mehrere Schritte oder die Verknilipfung mehrerer Aufgabenelemente
erfordern, zugeordnet. Die Kompetenzen, die auf hohem Niveau benétigt werden, wie
Verallgemeinerungen oder Reflexion, entsprechen dem dritten Anspruchsniveau (Frey et al., 2010, S.
155).

Im Rahmen der bei IGLU-E 2001 erhobenen mathematischen Leistungen deutscher Schiilerinnen und
Schiler in der Primarstufe wurden die Aufgaben ebenfalls drei verschiedenen Tatigkeiten
zugeordnet. Dabei wurden zum einen Faktenwissen, einfache mathematische Begriffe, Fertigkeiten
oder Standardverfahren eingesetzt. Zum anderen mussten mehrere bekannte rechnerische oder
begriffliche Losungsschritte und Losungselemente zu einer Gesamtlésung zusammengefiigt werden.
Die dritte Tatigkeit betraf das Uberwinden von Barrieren bei problemhaften Aufgaben durch
schopferisches Denken. Des Weiteren wurden drei schwierigkeitsgenerierende
Anforderungsmerkmale fiir Aufgaben genannt. Dies sei die Verflgbarkeit mathematischer Inhalte,
Begriffe und Prozesse, die zur Bewaltigung der Anforderungen eingesetzt werden kdnnen oder die
Fahigkeit zum Arbeiten mit mathematischen Modellen genannt. Die Anforderungen unterscheiden
sich zudem, wenn die zur Aufgabenlésung notwendigen Werkzeuge lediglich aktiviert werden
missen, oder wenn zuséatzlich eine Barriere zu Gberwinden ist (Walther et al., 2003, S. 194ff).

Das in den USA durch das NAEP (National Assessment of Educational Progress) fiir die Uberpriifung
der in Kapitel 2.1.4 dargestellten NCTM-Standards entwickelte Modell zur Einordnung der Items
besitzt ebenfalls eine dreidimensionale Struktur (U.S. Department of Education, 2012). Die Aufgaben
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werden hinsichtlich von flinf Stoffbereichen (content strands), drei prozessbezogenen (mathematical
power) und drei mathematischen Fahigkeiten (mathematical abilities) klassifiziert. Zusatzlich dazu
werden die Items hinsichtlich ihrer Komplexitat klassifiziert (low complexity, moderate complexity,
high complexity), um die kognitiven Anforderungen der Items zu fokussieren: ,Items at the low level
of complexity, for example, may ask a student to recall a property. At the moderate level, an item
may ask the student to make a connection between two properties; at the high level, an item may
ask a student to analyze the assumptions made in a mathematical model" (U.S. Department of
Education, 2013).

Blichter und Leuders (2005, S. 106) zeigen ein Stufenschema auf, um das Anforderungsniveau von
Teilaufgaben grob einschatzen zu kénnen. Dabei werden Anforderungen an Lernende dargestellt, die
tendenziell nach dem steigenden Niveau angeordnet wurden (Abb. 29). Das Anforderungsniveau von
Aufgaben lasst sich variieren durch die Aufgabenschwierigkeit, durch den Bearbeitungsaufwand,
durch unterschiedliche Zugange, durch die Reichhaltig- oder Vielgestaltigkeit der zu bearbeitenden
Beispiele, durch die Verwendung konkreter Objekte oder symbolischer Reprasentationen, durch den
Transfer auf komplexere Falle und durch die Variation der Anforderung.
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Abbildung 29: Stufenschema zur Einschatzung des Anforderungsniveaus (Biichter & Leuders, 2005, S. 106).

Neubrand (2002, S. 54ff) stellt Untersuchungen zum Zusammenhang zwischen der Verstindnis- und
Fertigkeitsorientierung von Aufgaben dar. Es geht dabei darum, ob das Beherrschen von Verfahren
die Voraussetzung fiir verstandnisvolles und bedeutungshaltiges Lernen ist, oder ob das Beherrschen
von Verfahren bereits Verstehen voraussetzt. Demnach zeigt sich in unterschiedlichen Altersstufen
und mathematischen Anforderungen, dass der expliziten Verfligbarkeit mathematischer Konzepte
die implizite Nutzung dieser Konzepte beim Losen von Aufgaben vorangeht. Das Vorhandensein von
Prozeduren setzt deren Einsatz voraus, wohingegen fiir den Aufbau und die sinnvolle Nutzung der
Prozeduren wiederum Verstandnis notwendig ist, sodass sich beides gegenseitig bedingt. Im Rahmen
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von Untersuchungen zum japanischen Mathematikunterricht wurde festgestellt, dass die Arbeit mit
verstandnisorientierten Aufgaben (thinking methods) nicht zu Nachteilen beim Erlernen von
Fertigkeiten fiihrt. Amerikanische Projekte zeigen dhnliche Ergebnisse. Nach Hiebert (1999, p. 11f) ist
die Betonung von Prozeduren charakteristisch flir den Mathematikunterricht. Das Entwickeln
beziehungsweise Verknilipfen von Konzepten wird vernachldssigt, was mit den im Rahmen der
Schulleistungstests gewonnenen Erkenntnisse einhergeht (vgl. Kap. 2.1.2). Er fiihrt eine Reihe von
Studien an, die belegen, dass die Schiilerinnen und Schiiler nur das lernen, wozu sie die Gelegenheit
bekommen.

Renkl (1991) unterschied bei seiner Untersuchung zu Unterrichtsinhalten im dritten Schuljahr
zwischen performanz- und strukturorientierten Aufgaben. Performanzorientierte Aufgaben betreffen
die Automatisierung von Prozeduren, den Abruf einzelner Fakten (deklarativ: 4+5=9) oder bereits
erlernter Strukturen (prozedural: schriftliche Subtraktionsaufgaben) und mechanisches Wissen. Geht
es um den Erwerb konzeptuellen Wissens, um das Nennen mathematischer Prinzipien oder um das
Anwenden von Beispielen und bedeutungshaltiges Wissen beziehungsweise Transfer, so sind dies
nach Renkl strukturorientierte Aufgaben. Jene Anforderungen, die bei Bloom et al. (1972) als
Faktenfragen eingestuft werden, aber mathematische Prinzipien betreffen, wurden bei Renkl als
strukturorientierte  Aufgaben klassifiziert. Die Prozessfrage, wie das Ergebnis einer
Subtraktionsaufgabe ermittelt werden kann, wurde bei Renkl als die Anwendung bereits erlernter
Algorithmen angesehen und damit als performanzorientierte Aufgabe klassifiziert. Er fand in seiner
Untersuchung heraus, dass durchschnittlich zweimal so viele performanzorientierte Aufgaben im
Mathematikunterricht an deutschen Grundschulen gestellt werden als strukturorientierte Aufgaben.

Wohingegen Renkl nicht zwischen Stellung und Bearbeitung der Aufgabe unterschied, untersuchten
Stein, Grover und Henningsen (1996, p. 458ff) in ihrer Studie, wie sich die Struktur der Aufgaben
wahrend ihrer Bearbeitung eventuell verandert. Sie beurteilten die Aufgaben dabei beziiglich der
Merkmale der Aufgaben (Task Features) und der kognitiven Anforderungen (Cognitive Demands) und
stellten dies in einem Modell dar (Abb. 30).

MATHEMATICAL MATHEMATICAL MATHEMATICAL
TASK as represented in TASK as set up by TASK as
curricular/instructional teacher in the implemented by
materials. classroom. students in the
> »{ classroom. STUDENT
A"| e Task Features A" LEARNING

e Enactment of Task

® Cognitive Demands Features

® Cognitive Processing

FACTORS
INFLUENCING
IMPLEMENTATION

Classroom Norms
Task Conditons

FACTORS
INFLUENCING SET
up

Teacher Goals

Teacher Subject Matter Knowledge

Teacher Instructional Habits &
Dispositions
Student Learning Habits &
Dispositions

Teacher Knowledge of
Students

Abbildung 30: Relationship among various task-related variables and student learning
(Stein, Grover & Henningsen, 1996, S. 459).
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Die grau schraffierten Bereiche wurden beobachtet. In der Phase der Aufgabenstellung (task set up)
wurden die Aufgaben hinsichtlich ihrer Merkmale bewertet, das heiRt ob mehrere
Losungsmoglichkeiten und Reprasentationsformen vorhanden waren, und ob die Aufgaben
Erklarungen verlangten. Auch die kognitiven Anforderungen, das heiRt die Art der Denkprozesse, die
zur Aufgabenlosung notwendig waren, wurden erfasst. Dabei wurden vier Anforderungen
unterschieden (Memorization, Procedures without Connections, Procedures with Connections, Doing
Mathematics). In der Phase der Aufgabenbearbeitung (task implementation) wurde (iberprift,
inwieweit die Schilerinnen und Schiler die Aufgaben den Anforderungen entsprechend
bearbeiteten, also ob sie beispielsweise mehrere Losungsmoglichkeiten fanden. Auch die kognitiven
Prozesse, in die Schilerinnen und Schiller wahrenddessen involviert waren, wurden analysiert. Von
besonderem Interesse war die Entwicklung der an die Schiilerinnen und Schiler gestellten,
anspruchsvollen Aufgabenstellungen (high-level tasks) im Verlauf der Aufgabenbearbeitung. Je hoher
die kognitive Anforderung zum Zeitpunkt der Aufgabenstellung war, desto geringer war die
Ubereinstimmung mit den Anforderungen in den durch die Schiilerinnen und Schiiler ausgefiihrten
Aufgabenbearbeitungen. Die Autoren folgerten daraus unter anderem die Notwendigkeit
unterstitzender Zuwendung durch die Lehrkrafte zum Aufrechterhalten des mathematischen
Denkprozesses (Stein, Grover & Henningsen, 1996, p. 458ff).

Aufgaben erfordern immer unterschiedliche kognitive Prozesse, wobei die Unterscheidung zwischen
den intendierten und den tatsachlich ablaufenden Prozessen bedacht werden sollte. Viele weitere
Autoren verwenden zudem die Begriffe Anforderungs- oder Anspruchsniveau. Nach Zech (1977, S.
328ff) werden die fiir die Schwierigkeit einer Aufgabe maRgeblichen Gesichtspunkte unter dem
Terminus ,Anforderungsniveau" zusammengefasst. Als hdufig diskutierte Parameter nennt er
Anschaulichkeits-,  Abstraktions-, = Formalisierungs-  beziehungsweise = Mathematisierungs-,
Bekanntheits- und Komplexitatsgrad. Nach Bruder (1995, S. 129) kann das Anforderungsniveau von
Aufgaben anhand des Formalisierungsgrades, des Komplexitdtsgrades, des Bekanntheitsgrades und
der Ausfiihrungsanforderungen eingeschatzt werden. Bei Criblez et al. (2009) ist die Frage nach dem
Anforderungsniveau ,die Frage danach, welche Aufgaben schwierig und welche leicht sind" (Criblez
et al.,, 2009, S. 41). Nach Neubrand (2002, S. 67) wird das Anspruchsniveau mathematischer
Aufgaben bestimmt durch die verlangten Modellierungsfahigkeiten, durch den Problemcharakter,
durch den Bekanntheitsgrad und durch den Komplexitatsgrad. Nach Bauer (1978), in dessen
Aufgabenbestimmung Unterrichtsprozesse keine direkte Rolle spielen, werden die Anforderungen
durch die inhaltlich in den Aufgaben abgerufenen oder angeregten Denkprozesse beziehungsweise
Fahigkeiten bestimmt. Demnach machen die in Tabelle 8 dargestellten beiden Dimensionen
mathematische Denkleistung aus.

Tabelle 8: Zwei Dimensionen mathematischer Denkleistung

Nichtfachbezogene mathematische Fachbezogene mathematische Denkfihigkeiten
Denkfahigkeiten

Gedachtnisleistung, Erkennen von Analysieren, Synthetisieren, Abstrahieren, Klassifizieren
Information, Verarbeitung zu neuer (in Hinblick auf die mathematische Begriffsbildung),
Information, Beschreiten wechselnder  Systematisieren und Beweisen (bezlglich der Produktion
Wege innermathematischen Wissens), Experimentieren,

Umstrukturieren, Mathematisieren (beim Anwenden von
Mathematik)
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3.4 Weitere Aufgabenmerkmale

Neben den bereits in Kapitel 3.1 thematisierten Moglichkeiten der Klassifikation von Aufgaben und
der Unterscheidung von kognitiven Anforderungen (vgl. Kap. 3.3) gibt es viele weitere Merkmale und
Eigenschaften von Aufgaben.

In der Unterrichtspraxis werden sowohl die Lern- als auch die Leistungsaufgaben fiir die Schiilerinnen
und Schiiler mehr und mehr in drei Niveaustufen beziehungsweise Schwierigkeitsgraden differenziert
angeboten. Dass die Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler korrekt eingeschatzt werden,
sodass Uber- und Unterforderung vermieden und fiir jeden eine adiquate herausfordernde
Lernsituation geschaffen werden kann, ist nach Franke (2009, S. 121) eine entscheidende
Voraussetzung fiir erfolgreiches Unterrichten. Durch die Schulbuchverlage werden den Lehrkraften
diesbezliglich zahlreiche Hilfen zur Verfligung gestellt. Exemplarisch sei auf Hornschuh (2012) und
Rinkens und Hénisch (2008) verwiesen. Hornschuh (2012) unterscheidet in seinem Ubungsheft zur
Vorbereitung auf die Vergleichsarbeiten in Mathematik fiir die Grundschulen zwischen
grundlegenden, erweiterten und fortgeschrittenen Fahigkeiten. Rinkens und Honisch (2008) stellten
zur Erleichterung der Vorbereitung von Klassenarbeiten sechs Arbeiten und zu jeder Arbeit zusatzlich
Bausteine zur Veranderung oder Erweiterung der Arbeiten auf drei Niveaustufen
(Anforderungsbereiche I, 11, lll) zusammen.

Da sich die mathematische Kompetenz von Grundschulkindern unter anderem in der Bearbeitung
geeigneter Aufgabenstellungen zeigt (Reiss, Heinze & Pekrun, 2008, S. 109) und sich aus der
Bearbeitung von Aufgaben mit einem hohen Grad von Zuverlassigkeit auf das Vorhandensein oder
Fehlen entsprechender Kompetenzen beim Aufgabenldser schlieBen lasst (Blum, 2006, S. 15f),
werden Aufgaben konzipiert und zu Tests zusammengestellt, um die kognitiven Prozesse nach auRen
transportieren zu kénnen. Zur Feststellung der geometrischen Kompetenz der Schiilerinnen und
Schiiler sollte das raumliche Wahrnehmungsvermdogen (fundamentale Operation, auf der alle Gibrigen
Fahigkeiten aufbauen), das rdaumliche Vorstellungsvermégen (Erkennen von Objekten, gedankliche
Transformationen und Relationen von Objekten, Orientierung im gedachten Raum) und das
geometrische Begriffswissen (in verbaler Form oder als ,,Bildwissen") getestet werden (Franke, 2009,
S. 121). Im durch die Testzentrale herausgegebenen Testkatalog (vgl. Testzentrale) werden keine
normierten Tests zur isolierten Erfassung der Geometrieleistung aufgelistet, wohl aber solche, die
innerhalb des mathematischen Bereichs zwischen dem Triumvirat Arithmetik, Geometrie und
Sachrechnen unterscheiden (DEMAT, MTAS) oder einzelne geometrische Bereiche abfragen (BASIC
MLT, M-PA).

Wahrend die Gutekriterien der klassischen Testtheorie Auskunft tGber die Qualitat der Testaufgaben
geben, kénnen bei Lernaufgaben viele weitere Merkmale etwas (iber deren Qualitat aussagen und
diese beeinflussen, wie beispielsweise die bei Blichter und Leuders (2005, S. 73ff) genannten
qualitatsbestimmenden Merkmale der Authentizitat, der Offenheit und des
Differenzierungsvermogens. Solche qualitatsbestimmenden Aufgabenmerkmale werden haufig im
Zusammenhang mit schwierigkeitsbestimmenden Aufgabenmerkmalen genannt. Auf dem
Bildungsserver Rheinland-Pfalz werden die Komplexitat der Aufgabenstellung, die Anforderungen an
das Lernprodukt und die Anforderungen an das Vorwissen als schwierigkeitsbestimmende Merkmale
unterschieden. Die Komplexitdt der Aufgabenstellung wird dabei durch die Menge und Dichte der
Denkoperationen bestimmt, die zur Losung der Aufgabe absolviert werden miissen (Bildungsserver
Rheinland-Pfalz). In der klassischen Testtheorie wird die Schwierigkeit empirisch durch den
prozentualen Anteil der richtigen Aufgabenbearbeitungen an der Gesamtstichprobe bestimmt und
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hangt somit von der Personenstichprobe ab. Dieser Schwierigkeitsindex ist bei schwierigen Aufgaben
niedrig und bei leichten Aufgaben hoch (Lienert & Raatz, 1998, S. 32). Auch Seeger (1990, S. 48)
versteht unter Aufgabenschwierigkeit den Prozentsatz der richtigen Losungen, wobei der Prozentsatz
der richtigen Losungen bei steigender Aufgabenschwierigkeit sinkt und umgekehrt.

In den PISA-Studien wird die Losung mathematischer Aufgaben als Modellierungsprozess dargestellt,
wobei hinsichtlich der Komplexitdt systematisch zwischen den Anforderungsmerkmalen
Reproduktion, Verknipfung und Verallgemeinerung unterschieden wird (vgl. Kap. 3.3). Weitere
Aspekte des Modellierungsprozesses sind das Vorhandensein vielfaltiger Losungsmoglichkeiten, die
Anzahl der zu verarbeitenden GroRen, die Notwendigkeit des Argumentierens und die curriculare
Wissensstufe. Jede PISA-Aufgabe wurde beziiglich dieser Merkmale eingeschatzt. Dabei stellten sich
alle Merkmale als schwierigkeitsrelevant heraus, die Komplexitat des Modellierungsprozesses und
die curriculare Wissensstufe waren am einflussreichsten (Klieme, Neubrand & Ludtke, 2001). Der
Zusammenhang zwischen dem Schwierigkeitsgrad der Testaufgaben und der Leistung der
Testteilnehmer kann auf einer einzigen kontinuierlichen Skala aufgezeigt werden (vgl. Kap. 2.3.3).
Der relative Schwierigkeitsgrad einer Testaufgabe kann am Prozentsatz der Testteilnehmer gemessen
werden, die die einzelnen Aufgaben richtig beantworten. Die relative Leistungsfahigkeit der
Testteilnehmer kann wiederum daran gemessen werden, welchen Anteil der Aufgaben sie richtig
beantworten. Durch die Konstruktion einer Skala, die den Schwierigkeitsgrad jeder Aufgabe anzeigt,
ist es moglich, die Mathematikkompetenzstufe zu ermitteln, die einer bestimmten Aufgabe
entspricht. Durch die Ubertragung der Leistung der Testteilnehmer auf diese Skala ist es dann
moglich, den Grad der Mathematikkompetenz zu beschreiben, Giber den sie verfligen (OECD, 2013, S.
49).

Pollitt et al. (1985) identifizierten drei Kategorien der Schwierigkeit. Die Konzeptschwierigkeit bezieht
sich auf die dem Konzept intrinsische Schwierigkeit. Die Prozessschwierigkeit meint die Schwierigkeit
der kognitiven Operationen und der Anforderungen, die an die kognitiven Ressourcen des
Aufgabenbearbeiters gestellt werden. Die Schwierigkeit der Fragestellung betrifft die sprachliche
Formulierung und die Darstellung der Fragen.

Darauf bezugnehmend machten Fisher-Hoch und Hughes (1996, p. 2ff) im Rahmen ihrer empirischen
Untersuchung von Mathematikprifungen vor allem die Formulierung der Fragestellung und die
Anzahl an Arbeitsschritten als Schwierigkeitsquellen (Sources of Difficulties, SODs) von
mathematischen Aufgaben aus. Sie stellten fest, dass Aufgaben, die mehr Arbeitsschritte benétigen
und somit mehr Denkarbeit erforderten, auch schwieriger waren.

Bereits Aebli (1983, S.355ff) beschaftigte sich mit dem Faktor der Schwierigkeit und entwickelte kein
generelles Schwierigkeitsmal® fir Aufgaben, sondern betrachtete vor allem drei Aspekte von
Aufgaben. Dies war zum einen die Struktur der herzustellenden Relation (Operation und
Handlungsschema), die niemals eindimensional ist, sondern gepragt wird durch die Komplexitat der
Elemente und der durchzufiihrenden Operation, durch die Relationen zwischen den Elementen und
durch die Verfligbarkeit der Elemente, das heilt ob diese erst noch aufgebaut oder manipuliert
werden missen. Auch die Modalitat der gegebenen und der zu erzeugenden Elemente, also ob diese
bereits visualisiert sind oder aus dem Gedachtnis reproduziert werden miissen, sowie die Art der
Medien, in denen der Strukturaufbau stattfindet, bestimmen demnach die Schwierigkeit einer
Aufgabe.

Nach Aebli (1983) war es entscheidend, dass die Schwierigkeit einer Aufgabe nicht nur aus ihren
objektiven Zigen bestimmt wurde, sondern relativ zum Repertoire des Menschen, der sie bearbeiten
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will. Der Mensch koénne eine Aufgabe sofort als bekannte Aufgabe erkennen und brduchte die in
seinem Repertoire befindliche Struktur nur abzurufen (Aebli, 1983, S.356). Auch nach Neubrand
(2002, S. 63) ist die Kombination von subjektivem Bekanntheitsgrad und den objektiven
Anforderungen der Aufgabe entscheidend fiir die Beurteilung der Aufgabenschwierigkeit. Diese
Abhdngigkeit der Anforderungen vom Bekanntheitsgrad der Aufgaben macht es bei internationalen
Untersuchungen schwierig, Aufgaben aufgrund der an die Schiilerinnen und Schiler gestellten
Anforderungen zu klassifizieren. Der Bekanntheitsgrad wird durch das jeweilige nationale Curriculum
beeinflusst und bedingt somit eine implizite Kulturabhangigkeit der Kategorisierung bei der
Betrachtung aus der Perspektive der Schiilerinnen und Schiler (Neubrand, 2002, S. 75f). Im Rahmen
der Uberpriifung der modellbasierten Zuweisung der Items zu den Kompetenzniveaus nach Reiss
anhand der Itemschwierigkeiten (vgl. Kap. 2.1.4) fanden Reiss, Heinze und Pekrun (2008, S.118) bei
der Analyse erklarungsbedirftiger Items bezlglich des Verdoppelns heraus, dass es offensichtlich
eine Rolle spielt, ob nicht allgemeine Techniken, sondern spezielle Aufgabentypen gelibt wurden.
Auch Stern (1999) ermittelte im Zusammenhang mit Textaufgaben eine Abhangigkeit der
Mathematikleistungen von der Quantitat und Qualitat schulischer Lerngelegenheiten (Stern, 1999,
zitiert nach Neubrand 2002, S. 55). Nach Bromme, Seeger und Steinbring (1990) ist die
Aufgabenbearbeitung und die damit verbundene Zielerreichung nicht alleine durch die
Aufgabenstellung determiniert, sondern ebenfalls von subjektiven Faktoren wie der Wahrnehmung
und dem Bekanntheitsgrad abhdngig. Die Autoren unterscheiden zwischen einer rationalen
Aufgabenanalyse, bei der vom Losungsverhalten eines mittleren Aufgabenldsers ausgegangen wird,
und einer empirischen Aufgabenanalyse, bei der untersucht wird, wie die Aufgaben tatsachlich gel6st
werden. Sie vertreten die Ansicht, dass sich die Anforderungen in der Aufgabenstellung (rationale
Analyse) nicht analysieren lassen, ohne dabei die Schilertatigkeit in Betracht zu ziehen (empirische
Analyse), und umgekehrt muss man die Anforderungen analysiert haben, um die Tatigkeit zu
verstehen. Da die Angemessenheit von Anforderungen in Aufgaben also auch von den individuellen
Lernvoraussetzungen der Schilerinnen und Schiiler und dem Bekanntheitsgrad der Aufgabe
abhangen, sollte die Lehrkraft (iber den Bekanntheitsgrad von Aufgabentypen informiert sein, um die
weiteren Aufgaben didaktisch angemessen auswahlen zu kénnen (Bromme, Seeger & Steinbring, S.
4ff).

Zahlreich sind die Forderungen nach sogenannten ,guten” Aufgaben. Nach Kapnick (2003, S. 169f)
zeichnen diese sich durch die adressatenbezogene Bestimmung des konkreten Inhalts
beziehungsweise der inhaltlichen Schwerpunktsetzung und die Berlcksichtigung des
Schwierigkeitsgrades, der Prasentationsweise und der einzuplanenden Bearbeitungszeit beim Stellen
von Aufgaben aus. Konig-Wienand, Langer und Lewe (2003, S. 43f) weisen darauf hin, dass es gute
Aufgaben an sich nicht gibt, sondern dass jederzeit der Aspekt der Mathematik, der jeweilige
Lernende und der Unterricht berlcksichtigt werden missen. Gute Aufgaben sollten hinreichend
komplex sein und je nach Zweck geeignet sein. Sie sollten ein breites Spektrum an inhaltlichen und
allgemeinen Zielen des Mathematikunterrichts abdecken und Geduld, Ausdauer, Konzentration und
Anstrengungsbereitschaft erfordern. Gute Aufgaben sollten im Hinblick auf ihre Funktion beurteilt
werden. Wichtig ist, dass die Lehrkrafte Aufgaben reflektiert auswahlen und selbst entwickeln,
sodass sie zum Nachdenken anregen, Wissen aktualisieren und subjektiv bedeutsam werden (Konig-
Wienand, Langer & Lewe, 2003, S. 45). Auch Bauersfeld (2003, S. 15f) ist der Ansicht, dass es gute
Aufgaben nicht universal gibt, sondern von der jeweiligen Situation und Person abhangen. Er
kritisiert den Blick der Aufgabendidaktik auf die mathematische Aufgabenstruktur, auf die Definition
von Schwierigkeitsgraden und deren Stufung, auf die Lebensndahe und auf die Einbettung in die
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Unterrichtszusammenhange. Es sollten stets vor allem die l6sungsrelevanten,
personlichkeitsbildenden Effekte wie Anstrengung, Flei, Ausdauer, Flexibilitdit (Aufsuchen
alternativer LOsungsansatze), Selbstreflexion, Hinterfragen, Ernsthaftigkeit, Einstellungen und
Vergniigen als Lernziele beim Bearbeiten von Problemsituationen mit bedacht werden. Nach
Wollring (2003, S. 131ff) erfordern gute Aufgaben nicht nur das Wissen von Tatsachen und das
direkte Anwenden von Fertigkeiten oder Routinen, sondern auch die aktive, kommunikative,
kritische und individuelle Auseinandersetzung mit mathematischen Strategien und Strukturen.
Blichter und Leuders (2005, S. 13ff) merken an, dass das Potenzial, das in einer Aufgabe steckt, durch
einen falschen Einsatz zunichte gemacht werden kann, dass Aufgaben die Qualitat des Unterrichts
beeinflussen und dass Aufgaben dazu in der Lage sind, einen Beitrag zur erwiinschten Entwicklung
des Mathematikunterrichts zu leisten.

Das folgende Zitat leitet Uber zur Betrachtung der in den Bildungsstandards formulierten
Anforderungsbereiche:

,Gute Aufgaben sind solche, welche bei Schiilern in Verbindung mit inhaltlichen
Kompetenzen, bezogen auf grundlegende mathematische Begriffe und Verfahren, die
Entwicklung allgemeiner mathematischer Kompetenzen unterstiitzen. So gesehen sind gute
Aufgaben das zentrale Instrument fiir die Implementation der Bildungsstandards Mathematik
im Primarbereich." (Granzer & Walther, 2008, S. 9)
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4 Anforderungsbereiche in den Bildungsstandards

In den Erlauterungen zur Konzeption und Entwicklung der Bildungsstandards heil3t es, dass die
Umsetzung der Bildungsstandards die Chance der Entwicklung einer anforderungsbezogenen
Aufgabenkultur bietet (KMK, 2005b, S. 11). Die Unterscheidung kognitiver Anforderungen hat ihren
Ursprung bei Bloom et al. (vgl. Kap. 3.2.3), woran in zahlreichen Kontexten, unter anderem im
Rahmen der Aufgabenbeschreibungen bei TIMSS und PISA (vgl. Kap. 3.3), angeknipft wurde. Das
Konzept der kognitiven Anforderungen wurde schlielich in alle bisher erlassenen, national
verbindlichen Bildungsstandards durch die Formulierung von drei Anforderungsbereichen integriert.
Zunachst werden die fir den Primarbereich formulierten Anforderungsbereiche dargestellt und mit
geometrischen Beispielaufgaben konkretisiert (Kap. 4.1). Durch die von der Kultusministerkonferenz
nach eigener Aussage bisweilen sehr knapp gehaltenen Erlauterungen werden zum Vergleich
zusatzlich die Anforderungsbereiche in den Bildungsstandards flir andere Facher und Schulabschliisse
betrachtet. Danach wird der mogliche Nutzen der Anforderungsbereiche aufgezeigt (Kap. 4.2).
AbschlieBend werden Anmerkungen verschiedener Autoren zu den Anforderungsbereichen und dem
haufig genannten Zusammenhang zur Schwierigkeit von Aufgaben dargestellt (Kap. 4.3).

4.1 Anforderungsbereiche zur Leitidee Raum und Form in den
Bildungsstandards

Die Bildungsstandards im Fach Mathematik fir den Primarbereich nennen allgemeine sowie
inhaltsbezogene mathematische Kompetenzen fiir das Ende der Grundschulzeit (vgl. Kap. 2.3). Die
ebenfalls darin formulierten Anforderungsbereiche beschreiben, welche Anforderungen an die
Schilerinnen und Schiler gestellt und welche Fahigkeiten zum Losen der Aufgabe erforderlich sind.
Es werden die drei Anforderungsbereiche Reproduzieren (AB 1), Zusammenhange herstellen (AB 1)
und Verallgemeinern und Reflektieren (AB Ill) unterschieden (KMK, 2005a, S. 13ff). Dabei fokussieren
die Formulierungen den Losungsweg von Aufgaben. Zur Konkretisierung der Standards werden
insgesamt 60 Aufgaben mit unterschiedlichen Anforderungen (AB I, AB Il, AB Ill) zu 14 verschiedenen
mathematischen Schwerpunkten dargestellt (KMK, 2005a, S. 12ff), die sich wie in Tabelle 9
dargestellt auf die funf Leitideen und die drei Anforderungsbereiche verteilen.

Tabelle 9: Verteilung der Beispielaufgaben auf Leitideen und Anforderungsbereiche
(eigene Darstellung in Anlehnung an KMK, 2005a, S. 12ff)

Aufgaben insgesamt AB | AB Il AB Il
Zahlen und Operationen 16 6 7 3
Raum und Form 12 3 7 2
Muster und Strukturen 10 3 4 3
Grofen und Messen 11 5 5 1
Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit 11 5 4 2
gesamt 60 22 27 11
Prozentual 100% 37% 45% 18%

Zum Kompetenzbereich Raum und Form werden insgesamt 12 Aufgabenbeispiele mit den
Themenschwerpunkten Wirfel, Wirfelbauten und Dreiecke vorgestellt, die in den folgenden
Ausfiihrungen bei der Vorstellung des jeweiligen Anforderungsbereichs beschrieben
beziehungsweise aufgezeigt werden.
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Das Sekretariat der Standigen Konferenz der Kultusminister der Ldander in der Bundesrepublik
Deutschland (KMK, 2005a, S. 13) definiert den ersten Anforderungsbereich wie in Abbildung 31
dargestellt.

Anforderungsbereich ,Reproduzieren® (AB I)
Dag Lisen der Aufgabe erfordert Grundwissen und das Ausfithren von
Routinetéitigkeiten.

Abbildung 31: Anforderungsbereich | (KMK, 20053, S. 13).

An gleicher Stelle wird erganzt, dass sich manche Aufgaben beziehungsweise Teilaufgaben durch
Reproduzieren im Rahmen gelernter und gelibter Verfahren in einem abgegrenzten Gebiet |6sen
lassen (KMK, 2005a, S. 13). Diese Aufgabentypen sind den Schiilerinnen und Schiilern also bereits
bekannt.

In den aufgezeigten Aufgaben wird beispielsweise einfaches begriffliches Wissen verlangt, indem
Eigenschaften zu Grundbegriffen der ebenen und der im Alltag verankerten raumlichen Geometrie
genannt werden sollen. So sollen die Schiilerinnen und Schiiler die Anzahl der Flachen, Ecken und
Kanten eines Wiirfels nennen (KMK, 20053, S. 19). Auch Aufgaben, in denen Fertigkeiten wie das
Zeichnen einfacher Formen der ebenen Geometrie mit Hilfsmitteln sowie das Einsetzen
grundlegender geometrischer Arbeitsmittel gefordert werden, sind Anforderungsbereich |
zuzuordnen. Exemplarisch sind Aufgaben abgebildet, bei denen die Schiilerinnen und Schiiler mit
dem Geodreieck ein rechtwinkliges Dreieck zeichnen (KMK, 20053, S. 22) oder die Lange der Seiten
eines Dreiecks bestimmen sollen (KMK, 2005a, S. 22). Leitideeniibergreifend werden zu
Anforderungsbereich | insgesamt 22 Aufgaben aufgezeigt.

Wahrend Anforderungsbereich | lediglich mit drei Beispielaufgaben fir die Leitidee Raum und Form
konkretisiert wird, werden zu Anforderungsbereich Il sieben Beispiele vorgestellt. Dieser
Anforderungsbereich wird wie in Abbildung 32 ersichtlich definiert.

Anforderungsbereich ,Zusammenhinge herstellen” (AB IT)
Das Lisen der Aufgabe erfordert das Erkennen und Nutzen von Zusam-
menhéngen.

Abbildung 32: Anforderungsbereich Il (KMK, 20054, S. 13).

Konkretisiert wird Anforderungsbereich Il durch Aufgaben zum Umgang mit Kérpernetzen und zum
Vollziehen mentaler Operationen im Raum, indem die Schiilerinnen und Schiler Wirfelnetze
identifizieren oder gegeniberliegende Flachen in Netzen einfarben sollen (KMK, 2005a, S.19). Auch
Aufgaben zur zwei- und dreidimensionalen Darstellung von Wirfelbauten werden dem zweiten
Anforderungsbereich zugeordnet. Exemplarisch werden Aufgaben aufgezeigt, in denen die
Schiilerinnen und Schiiler die Anzahl der Wirfel von Bauwerken bestimmen (Abb. 33), passende
Baupladne identifizieren (Abb. 34) und Bauwerke erganzen sollen (Abb. 35).
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Aus wie vielen Wiirfeln besteht dieses Bauwerk? (AB II)

Abbildung 33: Aufgabe 1 zu Anforderungsbereich Il (KMK, 20054, S. 20).

Welches ist der passende Bauplan? Kreuze an. (AB II)

3|2 1 3 |2 1 3 ]2 1
2|2 2 |1 2 |1
1 1 2

O O O

Abbildung 34: Aufgabe 2 zu Anforderungsbereich Il (KMK, 20054, S. 21).

Wie viele kleine Wiirfel brauchst du mindestens, um das Wiirfelbauwerk
zu einem groBlen Wiirfel zu ergénzen? (AB II)

/]

Abbildung 35: Aufgabe 3 zu Anforderungsbereich Il (KMK, 20053, S. 21).

Aufgaben zum Verstdndnis der Beziehungen der Formen im Bereich der ebenen Geometrie, wenn
Schiilerinnen und Schiiler beispielsweise ein Quadrat auf zwei unterschiedliche Arten in vier gleiche
Dreiecke oder ein Rechteck in vier gleiche Dreiecke zerlegen sollen (KMK, 2005a, S. 22), sind
ebenfalls Anforderungsbereich Il zuzuordnen. Insgesamt konkretisieren 27 der 60 Aufgabenbeispiele,
die in den Bildungsstandards fiir den Primarbereich im Fach Mathematik zu finden sind,
Anforderungsbereich Il.

Die Festlegung des Anforderungsbereichs Il ist in Abbildung 36 aufgezeigt. Zu diesem
Anforderungsbereich werden (ber alle Leitideen hinweg insgesamt nur elf Aufgabenbeispiele
aufgezeigt, davon zwei zum Bereich Raum und Form.

Anforderungsbereich ,,Verallgemeinern und Reflektieren* (AB III)
Das Losen der Aufgabe erfordert komplexe Tatigkeiten wie Strukturie-
ren, Entwickeln von Strategien, Beurteilen und Verallgemeinern.

Abbildung 36: Anforderungsbereich Il (KMK, 20054, S. 13).
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Folgende beiden Aufgaben sind in den Bildungsstandards enthalten (Abb. 37 und 38).

Hier ist ein Wiirfel aus Strohhalmen gebaut. Kifer Anton sitzt auf der
Ecke A. Kifer Gustav sitzt auf der Ecke G. Anton will Gustav auf kiirzes-
tem Wege besuchen. Er kann nur tiber die Strohhalme gehen.

Ein méglicher Weg des Kafersistt A B2 F oG
Schreibe alle weiteren Maoglichkeiten auf. (AB I}

A G

........................

Abbildung 37: Aufgabe 1 zu Anforderungsbereich Il (KMK, 20053, S. 20).

In der Figur liegen zwei Dreiecke so, dass sie genau drei Punkte gemein-
sam haben.

Zeichne zwei Dreiecke so, dass sie genau

a) 1 Punkt
b) 2 Punkte
c) 4 Punkte

gemeinsam haben (Skizze). (AB I1I)

Abbildung 38: Aufgabe 2 zu Anforderungsbereich Il (KMK, 20053, S. 23).

Wie bereits einleitend erwahnt, werden auch in den Bildungsstandards fiir die weiteren Facher und
Schulabschliisse drei Anforderungsbereiche unterschieden, die ahnlich formuliert und beschrieben
werden. Abweichend ist die den Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich
eigene Konzentration auf den Losungsweg. In den Bildungsstandards im Fach Deutsch fiir den
Primarbereich (KMK, 2004a, S. 17) geht es bei Aufgaben zu Anforderungsbereich | um das
Wiedergeben bekannter Informationen und das Anwenden grundlegender Verfahren und Routinen.
Anforderungsbereich I, der im Fach Mathematik mit dem Erkennen und Nutzen von
Zusammenhangen umschrieben wird, wird fir das Fach Deutsch etwas konkreter formuliert. Dort
heiRit es, dass die Schilerinnen und Schiler vertraute Sachverhalte bearbeiten, indem sie
erworbenes Wissen und bekannte Methoden anwenden und miteinander verkniipfen (KMK, 2004a,
S. 17). Wahrend im Fach Mathematik die Tatigkeiten aus Anforderungsbereich Il als komplex
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bezeichnet werden (Strukturieren, Entwickeln von Strategien, Beurteilen und Verallgemeinern), heif3t
es im Fach Deutsch, dass die Schilerinnen und Schiiler in diesem Anforderungsbereich fiir sie neue
Problemstellungen, die eigenstandige Beurteilungen und eigene Losungsansatze erfordern,
bearbeiten (KMK, 20043, S. 17).

In den Bildungsstandards im Fach Mathematik fir den Mittleren Schulabschluss umfasst
Anforderungsbereich | (Reproduzieren) die Wiedergabe und direkte Anwendung von grundlegenden
Begriffen, Satzen und Verfahren in einem abgegrenzten Gebiet und einem wiederholenden
Zusammenhang (KMK, 2004b, S. 13). Anforderungsbereich Il (Zusammenhange herstellen) beinhaltet
das Bearbeiten bekannter Sachverhalte, indem Kenntnisse, Fertigkeiten und Fahigkeiten verknipft
werden, die in der Auseinandersetzung mit Mathematik auf verschiedenen Gebieten erworben
wurden (KMK, 2004b, S. 13). Anforderungsbereich Ill (Verallgemeinern und Reflektieren) schlieBlich
umfasst das Bearbeiten komplexer Gegebenheiten unter anderem mit dem Ziel, zu eigenen
Problemformulierungen, Losungen, Begriindungen, Folgerungen, Interpretationen oder Wertungen
zu gelangen (KMK, 2004b, S. 13).

Auch der Aufbau des den Bildungsstandards im Fach Mathematik fir die Allgemeine Hochschulreife
zugrunde liegenden Kompetenzmodells ist dhnlich (KMK, 2012, S. 11). Jedoch werden durch die
Anforderungsbereiche die unterschiedlichen kognitiven Anspriiche zu den allgemeinen
mathematischen Kompetenzen formuliert. Die allgemeinen mathematischen Kompetenzen sollen an
den mathematischen Leitideen in allen drei Anforderungsbereichen eingesetzt werden kénnen. Die
schriftliche und mindliche Prifungsaufgabe soll Leistungen in allen drei Anforderungsbereichen
erfordern. Der erste Anforderungsbereich bezieht sich auf bereits bekannte Inhalte, Kenntnisse und
Verfahren und umfasst demnach das Wiedergeben von Sachverhalten und Kenntnissen im gelernten
Zusammenhang, die Verstandnissicherung sowie das Anwenden und Beschreiben gelbter
Arbeitstechniken und Verfahren (KMK, 2012, S. 27). Das selbststandige Auswdhlen, Anordnen,
Verarbeiten, Erklaren und Darstellen bekannter Sachverhalte unter vorgegebenen Gesichtspunkten
in einem durch Ubung bekannten Zusammenhang und das selbststandige Ubertragen und Anwenden
des Gelernten auf vergleichbare neue Zusammenhdnge und Sachverhalte entsprechen
Anforderungsbereich 1l (KMK, 2012, S. 27). Fur Anforderungsbereich Il wird das Verarbeiten
komplexer Sachverhalte mit dem Ziel, zu selbststiandigen Losungen, Gestaltungen oder Deutungen,
Folgerungen, Verallgemeinerungen, Begriindungen und Wertungen zu gelangen, formuliert. Die
selbststdandige Auswahl geeigneter Arbeitstechniken und Verfahren zur Bewaltigung der Aufgabe, die
Anwendung auf eine neue Problemstellung und die Reflexion des eigenen Vorgehens werden
ebenfalls als Anforderungen genannt (KMK, 2012, S. 27). Zudem wird unterschieden zwischen einem
grundlegenden und einem erhéhten Anforderungsniveau (KMK, 2012, S. 24). Die Zielformulierungen
fir das erhohte Anforderungsniveau umfassen beziiglich der Leitideen neben einem grofReren
inhaltlichen Umfang ebenso einen erhdohten Komplexitdts-, Vertiefungs-, Prazisierungs- und
Formalisierungsgrad.

In den Formulierungen ist tber alle Bildungsstandards fiir andere Facher und Schulabschliisse hinweg
zu erkennen, dass die Komplexitat von Anforderungsbereich | zu Anforderungsbereich Il zunimmt.

4.2 Nutzen der Anforderungsbereiche

Den Erlauterungen zur Konzeption und Entwicklung der Bildungsstandards zufolge beschreiben die
Anforderungsbereiche die kognitiven Anforderungen an Schiilerinnen und Schiiler bei der
Bearbeitung von Aufgaben, resultieren aber ,nicht aus empirisch validierten Testverfahren, sondern
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aus der beruflichen Erfahrung von Lehrkrdften und einschlagigen Aufgabenformaten aus bereits
vorhandenen Testmaterialien" (KMK, 2005b, S. 17). Die Festlegung der Anforderungsbereiche ist also
erfahrungsbasiert. In den Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich heiRt es,
dass es sich bei der Definition und Kennzeichnung der Beispielaufgaben als Reprdsentanten der
jeweiligen Anforderungsbereiche um eine vorlaufige, empirisch nicht validierte Zuordnung handelt,
die nicht immer eindeutig zu treffen ist (KMK, 2005a, S. 13).

Aufgrund dieser Einteilung der Beispielaufgaben in Anforderungsbereiche ohne empirische Priifung
bezeichnet Schipper (2005), ein Mitarbeiter der Steuerungsgruppe Bildungsstandards, die
Klassifikation der Aufgaben nach Anforderungsbereichen als die zentrale Schwachstelle der
»Bildungsstandards fiir das Fach Mathematik - Jahrgangsstufe 4" (Schipper, 2005, S. 356). Reiss und
Winkelmann (2009, S. 120) kritisieren ebenfalls die Festlegung der drei Anforderungsbereiche und
bezeichnen sie als rudimentdre Basis zur Graduierung der Kompetenzen innerhalb der
Inhaltsbereiche. Nach Ufer (2009, S. 96) sind die groben, empirisch nicht gesicherten Beschreibungen
der Bildungsstandards nur eingeschrankt geeignet, um in der Praxis die Anforderungen von Aufgaben
und entsprechend auch die Leistungen von Schiilerinnen und Schiilern verldsslich einschatzen
beziehungsweise einordnen zu kénnen. Er verweist zudem auf deutlich detailliertere Modelle zur
Einschatzung des Anforderungsniveaus von Aufgaben und fiir die Diagnose individueller
Kompetenzen (vgl. Ufer, Reiss & Heinze, 2009).

Grassmann et al. (2014, S. 18ff) weisen auf die Schwierigkeit hin, dass eine Aufgabe prinzipiell nicht a
priori einem bestimmten Anforderungsbereich zugeordnet werden kann, da gleiche Aufgaben fiir
verschiedene Schiilerinnen und Schiiler unterschiedliche Anforderungen darstellen kénnen. Gleiches
gilt fiir die Losung einer Aufgabe durch ein Kind zu unterschiedlichen Entwicklungszeitpunkten und je
nach Erfahrung beim Bearbeiten entsprechender Aufgabentypen. Auch Walther, Selter und
Neubrand (2008, S. 21) verweisen auf die Abhangigkeit von der spezifischen Situation der Klasse bei
der Zuordnung von Aufgaben zu Anforderungsbereichen. Roppelt & Reiss (2012, S. 41) merken
ebenfalls an, dass die Anforderungsbereiche nicht unabhadngig vom Aufgabenbearbeiter beurteilt
werden konnen. Sie empfehlen jedoch, sich bei der Zuordnung von Aufgaben zu
Anforderungsbereichen ein typisches oder durchschnittliches Kind vorzustellen, und formulieren
folgendes Pladoyer fiir die Anforderungsbereiche:

,Trotz solcher Unscharfen sind die Anforderungsbereiche ein Werkzeug, das hilfreich sein
kann, um die Variabilitdt von Mathematikaufgaben hinsichtlich ihres kognitiven Anspruchs zu
beschreiben. Auch wenn sie eine nur grofle Orientierung geben, kann man sie nutzen, um
einer ,Verflachung" von Unterricht und Tests aller Art entgegenzutreten und eine
hinreichende Bandbreite von Anforderungen der eingesetzten Aufgaben sicherzustellen."
(Roppelt & Reiss, 2012, S. 41)

An weiteren Stellen wird der Nutzen der Anforderungsbereiche herausgestellt. In den Erlauterungen
zur Konzeption und Entwicklung der Bildungsstandards heiRt es, dass die Anforderungsbereiche ein
theoretisches Modell fiir die Arbeit mit Aufgaben bilden und fiir Aussagen lber die Angemessenheit,
Qualitat und Komplexitat der Anforderungen, die mit den Aufgabenbeispielen verbunden sind, eine
Orientierung darstellen, in der sich die Leistungen von Schiilerinnen und Schilern erfahrungsgeman
bewegen (KMK, 2005b, S. 17). Den Bildungsstandards im Fach Deutsch fiir den Primarbereich zufolge
machen die nach der moglichen kognitiven Komplexitat von Aufgaben strukturierten
Anforderungsbereiche deutlich, welche kognitiven Operationen von Schilerinnen und Schiilern
jeweils gefordert werden (KMK, 20044, S. 17). Sie beschreiben zu erbringende kognitive Leistungen
und dienen somit der Klassifikation der zur Aufgabenbeantwortung notwendigen kognitiven
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Prozesse. In den Erlduterungen zur Konzeption und Entwicklung der Bildungsstandards heil3t es
weiter, dass die Umsetzung der Bildungsstandards die Chance der Entwicklung einer
anforderungsbezogenen Aufgabenkultur bietet (KMK, 2005b, S. 11).

Den Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich zufolge liegt der Nutzen von
Anforderungsbereichen fiir die Schulpraxis darin, der Leistungsheterogenitat von Grundschulkindern
Rechnung tragen zu kdnnen. Es heildt dort weiter, dass die Aufgabenbeispiele als Muster fiir einen
differenzierenden Unterricht fungieren kénnen, in dem alle Kinder am gleichen Inhalt arbeiten, aber
nicht unbedingt dieselben Aufgaben l6sen (KMK, 2005a, S. 13). In den Bildungsstandards fiir die
Allgemeine Hochschulreife wird von der Orientierung auf eine in den Anspriichen ausgewogenen
Aufgabenstellung mit Hilfe der Stufung der Anforderungsbereiche gesprochen (KMK, 2012, S. 27). Auf
den Seiten des nordrhein-westfalischen Landesinstituts flir Schule findet sich die Forderung, dass alle
Anforderungsbereiche durch eine entsprechende Auswahl beziehungsweise Variation der Aufgaben
im Unterricht angemessen berlicksichtigt werden sollen, um somit den Unterricht ausgewogen zu
gestalten (Qualitats- und UnterstiitzungsAgentur. Landesinstitut fiir Schule. NRW).

Die Anforderungsbereiche sollen auf theoretischer Ebene beschreiben, welche Qualitdat und
Komplexitat kognitive Leistungen aufweisen, die beim Losen einer Aufgaben erbracht werden
missen (Roppelt & Reiss, 2012, S. 41). Sie sollen den kognitiven Anspruch, den kompetenzbezogene
Tatigkeiten erfordern, auf theoretischer Ebene erfassen. Sie geben Orientierungen, dirfen jedoch
nicht zu wortlich genommen werden (Blum, 2006, S. 14). Mit Hilfe der Anforderungsbereiche kénnen
verschiedene Qualitaten des verstandigen Handelns beim Kind unterschieden werden (Schiitte, 2008,
S. 83f). Das Wissen um die Existenz der verschiedenen Anforderungsbereiche kann einem
vorwiegend auf Routinen und Verfahren und somit auf Reproduktion ausgerichteten Unterricht
vorbeugen (Walther & Granzer, 2009, S. 117). Kapnick (2014, S.24f) bezeichnet die drei
Anforderungsbereiche als plausibel und als wesentliche Saule der Bildungsstandards, da diese grobe
Leistungsdifferenzierung leicht Uberschaubar und praktikabel ist und den Lehrkrdften in der
Schulpraxis eine wirkungsvolle Orientierung gibt. Er sieht die Unterscheidung der drei
Anforderungsbereiche zudem als einfach zu realisierende Hilfe fir differenzierendes Lernen, warnt
allerdings davor, dass leistungsschwache Schilerinnen und Schiler nur noch Aufgaben des
Anforderungsbereichs | [6sen, durchschnittliche Kinder Aufgaben des Bereichs Il und leistungsstarke
Kinder Aufgaben des Anforderungsbereichs Ill, da alle Schiilerinnen und Schiiler in allen drei
Anforderungsbereichen geférdert werden sollten (Kdpnick, 2014, S.26f). Nach Walther und Granzer
(2009, S. 111) wird durch Aufgabenbeispiele und deren Zuordnung zu Kompetenzen und
Anforderungsbereichen ein Instrument flr Lehrkrafte erkennbar, das andeutet, wie man Aufgaben
als flexible Werkzeuge fiir eine an individuelle Schiilerinnen und Schiiler angepasste
Unterrichtsgestaltung einsetzen kann.

Die Kultusministerkonferenz (KMK, 2005b, S. 17) betont, dass Anforderungsbereiche nicht zu
verwechseln sind mit Kompetenzstufen (vgl. Kap. 2.3.3).

4.3 Anforderungsbereiche und Schwierigkeit

Immer wieder taucht der Begriff Anforderungsbereich im Zusammenhang mit der Schwierigkeit von
Aufgaben auf. So wurde in den Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich
formuliert:
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»,Es werden hier so genannte ,,groBe Aufgaben” vorgestellt, die der Leistungsheterogenitat
von Grundschiilern dadurch Rechnung tragen, dass sie im gleichen inhaltlichen Kontext ein
breites Spektrum an unterschiedlichen Anforderungen und Schwierigkeiten abdecken."
(KMK, 20054, S. 13)

In den Erldauterungen zur Konzeption der Bildungsstandards heil3t es:

,Um die Komplexitat und den Schwierigkeitsgrad von Aufgaben bestimmen zu kénnen, sind
die Standards zunéachst in Anforderungsbereiche gegliedert." (KMK, 2005b, S. 17)

In den Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Mittleren Schulabschluss steht:

,Im Allgemeinen nehmen Anspruch und kognitive Komplexitat von Anforderungsbereich zu."
(KMK, 2004b, S. 13)

Doch nicht nur in den Vero6ffentlichungen der Kultusministerkonferenz tauchen die beiden Begriffe
gemeinsam auf, sondern auch in fachdidaktischen Publikationen. Nach Kéller und Baumert (2008)
beschreiben die drei Anforderungsbereiche ,die Komplexitat/Verkniipfung der beim Losen von
mathematischen Aufgaben notwendigen Kompetenzen, es handelt sich hierbei also weniger um eine
eigenstandige Dimension mit mehreren Facetten. Vielmehr ist der Anforderungsbereich einer
Aufgabe eng mit ihrer Schwierigkeit assoziiert" (Koller & Baumert, 2008, S. 738). Steinweg (2007)
merkt an, dass die Prozessziele der Bildungsstandards theoretisch klar definiert und , hierarchisch"
(Steinweg, 2007, S. 5) in Anforderungsbereiche gegliedert sind. Nach Reiss und Hammer (2013) wird
in den deutschen Bildungsstandards ,in Bezug auf die Schwierigkeit ein pragmatischer Standpunkt
eingenommen. Unterschieden werden hier drei Anforderungsbereiche" (Reiss & Hammer, 2013, S.
90). Dass dabei davon ausgegangen wird, dass Anspruch und kognitive Komplexitat im Allgemeinen
von Bereich zu Bereich zunehmen (KMK, 2004b, S. 13), bezeichnen sie als ,,plausibel, doch empirische
Evidenz gibt es dafiir (noch) nicht" (Reiss & Hammer, 2013, S. 90). Diirr und Rechtsteiner-Merz (2007)
resimieren, dass im Zusammenhang mit den Anforderungsbereichen beschrieben wird, ,wie alle
Kinder ihren Fahigkeiten entsprechend am selben Thema auf unterschiedlichem Niveau arbeiten
konnen. Zusétzlich kann es auf jedem Niveau verschiedene Schwierigkeitsgrade geben" (Dirr &
Rechtsteiner-Merz, 2007, S. 37).

Einige Autoren fokussieren die bewusste Unterscheidung der beiden Begriffe beziehungsweise
grenzen sie voneinander ab. Nach Walpuski et al. (2010) bieten die Bildungsstandards ,mit den
Anforderungsbereichen eine zweite Achse an, die jedoch aufgrund ihrer Nominalskalierung fiir eine
Beschreibung der Aufgabenschwierigkeit nicht geeignet ist. Das heilSt: Die Anforderungsbereiche
beschreiben Kategorien von Aufgaben, die explizit nicht als hierarchische Anordnung zu verstehen
sind" (Walpuski et al., 2010, S. 175f). Die Autoren leiten jedoch die zwei schwierigkeitsbestimmenden
Faktoren Komplexitdt und kognitive Prozesse aus der Beschreibung der Anforderungsbereiche zwei
schwierigkeitsbestimmende Faktoren ab, die in Testaufgaben variiert werden kdénnen und in das
Kompetenzstrukturmodell (ibernommen werden. Durch die Komplexitat wird der Umfang die zu
bearbeitenden Inhaltsstrukturen beschrieben. Durch die kognitiven Prozesse werden der Anspruch,
der an die Bearbeitung der Aufgabe gestellt wird, und die Tatigkeiten der Schiilerinnen und Schiiler,
die zur Bearbeitung der Aufgabe ausgefiihrt werden missen, definiert (Walpuski et.al., 2010, S.
175f). Reiss und Hammer (2013, S. 92f) weisen darauf hin, dass man bei der Verkniipfung zwischen
Anforderungsbereichen und Schwierigkeitsgrad vorsichtig vorgehen sollte. Sie verdeutlichen ihre
Aussage anhand einer anspruchsvollen, technischen Aufgabe zu Ableitungsregeln, die zwar schwer
ist, aber aufgrund der Tatsache, dass im Grunde lediglich Differenziationsregeln angewendet werden
miussen, nicht in Anforderungsbereich Ill eingeordnet werden kann, da es nicht um Verallgemeinern
und Reflektieren geht. Auf der Homepage des nordrhein-westfélischen Landesinstituts fiir Schule
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findet sich der Hinweis, dass einige Aufgaben aus dem Anforderungsbereich 1 empirisch schwieriger
sein konnen, also seltener gel6st werden, als einige Aufgaben aus dem Anforderungsbereich 3
(Qualitats - und UnterstiitzungsAgentur. Landesinstitut fir Schule. NRW).

Nach Blum (2006, S. 14) kénnen Aufgabenstellungen je nach vorangegangenem Unterricht mehr oder
weniger vertraut, und damit auch tendenziell mehr oder weniger schwierig fiir die Schiilerinnen und
Schiller sein, was jedoch mit dem Konzept der Anforderungsbereiche nicht erfasst wird. Beim
Konzept der Anforderungsbereiche handelt es sich in Abgrenzung zur Aufgabenschwierigkeit nur um
die einer Aufgabe inhdrente kognitive Komplexitat, die aber natlrlich auch mit der
Aufgabenschwierigkeit zusammenhdnge, in dem ,tendenziell [...] Aufgaben aus Bereich Il
schwieriger fiir Schiler [sind] als Aufgaben aus Bereich I (Blum, 2006, S. 14f).
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Teil 2: Empirische Untersuchung

5 Fragestellungen und Hypothesen

Im folgenden Kapitel werden die auf dem vorgestellten theoretischen Hintergrund basierenden
Forschungsfragen zusammen mit den entsprechenden Hypothesen dargestellt.

5.1 Geometrische Inhalte in Schulbiichern und im Unterricht

Zahlreiche Autoren heben die Bedeutsamkeit des geometrischen Lernens hervor (vgl. Kap. 1.2), die
unter anderem mit der aufgezeigten Relevanz des rdaumlichen Vorstellungsvermdgens einhergeht
(vgl. Kap. 1.1.2). Ebenfalls wird der Stellenwert der geometrischen Inhalte in der Unterrichtspraxis
thematisiert. Aus Untersuchungen gewonnene Erkenntnisse waren, dass die Unterrichtswerke von
den Lehrkraften als wenig hilfreich eingeschatzt werden und dass die geometrischen Inhalte darin
zusammenhangslos angeordnet seien. Der Geometrieunterricht erfolge nur sporadisch und in zu
geringem Umfang, wobei der ermittelte Anteil am Mathematikunterricht zwischen 7,5% und 20%
variierte. Die vorliegende Untersuchung mochte stichprobenartig kldaren, wie hoch der quantitative
Geometrieanteil in den Schulblichern und im Unterricht der vierten Jahrgangsstufe ist und somit den
Forschungsstand (Maier, 1999; Backe-Neuwald, 2000; Roick, Golitz & Hasselhorn, 2004) aktualisieren
beziehungsweise ergdnzen. Es wird die folgende Forschungsfrage mit zwei dazugehorigen
Hypothesen formuliert:

Wie hoch ist der quantitative Anteil geometrischer Inhalte in Schulbiichern und im Unterricht des
vierten Schuljahres? (Fragestellung 1)

Unabhangig von den genannten Erkenntnissen wird versucht, die Hypothesen nicht ausschlieBlich auf
die aufgefiihrten Befunde aus der Praxis zu stiitzen. In den Bildungsstandards werden zur Leitidee
Zahlen und Operationen 15 inhaltsbezogene Kompetenzen genannt, zur Leitidee Raum und Form 13,
zu Muster und Strukturen 6, zu Groflen und Messen 9 sowie zu Daten, Haufigkeit und
Wahrscheinlichkeit 4. Ungeachtet dessen, dass die Anzahl der zu fordernden inhaltsbezogenen
Kompetenzen nichts tber deren Qualitdt aussagt, wird aus diesen unterschiedlich hohen Anzahlen
ersichtlich, dass ein gleicher quantitativer Anteil aller flinf Leitideen am gesamten Mathematikbuch
beziehungsweise Mathematikunterricht nicht erwartet werden kann. Demnach ware es aus
quantitativer Sicht denkbar, dass man die 9 Kompetenzen zur Leitidee GroRen und Messen
zusammennimmt mit den 4 Kompetenzen zur Leitidee Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit. So
wirden diese beiden Bereiche zusammen ein Drittel an der Gesamtanzahl mathematischer
Kompetenzen ausmachen, ein weiteres Drittel wiirden die 13 Kompetenzen zur Leitidee Raum und
Form bilden und ein letztes Drittel die 15 Kompetenzen zur Leitidee Zahlen und Operationen. Die
Kompetenzen zur Leitidee Muster und Strukturen wiirden sich gleichermallen auf die anderen
Leitideen verteilen, wie es auch im rheinland-pfélzischen Teilrahmenplan Mathematik gehandhabt
wird. Zusammengenommen mit den Befunden aus der Praxis wird somit ein prozentualer Anteil an
Seiten mit geometrischen Inhalten erwartet, der zwischen 20% und 30% liegt (Hypothese 1a).

Bezugnehmend auf den Hinweis auf die in der Praxis des Geometrieunterrichts vorherrschenden
grofden Unterschiede wird vermutet, dass es in der vorliegenden Stichprobe sowohl jene Lehrkrafte
gibt, die kontinuierlich und regelmaRig Geometrie unterrichten als auch solche, fiur die dies nicht zur
Selbstverstandlichkeit gehort. Laut Stundentafel des Landes Rheinland-Pfalz sind fir den
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Mathematikunterricht in Klassenstufe 4 pro Woche 225 Minuten vorgesehen (Bildungsserver
Rheinland-Pfalz). Ausgehend von durchschnittlich 40 Wochen in einem Schuljahr ergibt das 9000
Minuten Mathematikunterricht fir jede vierte Klasse in Rheinland-Pfalz (40 x 225 Minuten).
Kombiniert man diese Angaben mit dem fiir die Schulbiicher erwarteten prozentualen
Geometrieanteil von 20% bis 30%, so werden zwischen 1800 und 2700 Minuten (36 bis 54
Unterrichtsstunden a 50 Minuten) Geometrieunterricht im vierten Schuljahr erwartet (Hypothese
1b). Die Kapitel 7.1 und 7.2 widmen sich dem Erkenntnisgewinn bezliglich dieser Fragestellung.

5.2 Zuordnung geometrischer Aufgaben zu den Anforderungsbereichen

In den national verbindlichen Bildungsstandards wurden neben den Kompetenzen in den
verschiedenen mathematischen Teilgebieten drei Anforderungsbereiche formuliert, die die
kognitiven Anforderungen an Schiilerinnen und Schiiler bei der Bearbeitung von Aufgaben und zu
erbringende kognitive Leistungen beschreiben (vgl. Kap. 4). Diese bilden ein theoretisches Modell fir
die Arbeit mit Aufgaben und sollen unter anderem Lehrkraften eine Orientierung fiir die Analyse,
Planung und Uberpriifung ihrer Unterrichtsarbeit in Kernbereichen eines Faches sowie die Chance
der Entwicklung einer anforderungsbezogenen Aufgabenkultur bieten. Weitere Ziele und
Hoffnungen, wie beispielsweise die damit verbundene Vermeidung eines einseitig ausgerichteten
Unterrichts oder die bessere Beriicksichtigung der Leistungsheterogenitdt, wurden angefiihrt. Kritik
an den Anforderungsbereichen wurde vor allem bezliglich der nach eigener Aussage fehlenden
empirischen Validierung geiibt, sodass im Hinblick auf die Uberpriifung des Nutzens, der
Anwendbarkeit und der Transparenz dieser drei Anforderungsbereiche exemplarisch fiir den
geometrischen Bereich folgende Frage formuliert wird:

Kénnen geometrische Aufgaben eindeutig den in den Bildungsstandards formulierten
Anforderungsbereichen zugeordnet werden? (Fragestellung 2)

Die Unterscheidung der drei Anforderungsbereiche in den Bildungsstandards steht in der Tradition
der grolRen Schulleistungsstudien (TIMSS, PISA; vgl. Kap. 3.3). Zudem erfolgt die Gliederung nach drei
Anforderungen in weiteren Kontexten. Exemplarisch sei auf die Anwendungen der Bloom’schen
Taxonomie (vgl. Kap. 3.2.3) und die Differenzierung durch die Lehrkrdfte im Unterrichtsalltag
verwiesen (vgl. Kap. 3.4). Trotz der im Rahmen der empirischen Uberpriifung der fiinfstufigen
Kompetenzmodelle festgestellten Problematik bei der Einordnung von Items aus dem Bereich der
Geometrie (vgl. Kap. 2.3.3) und der Kritik an den empirisch nicht validierten Anforderungsbereichen
(vgl. Kap. 4) wird deshalb vermutet, dass die geometrischen Aufgaben den drei in den
Bildungsstandards formulierten Anforderungsbereichen eindeutig zugeordnet werden kénnen
(Hypothese 2). Die Darstellung der gewonnenen Erkenntnisse zu dieser Hypothese erfolgt in Kapitel
8.1.

5.3 Kognitive Anforderungen in geometrischen Aufgaben

Dem deutschen Mathematikunterricht wird eine Kalkil- beziehungsweise Fertigkeitsorientierung
nachgesagt, die sich in den Leistungen der deutschen Schilerinnen und Schiiler bei internationalen
Studien widerspiegelt. Demnach weisen diese Starken im Bereich von Routineaufgaben und
Schwachen im Bereich von Aufgaben mit hoheren kognitiven Anforderungen auf. Im Primarbereich
erreichten zu viele Viertklasslerinnen und Viertklassler nur die erste und zweite Kompetenzstufe und
zu wenige die hochste (vgl. Kap. 2.1.2). Obwohl die Wichtigkeit des Verknlipfens neuer
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Informationen mit der vorhandenen kognitiven Struktur kognitionstheoretisch begriindet ist (vgl.
Kap. 3.2), ermittelten zahlreiche Autoren eine Vernachlassigung des Verknipfens von Konzepten im
Unterricht aufgrund der Fokussierung von Prozeduren (vgl. Kap. 3.3). Flir den geometrischen Bereich
bemangelten die von Backe-Neuwald (1998) befragten Lehrkrafte die zu trivialen Aufgaben, die das
Interesse der Kinder nicht wecken kénnen und in ihrem Gehalt haufig nicht dem Leistungsvermogen
der Kinder entsprechen. Darliber hinaus wurde die Vermutung formuliert, dass ein Grund fir die
seltene Erarbeitung der Themenbereiche Korper und Rauminhalte in deren fachlich hoéheren
Komplexitat liegen kdnnte (vgl. Kap. 1.2).

In den Bildungsstandards wird gefordert, das Mathematiklernen im Primarbereich nicht auf die
Aneignung von Kenntnissen und Fertigkeiten zu reduzieren, sondern Verstandnis fiir mathematische
Inhalte zu entwickeln (vgl. Kap. 2.1.4). Einem vorwiegend auf Routinen und Verfahren ausgerichteten
Unterricht soll unter anderem durch die Formulierung der drei Anforderungsbereiche vorgebeugt
werden (vgl. Kap. 4). Im Rahmen der vorliegenden Untersuchung wird hinsichtlich der in der
Unterrichtspraxis realisierten Integration von Aufgaben aus allen drei Anforderungsbereichen in
geometrischen Aufgaben der folgenden Frage nachgegangen:

Welche kognitiven Anforderungen enthalten die geometrischen Aufgaben in den Schulblichern und im
Unterricht des vierten Schuljahres? (Fragestellung 3)

Fiir die Geometrie ist das Arbeiten mit Figuren zentral und grundlegend, wobei es haufig um die
Reproduktion von Faktenwissen und Prozeduren geht. Hinzu kommen die aus den
Schulleistungsstudien gewonnenen Erkenntnisse. Demnach ist zu erwarten, dass die den
Anforderungsbereichen | und Il entsprechenden kognitiven Anforderungen haufiger berlicksichtigt
werden als die hoheren kognitiven Anforderungen des AB IlI.

Wenn auch mit Hilfe der unterschiedlichen kognitiven Anforderungen kein Abhangigkeitsverhaltnis
im Sinne einer Hierarchie abgeleitet und keine Aussagen (iber Entwicklungsprozesse getroffen
werden kdnnen, so kann als Konsens aus den Darstellungen der Taxonomien (vgl. Kap. 3.2.3) und der
kognitiven Anforderungen (vgl. Kap. 3.3) festgehalten werden, dass deren Komplexitdt von Bereich |
zu Bereich Il zunimmt. Da die Untersuchung in der vierten Klassenstufe durchgefiihrt wird, kann
vermutet werden, dass der Schwerpunkt in der vierten Jahrgangsstufe nicht (mehr) auf den
Anforderungsbereich | gesetzt wird, sondern dass Aufgaben zu Anforderungsbereich Il dominieren
(Hypothese 3).

Innerhalb der Grundschulzeit bietet sich gerade das vierte Schuljahr an, um die Schiilerinnen und
Schiiller mit kognitiv hoheren Anforderungen zu konfrontieren. Zusammengenommen mit den durch
internationale Vergleichsstudien festgestellten Schwachen deutscher Schiilerinnen und Schiler im
Umgang mit anspruchsvollen Aufgaben und den zahlreichen begriindeten Forderungen nach einer
intensiveren Berlicksichtigung von Aufgaben mit hoheren kognitiven Anforderungen wird im Zuge
der aufgetragenen Implementation der Bildungsstandards davon ausgegangen, dass auch
geometrische Aufgaben, die Anforderungsbereich Il zuzuordnen sind, ausreichend in den
Schulbichern vertreten sind und im Unterricht eingesetzt werden. Die Erkenntnisse zu dieser
Fragestellung sind den Kapiteln 8.2 und 8.3 zu entnehmen.
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5.4 Anforderungsbereiche und Aufgabenschwierigkeit

Die Anforderungsbereiche resultieren nicht aus empirisch validierten Testverfahren und werden in
den Veroffentlichungen der Kultusministerkonferenz bislang nicht klar zur Schwierigkeit von
Aufgaben abgegrenzt (vgl. Kap. 4.3). In den Bildungsstandards selbst heifSt es, dass die Aufgaben der
Leistungsheterogenitdt von Grundschulkindern dadurch Rechnung tragen sollen, dass sie im gleichen
inhaltlichen Kontext ein breites Spektrum an unterschiedlichen Anforderungen und Schwierigkeiten
abdecken. Einige Autoren trennen die Begriffe Anforderung und Schwierigkeit bewusst oder
bestreiten die Eignung der Anforderungsbereiche fiir die Beschreibung der Aufgabenschwierigkeit
explizit. Auf diesen unklaren und sich widersprechenden Aussagen basiert die folgende
Forschungsfrage:

Inwiefern kénnen die Anforderungsbereiche zur Bestimmung der Aufgabenschwierigkeit
herangezogen werden? (Fragestellung 4)

Neben der Komplexitat der Aufgabenstellung, der Vielfalt der Losungsmoglichkeiten, der Anzahl der
zu verarbeitenden GréRen beziehungsweise Arbeitsschritte, der curricularen Wissensstufe, den
Anforderungen an das Lernprodukt und das Vorwissen und vielen weiteren Aufgabenmerkmalen (vgl.
Kap. 3.4) wurde die Komplexitdt des Modellierungsprozesses als schwierigkeitsrelevant genannt und
bei PISA anhand der Anforderungsmerkmale Reproduktion, Verkniipfung und Verallgemeinerung
unterschieden. Zudem wurde aufgezeigt, dass die Komplexitdit der Anforderungen von
Anforderungsbereich | zu Anforderungsbereich Ill zunimmt und somit beim Verallgemeinern und
Reflektieren grofer ist als beim Reproduzieren und beim Herstellen von Zusammenhangen (vgl. Kap.
3.2.3 und 3.3). Deshalb wird sich bei der Formulierung der Hypothese Blums Aussage (Blum, 2006, S.
14f) angeschlossen, wonach es sich bei dem Konzept der Anforderungsbereiche in Abgrenzung zur
Aufgabenschwierigkeit um die einer Aufgabe inharente kognitive Komplexitat handelt, die insofern
mit der Aufgabenschwierigkeit zusammenhange, als dass tendenziell Aufgaben aus Bereich Il
schwieriger fir die Schilerinnen und Schiiler seien als Aufgaben aus Bereich | (Hypothese 4). In
Kapitel 9.1 wird die empirisch ermittelte Schwierigkeit von Aufgabenbearbeitungen unterschiedlicher
kognitiver Anforderungen dargestellt.

5.5 Losungshaufigkeiten, Leistungsfahigkeit und Geschlecht

In der Anordnung der Aufgaben in Kompetenzstufenmodellen ist beriicksichtigt, wie haufig diese
gelost wurden (vgl. Kap. 2.3.3). Die leistungsschwacheren Schiilerinnen und Schiiler, die sich auf
niedrigeren Stufen befinden, kénnen die Aufgaben auf hoheren Stufen nicht bewaltigen. Aufgrund
der groBeren Losungshaufigkeiten zu den Aufgaben auf niedrigeren Stufen bedeutet dies im
Umkehrschluss, dass die leistungsstarkeren Schilerinnen und Schiler, die sich auf hoheren
Kompetenzstufen befinden, ebenfalls die Aufgaben niedrigerer Stufen |6sen kdnnen. Ubertrdgt man
diese Folgerung auf die in den Bildungsstandards formulierten Anforderungsbereiche, die nach der
moglichen kognitiven Komplexitat von Aufgaben strukturiert sind, so ist zu prifen, ob die anhand der
erbrachten Geometrieleistungen als leistungsstark eingestuften Schiilerinnen und Schiiler die
geometrischen Aufgaben (ber alle drei Anforderungsbereiche hinweg tatsachlich haufiger [6sen als
die leistungsschwacheren Schilerinnen und Schiler. Dies ist gleichfalls interessant vor dem
Hintergrund der Erkenntnis, dass die Forderung der leistungsschwachen Schilerinnen und Schiler
erfolgreicher zu sein scheint als die der leistungsstarken (vgl. Kap. 2.1).
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In Kapitel 2.1.3 wurden geschlechtsspezifische Unterschiede in den mathematischen Kompetenzen
thematisiert. Dabei zeigte sich fiir den deutschen Primarbereich, dass die Madchen im
mathematisch-naturwissenschaftlichen Bereich auf den unteren Kompetenzstufen tberreprasentiert
und auf den oberen Kompetenzstufen unterreprasentiert waren (IGLU-E 2001), dass die Jungen
signifikant hohere Leistungsmittelwerte erzielten (TIMSS 2007 und 2011) und dass sie signifikant
héhere Kompetenzstdande in der globalen mathematischen Kompetenz aufwiesen (Landervergleich).
Innerhalb des Landervergleichs wurde im Bereich Raum und Form jedoch der geringste Effekt
gefunden.

Es wird folgende Frage formuliert:

Inwiefern bewdiltigen Schiilerinnen und Schiiler in Abhéingigkeit von Leistungsfdhigkeit und Geschlecht
die geometrischen Aufgaben aus den drei verschiedenen Anforderungsbereichen? (Fragestellung 5)

Entsprechend der dargelegten kognitionstheoretischen Grundlagen (vgl. Kap. 3.2) und der Aussagen
zur Entwicklung des geometrischen Denkens (vgl. Kap. 1.1) sowie zu Kompetenzstufen (vgl. Kap. 2)
befinden sich leistungsstarkere Schilerinnen und Schiler auf einem héheren kognitiven Niveau als
leistungsschwachere Schilerinnen und Schiiler. Zusammengenommen mit der zunehmenden
Komplexitat der kognitiven Anforderungen wird vermutet, dass leistungsstarkere Schiilerinnen und
Schiiler die geometrischen Aufgaben aller Anforderungsbereiche mit einer groReren Haufigkeit |16sen
als leistungsschwachere Schiilerinnen und Schiiler (Hypothese 5).

Da der bisherige Forschungsstand zwar geschlechtsspezifische Unterschiede im mathematischen
Bereich zugunsten der Jungen aufzeigt, diese jedoch im Bereich Raum und Form den geringsten
Effekt aufwiesen (vgl. Kap. 2.1.3), soll zu dieser Frage an dieser Stelle keine Hypothese formuliert
werden. Die Kapitel 9.2 und 9.3 widmen sich dieser Fragestellung.

5.6 Geometrieleistung und Anforderungen in den Unterrichtsaufgaben

Dass die Quantitat und Qualitat schulischer Lerngelegenheiten die Leistungen der Schiilerinnen und
Schiller beeinflusst, ist das Ziel allen Unterrichtens. Die Bedeutung des Vorwissens und des
Bekanntheitsgrades von Aufgaben (vgl. Kap. 3.4) fir das Lernen, das sich wiederum im erfolgreichen
Bearbeiten von Aufgaben zeigt, ist unumstritten. Hiebert (1999) fasst kurz und knapp zusammen:
»Students learn what they have an opportunity to learn" (Hiebert, 1999, p. 12). Deshalb soll das
Schaffen optimaler Bedingungen fiir den Lernprozess das zentrale Anliegen der Lehrkraft sein.
Basierend auf der Berlicksichtigung der verschiedenen Anforderungen in den im Laufe des vierten
Schuljahres gestellten geometrischen Aufgaben sollen Zusammenhange zu den Geometrieleistungen
der Schiilerinnen und Schiiler betrachtet und Tendenzen aufgezeigt werden. Als Forschungsfrage
wird formuliert:

Gibt es einen Zusammenhang zwischen den Geometrieleistungen und den Anforderungen in den
Aufgaben im Geometrieunterricht? (Fragestellung 6)

Ausgehend vom Einfluss des Bekanntheitsgrades von Aufgaben und des Ubungsaufwands auf die
Leistungen der Schiilerinnen und Schiiler wird ungeachtet der zahlreichen weiteren Einflussfaktoren
vermutet, dass Klassen, in denen im Geometrieunterricht haufiger Aufgaben mit
Anforderungsbereich Ill gestellt wurden, hohere Losungshaufigkeiten beim Bearbeiten von Aufgaben
mit der Anforderung des Verallgemeinerns und Reflektierens erbringen (Hypothese 6). In diesem
Zusammenhang soll tUberprift werden, inwiefern sich klassenspezifische Schwerpunktsetzungen im
Losungsverhalten der Schiilerinnen und Schiler widerspiegeln. Des Weiteren soll die
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Leistungsentwicklung der Schilerinnen und Schiiler im Laufe des vierten Schuljahres im
Zusammenhang mit den im Unterricht gestellten Aufgaben betrachtet werden. Die Erkenntnisse zu
dieser Fragestellung werden in Kapitel 9.4 dargestellt.

5.7 Weitere Fragestellungen

An einigen Stellen eroffnen sich weitere Fragestellungen, denen im Zusammenhang mit den bisher
angefiihrten nachgegangen werden kann.

Im Rahmen der Ermittlung des quantitativen Geometrieanteils in Schulbiichern und im Unterricht der
vierten Jahrgangsstufe (Fragestellung 1, vgl. Kap. 5.1) stellte sich die Frage, wie sich die
geometrischen Inhalte innerhalb der Leitidee Raum und Form auf die in Kapitel 2.3.2 vorgestellten
inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche (IKB) verteilen. Da das Arbeiten mit Figuren fiir die Geometrie
zentral und grundlegend ist, ist zu erwarten, dass in den Schulblchern mehr Aufgaben zum
inhaltsbezogenen Kompetenzbereich 2 (geometrische Figuren) enthalten sind als zu den anderen
drei Bereichen (sich im Raum orientieren, geometrische Abbildungen, Flachen- und Rauminhalte)
(Hypothese 1c).

Erfahrungsgemall orientiert sich der Unterricht und somit auch die im Unterricht gestellten Aufgaben
weitgehend am jeweiligen Lehrwerk. Der Grund dafir ist oft, dass dieses entweder im Klassensatz
von der Schule zur Verfliigung gestellt oder von den Eltern auf Vorgabe angeschafft wird und die
Lehrkrafte sich dadurch zur moglichst intensiven Einbindung in den Unterricht angehalten und
verpflichtet fihlen. Jedoch werden diese Schulbuchaufgaben im Unterrichtsalltag durch die
Lehrkrafte standig durch weitere Aufgabenstellungen oder Materialien erganzt, um so unter
anderem der in jeder Klasse vorhandenen Leistungsheterogenitat gerecht zu werden. Nimmt man
diese Tatsache zusammen mit der Charakteristik des Geometrieunterrichts und der dadurch
vorhandenen Betonung des dreidimensionalen Raums im Sinne aktiver ErschlieBung, so wird nicht
von einer starken Orientierung am Lehrwerk ausgegangen. Bei der Erhebung durch Backe-Neuwald
gaben die befragten Lehrkrafte an, vor allem Inhalte und Aktivitaten aus den Bereichen Figuren und
Lagebeziehungen thematisiert und Themen des 3. und 4. Schuljahres, wie die Bereiche Kérper oder
Rauminhalte, vernachldssigt zu haben. Insgesamt wird auch fir den Unterricht ein hoher
prozentualer Anteil an Aufgaben zum inhaltsbezogenen Kompetenzbereich 2 (geometrische Figuren)
erwartet (Hypothese 1d). Die Erkenntnisse zu diesen Hypothesen werden gemeinsam mit den
gewonnenen Daten zu Fragestellung 1 in Kapitel 7.1 und 7.2 dargestellt.

In Zusammenhang mit dem ermittelten quantitativen Geometrieanteil schliefSen sich in Kapitel 7.3
die folgenden beiden Betrachtungsweisen an, fiir die jedoch keine Hypothesen formuliert werden.

Aufgrund des eingesetzten Testinstrumentariums und dessen Unterteilung in Subtests zu den
mathematischen Teilbereichen Geometrie, Arithmetik und Sachrechnen (vgl. Kap. 6.3) konnten
Zusammenhange zwischen den Subtests betrachtet werden.

Die Frage, ob sich bereits anhand des ermittelten quantitativen Geometrieanteils im Unterricht ein
Zusammenhang zu den Geometrieleistungen der Schiilerinnen und Schiiler ergibt, geht Fragestellung
6 (vgl. Kap. 5.6) voraus. Obwohl aufgrund des vorliegenden, nicht experimentellen
Untersuchungsdesigns und der vielfdltigen weiteren Einflussfaktoren nicht nachgewiesen
beziehungsweise gefolgert werden kann, dass Schiilerinnen und Schiler bessere
Geometrieleistungen aufgrund eines regelmaRigeren und kontinuierlicheren Geometrieunterrichts
erbringen, soll die vorliegende Stichprobe hinsichtlich moglicher Tendenzen betrachtet werden.
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6 Untersuchungsdesign

In vorliegenden Kapitel wird das zur Beantwortung der Fragestellungen beziehungsweise zur
Uberpriifung der Hypothesen erarbeitete Untersuchungsdesign zunichst im Uberblick vorgestellt
(Kap. 6.1). Im Anschluss daran werden einzelne Untersuchungsinstrumente erldutert (Kap. 6.2, 6.3,
6.4) und die vorliegende Stichprobe beschrieben (Kap. 6.5).

Da in den Bildungsstandards bis zum Ende der Grundschulzeit zu erreichende Kompetenzen
formuliert sind, betreffen alle Untersuchungsaspekte die 4. Jahrgangsstufe. Die Untersuchung
enthalt sowohl quantitative als auch qualitative Aspekte und berlicksichtigt das nach Koller, Baumert
und Bos (2001, S. 272) in Zusammenhang mit der Aufgabenentwicklung in TIMSS als vierstufig
bezeichnete Curriculum, indem es die Aussagen in den Bildungsstandards (intendiertes Curriculum),
die Schulbilicher (potentielles Curriculum), den tatsdchlich behandelten Stoff (implementiertes
Curriculum) und die Schiilerleistungen (erreichtes Curriculum) im Rahmen einer Stichprobe aufgreift.
Alle Berechnungen wurden ausgefiihrt mit Excel, R Core Team (2014) und der auf Fleiss, Levin und
Paik (2003) basierenden und online von GraphPad zur Verfligung gestellten Software. Die
Durchfiihrung der vorliegenden Untersuchung wurde durch die Aufsichts- und
Dienstleistungsdirektion des Landes Rheinland-Pfalz (AZ. 51 111-32/41-11) und durch den
Landesbeauftragten fir den Datenschutz (LfD) Rheinland-Pfalz (Gesch.Z. 6.08.22.001:0255)
genehmigt (Anhang A und B).

6.1 Design im Uberblick

Zur Beantwortung der Fragestellungen wurde ein Untersuchungsdesign (Abb. 39) entwickelt, das drei
Teilstudien beinhaltet, sich Uiber ein Schuljahr erstreckt und eine Erhebung der Schilerleistungen zu
Beginn und zum Ende des Schuljahres mittels des normierten Schulleistungstests DEMAT einschlief3t.

TEILSTUDIE I: W SCHULJAHR2011 / 2012 TEILSTUDIE II:
Schulbuchanalyse Protokollanalyse
und Aufgabenrating Lehrer-Protokolle zum Geometrieunterricht und
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Bearbeiten geometrischer
Aufgaben der drei
Anforderungsbereiche

\ /

Abbildung 39: Untersuchungsdesign im Uberblick.
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Da sowohl die Erhebung der Schilerleistungen zu Beginn und zum Ende des vierten Schuljahres
(DEMAT) als auch die Ermittlung der Losungshaufigkeiten im Rahmen von Teilstudie Il durch paper-
pencil-Aufgaben erfolgte, wurde festgelegt, dass ausschlieflich schriftlich fixierte und individuell
durch die Schilerinnen und Schiiler zu bearbeitende geometrische Aufgaben Bestandteil der
vorliegenden Untersuchung sein sollten. Kollektiv beziehungsweise mindlich zu bearbeitende
Aufgaben, wie sie beispielsweise in Unterrichtsgesprachen oder Gruppenarbeiten gestellt und haufig
nur von einem beziehungsweise wenigen Schilerinnen und Schiilern bearbeitet werden, wurden
ebenso ausgeschlossen wie nicht auf fachliche Inhalte bezogene, arbeitsorganisierende
Aufgabenstellungen. Dadurch sollte die Wahrscheinlichkeit erhéht werden, dass die vorliegende
Erhebung jene geometrischen Aufgaben enthalt, mit denen sich die Mehrheit der Schiilerinnen und
Schiiler intensiv und individuell auseinander setzt. Aufgaben, die beispielsweise zum Herstellen von
geometrischen Objekten auffordern, waren Bestandteil der vorliegenden Erhebung und konnten
lediglich im Rahmen von Teilstudie Il nicht bertcksichtigt werden.

Um die Frage zu beantworten, wie hoch der quantitative Anteil geometrischer Inhalte in
Schulblichern und im Unterricht des vierten Schuljahres ist (Fragestellung 1), fand vor dem Beginn
des Schuljahres 2011/2012 eine Schulbuchanalyse statt (Teilstudie 1). Dabei wurden aus den im
Schulbuchkatalog fir die vierte Jahrgangsstufe enthaltenen Schulblichern zehn zufillig ausgewahlt
und zunachst alle Seiten mit geometrischen Inhalten im Verhaltnis zur Gesamtanzahl der Seiten
deskriptiv betrachtet. Danach wurden den Schulbuchseiten die geometrischen Aufgaben, die fiir eine
individuelle Bearbeitung durch die Schilerinnen und Schiiler vorgesehen waren, entnommen und
den vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereichen zur Leitidee Raum und Form zugeordnet (Kap. 7.1).
Einige Aufgaben auf Werkstatt-, Projekt- oder Entdeckerseiten wurden ausgegrenzt, wenn diese
entsprechend der Hinweise in den Lehrerhandreichungen fiir Unterrichtsgesprache oder Gruppen-
oder Partnerarbeiten vorgesehen waren oder lediglich als Gesprachsanlass dienen sollten.

Aufgaben mit gleichen Anforderungen, die meist mit a), b), c) usw. gekennzeichnet sind (Abb. 40),
wurden im Rahmen der vorliegenden Untersuchung als Unteraufgaben definiert und innerhalb eines
Schulbuches zu einer Hauptaufgabe zusammengefasst.

Zeichne Kreise mit dem Radius:

a)5cm b) 2 cm c)3cm
6 cm 4cm 7 cm

Abbildung 40: Unteraufgaben (Eidt et al., 2009, S. 94).

Hilfs- und Zwischenaufgaben komplexer Aufgabenstellungen wurden nicht separat betrachtet, sofern
sie lediglich der endgiiltigen Aufgabenlosung dienlich waren. Dies betrifft sogenannte komplexe
Aufgaben, die Operationen aus verschiedenen Anforderungsbereichen in Form von Teilaufgaben
enthalten (vgl. Abb. : Aufgaben ABla-1).

Um die geometrischen Inhalte und kognitiven Anforderungen im Unterricht des vierten Schuljahres
realistisch abbilden zu kénnen, wurde auf die Konzeption eines experimentellen Settings verzichtet.
Stattdessen protokollierten 16 zufallig ausgewahlte rheinland-pfalzische und freiwillig teilnehmende
Lehrkrafte (Kap. 6.5) ihren Geometrieunterricht im vierten Schuljahr und erhielten keine Vorgaben
beziiglich der Inhalte oder des Zeitrahmens. Mit Hilfe des entwickelten Protokollbogens (Kap. 6.2)
wurden sowohl Daten zum zeitlichen Anteil des Teilbereichs Geometrie am Mathematikunterricht
erhoben als auch Erkenntnisse zu tatsdchlich einbezogenen beziehungsweise vernachldssigten
Inhalten und Anforderungen ermittelt (Kap. 7.2). Aus den Protokollbégen konnten weitere 653
geometrische Aufgaben extrahiert werden (Teilstudie I1).
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Die im Rahmen der Teilstudien | und Il gewonnenen geometrischen Aufgaben wurden zur
Beantwortung der Frage verwendet, ob die eindeutige Zuordnung geometrischer Aufgaben zu den in
den Bildungsstandards formulierten Anforderungsbereichen moglich ist (Fragestellung 2). Dazu
wurden die Aufgaben durch zwei unabhdngig voneinander beurteilende, sich nicht wechselseitig
beeinflussende Rater (Wirtz & Caspar, 2002, S. 45ff) den drei in den Bildungsstandards formulierten
Anforderungsbereichen zugeordnet. Die beiden Rater waren Mathematiklehrerinnen im Alter von 32
und 43 Jahren, die aufgrund ihrer Berufserfahrung mit den an die Schilerinnen und Schiler
gestellten kognitiven Anforderungen und deren Verteilung innerhalb der Grundschulzeit vertraut
waren. Sie erhielten eine Zusammenfassung der den Bildungsstandards entnommenen Angaben zu
den drei Anforderungsbereichen mit den genannten Beispielaufgaben. Des Weiteren wurden sie
darauf hingewiesen, dass die Zuordnung der Aufgaben nicht von dem normalerweise bei der
Aufgabenauswahl bedeutsamen individuellen Bekanntheitsgrad ausgehend, sondern in Bezug auf die
fir das Ende der vierten Klassenstufe beschriebenen Kompetenzen der Bildungsstandards und im
Hinblick auf durchschnittliche Aufgabenbearbeiter sowie erfahrungsgemald erarbeitete Lerninhalte
erfolgen soll. Des Weiteren sollte sich die Zuordnung auf die intendierten Anforderungen der
Aufgaben beziehen. Denkbare Verdnderungen der Anforderungen wahrend der Bearbeitung oder
abweichende Aufgabenbearbeitungen, wie beispielsweise die theoretisch mogliche Losung von
Aufgaben des Anforderungsbereichs Il (Zusammenhange herstellen) durch das Erinnern von Fakten,
sollten wahrend des Ratings unberiicksichtigt bleiben. Bei Aufgaben, die nicht eindeutig nur einem
der drei Anforderungsbereiche zugeordnet werden kdnnen, wie beispielsweise bei mehrschrittigen
komplexeren Aufgaben, sollte die Entscheidung anhand der wesentlichen libergeordneten Aspekte
beziehungsweise Schwerpunkte der Aufgaben getroffen werden.

Die Beurteileriibereinstimmung wurde im Anschluss mittels der prozentualen Ubereinstimmung und
dem zufallsbereinigten Cohens Kappa tiberpriift (Kap. 8.1). Die prozentuale Ubereinstimmung stellt
dabei das einfachste Mal dar, indem sie den prozentualen Anteil der Falle angibt, in denen zwei oder
mehrere Rater das gleiche Urteil abgeben (Wirtz & Caspar, 2002). Das Erzielen einer ausreichenden
Beurteileriibereinstimmung bildete die Voraussetzung, um die vorliegenden Daten zur Beantwortung
weiterer Fragestellungen verwenden zu kdnnen.

Aus den Ubereinstimmend gerateten Aufgaben wurde die Verteilung auf die drei
Anforderungsbereiche sowohl allgemein als auch inhaltsspezifisch ermittelt (Kap. 8.2 und 8.3), um
Aussagen zu den in geometrischen Aufgaben enthaltenen kognitiven Anforderungen treffen zu
konnen (Fragestellung 3). Grundlage dafir bildeten die ermittelten Anzahlen und Prozentangaben
sowie die Berechnung des Chi-Quadrats mit R Core Team (2014) zum Vergleich der Verteilung in
Schulbiichern und im Unterricht.

Zur Beantwortung der Frage, inwiefern die Anforderungsbereiche zur Bestimmung der
Aufgabenschwierigkeit herangezogen werden kénnen (Fragestellung 4), wurde der vorliegenden
Erhebung das Konzept der empirischen Schwierigkeit zugrunde gelegt. Die Schwierigkeit der
Aufgaben wurde somit durch den prozentualen Anteil der richtigen Aufgabenbearbeitungen an der
Gesamtstichprobe empirisch bestimmt. Insgesamt bearbeiteten 270 Schiilerinnen und Schiler (Kap.
6.5) am Ende des vierten Schuljahres 24 geometrische Aufgaben, die aus den im Rahmen der
Teilstudie | gewonnenen und Ubereinstimmend gerateten Aufgaben der drei Anforderungsbereiche
ausgewahlt wurden (Kap. 6.4). Aufgrund der vorherigen Ordnung der Aufgaben nach deren
kognitiver Anforderung wurde von einer Bestimmung des Schwierigkeitsgrades anhand der in Kapitel
3.4 aufgezeigten weiteren Merkmale abgesehen. Anhand der empirisch gewonnenen
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Losungshaufigkeiten wurden durch verschiedene Interpretationsmoglichkeiten Aussagen zum
Schwierigkeitsgrad abgeleitet und einzelne Aufgaben analysiert (Kap. 9.1).

Um untersuchen zu koénnen, inwiefern die Schilerinnen und Schiler in Abhéangigkeit von
Leistungsfahigkeit und Geschlecht die geometrischen Aufgaben aus den drei verschiedenen
Anforderungsbereichen bewiltigten (Fragestellung 5), wurde die Gesamtstichprobe (N = 270)
zunéchst in drei Leistungsgruppen (LG 1, LG 2, LG 3) und nach Geschlecht unterteilt. Dies geschah auf
der Grundlage der im Subtest Geometrie des DEMAT 4 (Kap. 6.4) am Ende des vierten Schuljahres
erzielten Leistungen der Schiilerinnen und Schiiler, die in Form von geschlechtsspezifischen T-Werten
dargestellt wurden (9.2). Nach der Bildung dieser Leistungsgruppen wurde das Losungsverhalten der
unterschiedlich leistungsfahigen Schiilerinnen und Schiiler beim Bearbeiten der geometrischen
Aufgaben der drei Anforderungsbereiche (Teilstudie Ill) betrachtet. Des Weiteren wurde das
Losungsverhalten der Schilerinnen und Schiiler in Abhangigkeit vom Geschlecht zunachst allgemein
beschrieben. Daran anschlieBend wurde das Losungsverhalten der Jungen und Madchen getrennt
analysiert und die Geschlechter zusatzlich nach Leistungsfahigkeit gruppiert (Kap. 9.3).

Um Zusammenhadnge zwischen den Geometrieleistungen der Schilerinnen und Schiiler und der
Qualitat des jeweiligen Geometrieunterrichts aufdecken zu kénnen (Fragestellung 6), erfolgte die
Betrachtung und der Vergleich der Daten zunachst fir die gesamte Stichprobe und abschlieBend auf
Klassenebene (Kap. 9.4). Dabei bildeten die durch den DEMAT zu Beginn und zum Ende des
Schuljahres und die durch die Bearbeitung der geometrischen Aufgaben mit unterschiedlichen
Anforderungen gewonnenen Erkenntnisse zur Leistungsfahigkeit der Klassen, die protokollierte
Unterrichtszeit sowie die eingesetzten geometrischen Aufgaben im  Schuljahr die
Vergleichsgrundlage.

6.2 Protokollbogen

Protokolle haben sich als kostenglinstige, reliable und valide Moglichkeit zur Erhebung von
Unterricht und zur Untersuchung des Einflusses von Unterricht auf das Lernen der Schilerinnen und
Schiler beziehungsweise zur Klarung methodischer und inhaltlicher Fragen zum Unterricht
herausgestellt (Rowan, Camburn & Correnti, 2004, p. 245; Rowan, Harrison & Hayes, 2004, p. 7). Im
Vergleich zu den kostspieligen und deshalb in geringerem Umfang stattfindenden Beobachtungen im
Klassenzimmer durch geschulte Personen oder Videoaufnahmen und zu den haufig nur einmalig am
Ende eines Schuljahres riickblickend eingesetzten Umfragen stellen Protokolle eine praktikable
Methode zur Datenerhebung in groBem Umfang dar (Rowan, Camburn & Correnti, 2004, p. 264f).
Um den sowohl fiir die Beantwortung der Fragestellung 1 bedeutsamen quantitativen Anteil
geometrischer Inhalte im Unterricht des vierten Schuljahres erfassen als auch die fiir die
Fragestellungen 3 und 6 notwendigen Erkenntnisse zu den im Geometrieunterricht enthaltenen
kognitiven Anforderungen in Aufgaben gewinnen zu kdnnen (Teilstudie 1l), fiel die Entscheidung auf
die Entwicklung von Protokollb6gen, die durch die teilnehmenden Lehrkriafte am Ende jeder
Geometriestunde ausgefiillt werden sollten.

Als Nachteile dieses Erhebungsinstruments werden Messfehler genannt, die auf sozialer
Erwiinschtheit oder verwendeter Riickmeldekategorien basieren. Des Weiteren bedeutet die Arbeit
mit Lehrer-Protokollen eine héhere Belastung fiir die Lehrkrafte, was wiederum dazu fiihren kann,
dass die Fragebdgen nicht mehr (Antwortausfall) oder zwecks Zeitersparnis nur noch durch
Antworttendenzen ausgefillt werden (Rowan, Camburn & Correnti, 2004, p. 247). Aus diesen
Griinden war bei der Entwicklung der Protokollbégen zu bedenken, dass die Rickmeldung zum
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Unterricht durch die freiwillig und ohne Bezahlung teilnehmenden Lehrkrafte eine moglichst geringe
Belastung bedeuten und zlgig zu vollziehen sein sollte, um so die Genauigkeit der Berichterstattung
und den Riicklauf zu erhéhen.

Die von Rowan, Camburn und Correnti (2004, p. 245ff) vorgestellten und im Rahmen der durch das
Institut fur Sozialforschung der Universitat Michigan durchgefiihrten Studie Sl (Study of Instructional
Improvement) verwendeten Lehrer-Protokolle (teacher logs) bestanden aus einer sogenannten
opening-section (gateway), in dem die Unterrichtszeit und das Thema schwerpunktmaRig notiert
wurden, und einem back-end, in das die genauen Inhalte und Methoden sowie eingesetzte
Aufgabenstellungen und Material, hauptsachlich in Form von Checklisten mit iber 100 Kriterien,
einzutragen war. Als Bearbeitungszeit wurden 5 Minuten am Ende des Schultags veranschlagt. In
Anlehnung an diese opening-section enthielt der entwickelte zweiseitige Protokollbogen auf der
ersten Seite den in Tabelle 10 dargestellten Kopf.

Tabelle 10: Protokollbogen - Kopf

Datum

Thema

Zeit in Minuten

Auch die Nutzung von Checklisten wurde ansatzweise aufgegriffen. Die Lehrkrafte sollten nach dem
Ausflillen des Kopfes festhalten, welche Ziele sie mit dem Geometrieunterricht verfolgten und
welche inhaltsbezogenen Kompetenzen mittels der verwendeten Aufgaben gefordert werden sollten.
Um die Verfligbarkeit der Kompetenzen fiir die Lehrkrdafte und deren zligige Protokollierung zu
gewadhrleisten, wurden die in den Bildungsstandards zur Leitidee Raum und Form formulierten
Kompetenzen (KMK, 2004) ebenfalls auf der ersten Seite des Protokollbogens zum Ankreuzen wie in
Tabelle 11 gezeigt abgebildet.

Tabelle 11: Protokollbogen - Ausschnitt Kompetenzen

Kompetenzen: Bitte ankreuzen!

Uber radumliches Vorstellungsvermogen verfiigen

raumliche Beziehungen erkennen, beschreiben und nutzen (Anordnungen, Wege,
sich im Raum Plane, Ansichten)
orientieren

zwei- und dreidimensionale Darstellungen von Bauwerken (z.B. Wiirfelgebdauden)
zueinander in Beziehung setzen (nach Vorlage bauen, zu Bauten Bauplane
erstellen, Kantenmodelle und Netze untersuchen)

Auf der zweiten Seite des Protokollbogens wurden die Lehrkrafte dazu angehalten, ihre im Unterricht
eingesetzten Aufgaben einzutragen. Als Strukturierungshilfe wurden die drei Phasen Einstieg,
Arbeitsphase und Abschluss des Unterrichts unterschieden. Freiwillig konnte der Ablauf genauer
beschrieben werden (Tab. 12).
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Tabelle 12: Protokollbogen - Aufgaben

Notieren Sie die eingesetzten Aufgaben (und beschreiben Sie ggf. knapp den Ablauf des
Geometrieunterrichts):
(gef. Lehrwerk und Seitenzahl angeben)

Ablauf Welche Aufgaben
(FREIWILLIG!) haben Sie eingesetzt?
Einstieg
Arbeitsphase
Abschluss

Der Protokollbogen war in dieser Form selbsterklarend, weshalb keine Trainingseinheit fir die
Lehrkrafte erfolgen musste. Bei Fragen oder Problemen konnte aber jederzeit Kontakt aufgenommen
werden, was nur wenige Lehrkrafte taten. Der gesamte Protokollbogen ist in Anhang H zu finden.

6.3 Der normierte Schulleistungstest DEMAT

Auf der Suche nach einem Testinstrumentarium, mit dem die zur Beantwortung der Fragestellungen 5
und 6 bedeutsame Leistungsfahigkeit im mathematischen Teilbereich der Geometrie isoliert erfasst
werden konnte, fiel die Entscheidung letztlich auf den ,Deutschen Mathematiktest” (DEMAT), einem
bundesweit normierten Schulleistungstest zur Feststellung der Mathematikleistungen fir die
Klassenstufen 1 bis 9 aus der von Hasselhorn, Marx & Schneider herausgegebenen Reihe Deutsche
Schultests, der okonomisch objektive, reliable und valide Diagnosen curricular-valider
Mathematikleistungen leistet (Roick, Golitz & Hasselhorn, 2004, S. 9) und aus drei Subtests zu den
Bereichen Arithmetik, Sachrechnen und GroRen sowie Geometrie besteht. Zu allen drei Bereichen
und dem Testgesamtwert liegen Prozentrangnormen und T-Wert-Normen, getrennt nach Geschlecht
und fir die mittlere Leistung und Streuung ganzer Schulklassen, vor. Mit Hilfe der
Klassenprofilnormen kann der Leistungsstand ganzer Schulklassen und Schulen im Vergleich zur
bundesweiten Normstichprobe eingeschatzt werden. Zusatzlich werden Vertrauensintervalle zur
Interpretation individueller Leistungen aufgefiihrt. Mit seinem mittleren Schwierigkeitsgrad von
ungefahr .60 ist der DEMAT einsetzbar fiir unterrichtsbezogene Evaluations- und
QualitatsentwicklungsmaBnahmen im Rahmen von Vorher-Nachher-Untersuchungen und zur Testung
grolRer Stichproben im Bereich der Forschung. Er bietet beispielsweise eine solide abhangige Variable
fur die Uberpriifung von entwicklungspsychologischen oder neuropsychologischen mathematischen
Kompetenzmodellen und ein hervorragendes Instrument zur Feststellung der erreichten
Bildungsstandards im Fach Mathematik (Roick, Golitz & Hasselhorn, 2004, S. 11). Exemplarisch sei an
dieser Stelle auf Winkelmann & Robitzsch (2009, S. 179ff) verwiesen, die die interne Struktur der
inhaltsbezogenen und allgemeinen mathematischen Kompetenzen der Bildungsstandards anhand der
Aufgaben analysierten, die ebenfalls zur empirischen Uberpriifung des Kompetenzstufenmodells von
Reiss und Winkelmann (2009, S. 125ff) verwendet wurden (vgl. Kap. 2.3.3). Zur Uberpriifung der
konvergenten Validitat wurden messfehlerbereinigte Korrelationen zwischen den im Rahmen der
Normierungsstudie eingesetzten Items und den Items aus dem DEMAT 3 und 4 ermittelt. Dabei
korrelierten die unterschiedlichen Itemmengen beispielsweise innerhalb der Dimension Raum und
Form mit dem DEMAT 3 zu r = .97 und mit dem DEMAT 4 zu r = .70, woraus gefolgert wurde, dass ein
konstruktvalides Instrument zur Messung der gewiinschten Kompetenzen erstellt wurde.
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Im Rahmen der vorliegenden Untersuchung erfolgte die Erhebung der Schiilerleistungen wie
vorgegeben innerhalb der ersten sechs Wochen des Schuljahres 2011/2012 mittels des DEMAT 3+
und innerhalb der letzten sechs Wochen des gleichen Schuljahres durch den DEMAT 4. Die
Durchfiihrung des DEMAT beansprucht inklusive Einfiihrung und Instruktion ca. eine Schulstunde von
45 Minuten. Die reine Aufgabenbearbeitungszeit betragt 28 Minuten. Um ein Abschreiben der Kinder
zu verhindern, wurden die zwei echten Parallelformen A und B eingesetzt. Testleiterin war die
jeweilige Lehrkraft, die genaue Anweisungen und Erlduterungen zur Durchfiihrung in schriftlicher
Form erhielt. Die Qualitatsmerkmale, das zugrunde liegende Mess- beziehungsweise Testmodell,
Itemkennwerte, Reliabilitatskoeffizienten und vieles mehr sind den jeweiligen Handreichungen zu
entnehmen (Roick, Golitz & Hasselhorn, 2004, S. 31ff; Roick, Goélitz & Hasselhorn, 2006, S. 30ff).

Der DEMAT 3+ (Roick, Golitz & Hasselhorn, 2004, S. 9ff) umfasst insgesamt 31 Aufgaben in neun
Aufgabentypen und drei Subtests. Die Aufgaben zum Subtest Geometrie behandeln
Spiegelzeichnungen, Formen legen und Ldngen schatzen. Der DEMAT 3+ weist eine Paralleltest-
Reliabilitat von r = .76, eine Konsistenzschatzung von a = .81 und eine mittlere
Testhalbierungsreliabilitat von r = .83 auf. Die Korrelation zu den Schulnoten im Fach Mathematik
betragt bezlglich der kriterienbezogenen konkurrenten Validitdt r = -.61 und bezlglich der
kriterienbezogenen prognostischen Validitat r = -.68. Die Korrelation zum DEMAT 4 betragt r = .68.

Der DEMAT 4 (Roick, Golitz & Hasselhorn, 2006, S. 7ff) besteht insgesamt aus 40 Aufgaben, wobei die
Aufgaben zum Subtest Geometrie Lagebeziehungen und Spiegelzeichnungen betreffen. Der DEMAT 4
weist eine Paralleltest-Reliabilitat von r = .82 und eine Konsistenzschatzung von a = .85 auf. Die
Korrelation zu den Schulnoten im Fach Mathematik betragt bezliglich der kriterienbezogenen
konkurrenten Validitat r = -.70.

Die von den insgesamt 270 Schiilerinnen und Schilern (133 Jungen, 137 Madchen) zu Beginn und
zum Ende des Schuljahres 2011/2012 erbrachten Leistungen (Rohwerte) wurden kodiert und mit
Hilfe der im Testmanual angehdngten Normentabellen in T-Werte umgewandelt, um die
Unterschiede im gesamten Leistungsspektrum statistisch korrekt abzubilden. Diese T-Werte zu den
drei mathematischen Teilbereichen Arithmetik, Sachrechnen und GrofRen, Geometrie sowie zum
Testgesamtwert werden in Kapitel 7.3 dargestellt. Darliber hinaus wurden die Korrelationen der
einzelnen mathematischen Bereiche ermittelt und die geometrische Leistungsentwicklung der
Schiilerinnen und Schiler der einzelnen Klassen im vierten Schuljahr auf Signifikanz getestet.

Anhand der im Subtest Geometrie des DEMAT 4 erzielten T-Werte wurden die Schilerinnen und
Schiller der Stichprobe in Leistungsgruppen eingeteilt, um Zusammenhidnge mit den
Losungshaufigkeiten bei der Bearbeitung von Aufgaben mit unterschiedlichen Anforderungen
herzustellen (Kap. 9.2). Des Weiteren wurden die im Subtest Geometrie erbrachten Leistungen der
einzelnen Klassen hinsichtlich der quantitativen und qualitativen Aspekte des Geometrieunterrichts
miteinander verglichen (Kap. 7.3 und 9.4).

Die jeweiligen Schiilerleistungen wurden in Form eines Klassenbogens (Anhang M) an die Lehrkrafte
Ubermittelt, worauf die bei den einzelnen Aufgaben, den Subtests und dem Testgesamtwert erzielten
Rohwerte fiir die einzelnen Schiilerinnen und Schiller sowie fiir die gesamte Klasse ersichtlich waren.
Zusatzlich zu den Klassenmittelwerten wurde der sich daraus ergebende Prozentrang eingetragen,
den die Lehrkrafte anhand der Hinweise fiir Klassenleistungen interpretieren konnten. Neben diesem
Klassenbogen und den Interpretationshinweisen erhielten die Lehrkrafte eine Abkiirzungsiibersicht
und die Normentabellen fir Madchen und Jungen fiir die Subtests und den Testgesamtwert (Anhang
M). So konnte anhand der fir die Subtests und den Testgesamtwert ermittelten Rohwerte fiir die
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einzelnen Schiilerinnen und Schiiler der jeweilige Prozentrang abgelesen und mit Hilfe der Hinweise
zur inhaltlichen Leistungsbeurteilung der Normwerte interpretiert werden.

6.4 Geometrische Aufgaben der drei Anforderungsbereiche

Um die Frage, inwiefern die Anforderungsbereiche zur Bestimmung der Aufgabenschwierigkeit
herangezogen werden koénnen (Fragestellung 4), beantworten zu koénnen, mussten
Losungshaufigkeiten beim Bearbeiten geometrischer Aufgaben der drei Anforderungsbereiche
ermittelt werden (Teilstudie IIl). Diese empirischen Losungshaufigkeiten wurden zudem zur
Beantwortung der Fragestellungen 5 und 6 verwendet. Zu jedem der vier inhaltsbezogenen
Kompetenzbereiche (-1, -2, -3, -4) und zu den drei verschiedenen Anforderungsbereichen (AB |, AB I,
AB Ill) wurden jeweils zwei geometrische Aufgaben (a und b) ausgewahlt. So lagen zu jedem der drei
Anforderungsbereiche acht und zu jedem der vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche sechs
geometrische Aufgaben vor (Tab. 13).

Tabelle 13: Teilstudie Ill - Ubersicht

ABI AB Il ABIll  Legende:
a-1 ABla-1 AB2a-1 AB3a-1 ABI = Anforderungsbereich I: Reproduzieren
b-1  AB1b-1 AB2b-1 AB3b-1 ABII = Anforderungsbereich II: Zusammenhange herstellen
AB Il = Anforderungsbereich Ill: Verallgemeinern/Reflektieren

a-2 ABla-2 AB2a-2 AB3a-2

b-2 ABlb-2 AB2b-2 AB3b2 ° = 1. Aufgabe

b = 2. Aufgabe
a3 ABla-3 AB2a-3 AB3a-3 -1 = IKB 1: sich im Raum orientieren
b-3 ~ ABlb-3  AB2b-3 = AB3b-3 = IKB 2: geometrische Figuren
a-4  ABla-4 AB2a-4 AB3a-4 3 = |IKB 3: geometrische Abbildungen
b-4 AB1b-4 AB2b-4 AB3b-4 -4 = IKB 4: Flachen- und Rauminhalte

Die Begrenzung der Anzahl auf 24 war notwendig, da die Aufgaben durch die Schiilerinnen und
Schiler der an der vorliegenden Untersuchung teilnehmenden Lehrkrafte (N = 270) am Ende des
vierten  Schuljahres innerhalb einer Schulstunde bearbeitet werden sollten. Auch
Schulleistungsstudien wie PISA oder die Erhebungen im Rahmen des Landervergleichs sehen sich mit
dieser Spannung zwischen breiter Reprasentation von Sachgebieten und limitierter Testzeit
konfrontiert und l6sen dieses Problem durch ein Multi-Matrix Sampling, was aufgrund der zu
geringen Stichprobengrofie der vorliegenden Erhebung nicht moglich war.

Die 24 Aufgaben wurden aus den 206 den Schulblichern entnommenen und den
Anforderungsbereichen Ubereinstimmend zugeordneten geometrischen Aufgaben ausgewahlt. Die
Aufgaben mussten aufgrund organisatorischer Gesichtspunkte schriftlich zu bearbeiten sein. Offene
Aufgabenformate oder Aufgaben mit gestuften Antwortformaten wurden ausgeschlossen, um die
Objektivitat bei der Auswertung zu gewahrleisten. Trotz der Begrenzung auf 24 Aufgaben wurde
versucht, die Bandbreite aller innerhalb der vier Bereiche (IKB 1-4) formulierten inhaltsbezogenen
Kompetenzen unter inhaltlichen Gesichtspunkten moglichst ausgewogen abzudecken. Dabei konnten
jedoch nicht alle in Kapitel 2.3.2 vorgestellten und zu fordernden inhaltsbezogenen Kompetenzen zur
Leitidee reprasentiert werden. Die Auswahl der Aufgaben in den markierten Zellen (Tab. 13) erfolgte
nach der Berlicksichtigung der bisher genannten Kriterien mangels alternativer
Auswahlmoglichkeiten.

Vier der 24 geometrischen Aufgaben wurden bereits in Kapitel 2.3.2 aufgezeigt. Zum besseren
Verstandnis der sich anschlieRenden Ausfiihrungen sollen an dieser Stelle exemplarisch drei weitere
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Aufgaben aufgezeigt werden, die Ubereinstimmend zugeordnet wurden und die verschiedenen
Anforderungen zum inhaltsbezogenen Kompetenzbereich 2 (geometrische Figuren) reprasentieren.

Bei Aufgabe AB1b-2 zum Anforderungsbereich | (Reproduzieren) muss Faktenwissen zur
Winkeleigenschaft eines Rechtecks reproduziert und dieses nach Vorgabe gezeichnet werden (Abb.
41).

Zeichne ein Rechteck von
7 cm Ldnge und 4 cm Breite.

Abbildung 41: Aufgabe AB1b-2 (Eidt et al., 2009, S. 62).

Die folgende Aufgabe AB2a-2 ist Anforderungsbereich Il (Zusammenhange herstellen) zuzuordnen
(Abb. 42). Um die beiden Korper zeichnen zu kénnen, muss der Zusammenhang zwischen Ebene und
Raum auf ikonischer Ebene hergestellt werden. Zeichenfahigkeiten und der Umgang mit
geometrischen Arbeitsmaterialien missen abgerufen werden.

Zeichne diese Wirfelbauwerke ins Heft. Achte auf die Farben.

| ,\]

T T I
| | !
[ | |

mN T T T

i N N S I (-

Abbildung 42: Aufgabe AB2a-2 (Lorenz, 2005, S. 64).

Um Stellung zu den Thesen der folgenden Aufgabe AB3a-2 nehmen zu kénnen (Abb. 43), missen die
Schilerinnen und Schiiler zunachst Faktenwissen zu geometrischen Figuren und Fachbegriffen
reproduzieren. Da nicht nur die beiden geometrischen Figuren der jeweiligen Thesen in
Zusammenhang gebracht werden, sondern zusatzlich Begriindungen gefunden werden miussen,
wurde diese Aufgabe Anforderungsbereich Il (Verallgemeinern und Reflektieren) zugeordnet.

Stimmt das? Begriinde mit den Eigenschaften der Figuren oder

zeige ein Gegenbeispiel.

a) Jedes Viereck ist ein Parallelogramm.

b) Jedes Rechteck ist ein Parallelogramm.

c) Jedes Parallelogramm ist ein Rechteck.

d) Alle Figuren mit zwei parallelen Seiten sind Parallelogramme.

e) Jede Figur mit zwei Paar parallelen Seiten ist ein
Parallelogramm.

Abbildung 43: Aufgabe AB3a-2 (Lorenz, 2005, S. 25).

Da alle 24 geometrischen Aufgaben schriftlich und ohne zusatzliche Hilfen bearbeitet werden sollten,
wurden sie teilweise geringfligig verandert, indem beispielsweise die Aufgabenstellung konkretisiert
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oder der Umfang der Aufgabe verringert wurde. Exemplarisch dafiir steht die Aufgabe ABla-2 (Abb.
44), bei der zur Verkleinerung des Aufgabenumfangs die Zeilen Quader, Kugel und Pyramide
entnommen wurden.

Ubertrage die Tabelle ins Heft und fiille sie aus.

Form  Gesamt-| Anzahl | Anzahl |

, der zahl der | der der |
| Korper | Fldchen | Fldchen | Ecken | Kanten | Beispiele

| Quader | Schachtel
Wiirfel ) ' |
bl § = | 1 |

Kegel
Zylinder
| Pyramide

Abbildung 44: Aufgabe AB1a-2 (Fuchs & Kapnick, 2008, S. 64).

Da in keinem der zehn Schulblicher eine Aufgabe zum inhaltsbezogenen Kompetenzbereich 1 (sich im
Raum orientieren) gefunden wurde, die Anforderungsbereich | (Reproduzieren) zugeordnet werden
konnte, mussten zwei Aufgaben (ABla-1 und AB1lb-1) abgewandelt werden. Danach wurden sie
erneut geratet und aufgrund der Ubereinstimmung in die Auswahl aufgenommen.

Bei der ersten Aufgabe (ABla-1) ging es darum, die Anzahl der zum Quader noch fehlenden Wiirfel
zu ermitteln (Abb. 45). Diese Aufgabe wurde Anforderungsbereich Il zugeordnet, da hierbei der
Zusammenhang zwischen der Summe der bereits existierenden Wiirfel und der Summe der Wiirfel
des Quaders hergestellt werden musste. Des Weiteren musste diese durch das gedankliche Ergéanzen
des gegebenen Wiirfelbaus zum Quader erst noch ermittelt werden.

Aus wie vielen Wiirfeln besteht der Wiirfelbau?
Wie viele Wirfel fehlen noch, damit ein Quader entsteht?

Der Bau bestehtaus .................... Wirfeln.

Zum Quaoder fehlen noch .. ................ . Warfel.

Abbildung 45: Aufgabe ABla-1 (Miller-Wolfangel, Schreiber & Heilig, 2007, S. 51).

Isolierte man den bei dieser Aufgabe angegebenen Zwischenschritt, so erhielt man die Aufgabe
ABla-1: ,Der Bau besteht aus __ Wairfeln.". In den Bildungsstandards wurde zwar eben diese
Ermittlung von Wirfeln eines Wirfelbaus exemplarisch fiir Anforderungsbereich Il aufgezeigt (vgl.
KMK, 2005, S. 20 oder Abb. 33), jedoch ordneten beide Rater im Hinblick auf Schilerinnen und
Schiller im vierten Schuljahr und im Hinblick auf die Beschaffenheit des abgebildeten Wiirfelbaus
diese Aufgabe dem Reproduzieren (Anforderungsbereich 1) zu.

Die folgende ebenfalls IKB 1 (sich im Raum orientieren) zuzuordnende Aufgabe (AB1b-1) fordert die
Kompetenz, ein Objekt identifizieren zu kdnnen, das aus verschiedenen Blickwinkeln gezeigt wird
(Abb. 46).
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Lisa, Ole, Harkan und Anna haben den Oldtimer im Technikmuseum
von verschiedenen Seiten fotografiert. Wer hat welches Foto gemacht?

Lisa Ole

Harkan

Abbildung 46: Aufgabe AB1b-1 (Fuchs & Kapnick, 2008, S. 66).

Um die Anforderung der Aufgabe zu verringern, wurden zwei Perspektiven (Lisa und Anna) entfernt,
sodass die Schilerinnen und Schiler nur noch entscheiden mussten, ob das Foto von vorne oder
hinten gemacht wurde. Zusatzlich wurde die Aufgabenstellung konkretisiert: ,,Harkan und Ole haben
den Oldtimer im Technikmuseum von verschiedenen Seiten fotografiert. Schau dir an, wo Harkan
und Ole stehen. Wer hat welches Foto gemacht?".

Alle 24 geometrischen Aufgaben sind in der endgiiltigen Form, in der sie den 270 Schiilerinnen und
Schiller zur Bearbeitung vorgelegt wurden, in Anhang R abgebildet. Bei der Auswertung der
Aufgabenbearbeitungen mit dichotomen Antwortformaten wurde der Wert , Null” fiir eine falsche
Antwort beziehungsweise Nichtbearbeitung und der Wert ,Eins” fir eine richtige beziehungsweise
ausreichende Antwort vergeben. Durch den Summenscore wurden die Losungshdufigkeiten der
einzelnen Aufgaben berechnet und prozentual dargestellt. Anhand der jeweiligen Losungshaufigkeit
in Prozent wurden mit Hilfe verschiedener Interpretationsmoglichkeiten Aussagen zur empirischen
Schwierigkeit der Aufgaben getroffen und einzelne Aufgaben analysiert (Kap. 9.1).

Dariber hinaus wurden die erbrachten Losungshaufigkeiten der in drei Leistungsgruppen und nach
Geschlecht unterteilten Schilerinnen und Schiiler ausgewertet, um zu erheben, inwiefern die
Schilerinnen und Schiler in Abhangigkeit von Leistungsfahigkeit und Geschlecht die geometrischen
Aufgaben aus den drei verschiedenen Anforderungsbereichen bewaltigen (Kap. 9.2 und 9.3).

Fir die Aufgabensammlung wurde Cronbachs a = 0,8 ermittelt, was einer guten Reliabilitat
entspricht. Gruppierte man die Aufgaben nach den einzelnen Anforderungsbereichen, wurden
Reliabilitdten von a = 0,61 (AB 1), a = 0,61 (AB Il) und a= 0,51 (AB lll) berechnet und mit Hilfe der
Spearman-Brown-Formel mit k = 24 auf jeweils 0,96 korrigiert, was einer exzellenten Reliabilitat
entspricht.

Die Berechnung der korrigierten Trennscharfen (r.drop) fir alle Aufgaben ergab die Identifizierung
von funf grenzwertigen ltems (<.2 fir ABla-1, AB3a-4, AB3a-2, AB3b-1 und AB3a-1). Da durch die
Unterteilung in drei Anforderungsbereiche jeweils unterschiedliche Aspekte angesprochen wurden,
wurden erneut die getrennten Reliabilitdtsanalysen zur Beurteilung der Trennscharfen betrachtet.
AB3b-1 war dann nicht mehr grenzwertig. ABla-1 hatte noch eine Trennschéarfe unter 0,2. Lie man
das Item aus der Skala heraus, erhohte sich das standardisierte Cronbachs a von 0,61 auf 0,62.
Aufgrund dieses geringen Effekts wurde das Item nicht ausgeschlossen. Das Ausschlielen von AB3a-2
hatte keine Auswirkungen. Entfernte man AB3a-1, so verringerte sich das standardisierte Cronbachs
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a sogar. Entnahm man das Item AB3a.4, erhdhte sich das standardisierte Cronbachs a von 0,51 auf
0,53. Da die Aufgaben ausschlielRlich fiir die Ermittlung von Losungshaufigkeiten innerhalb der
vorliegenden Untersuchung zusammengestellt und nicht als Test konzipiert wurden, verblieben auch
diese Items in der Skala.

6.5 Stichprobe

Die Lehrerstichprobe bestand zu Beginn der Untersuchung aus 20 Grundschullehrkraften. Von den 20
Lehrkraften gaben vier Teilnehmer keine Protokolle ab und/oder schickten keine Schilertestbogen
zuriick, weshalb diese (und auch die Testwerte der dazugehdrigen Schilerinnen und Schiiler) aus der
Untersuchung entnommen werden mussten. Da die Lehrkrafte mit den Schiilerinnen und Schilern zu
Beginn der Untersuchung kodiert wurden, fehlen in den folgenden Kapiteln die Lehrkrafte mit den
Nummern 2, 10, 17 und 20. Eine Neukodierung wurde aus organisatorischen Griinden nicht
vorgenommen. Insgesamt ergab sich eine Beteiligung von 80%. Von den verbleibenden 16
Lehrkraften waren elf weiblich und fiinf mannlich. Das durchschnitte Alter betrug 40 Jahre und die
durchschnittliche Dienstzeit 16 Jahre. Alle im Folgenden genannten Informationen an die Teilnehmer
der Untersuchung sind in Anhang C aufgelistet.

Zahlreiche Schulen wurden nach einer Zufallsstichproben-Ziehung aus allen rheinland-pfalzischen
Grundschulen per E-Mail mit Hilfe eines Informationsbriefes oder telefonisch kontaktiert. Sie
erhielten Angaben zum Thema und zum Ziel der Untersuchung sowie zum Ablauf und zu den
Anforderungen fir das Schuljahr 2011/2012 (Protokollieren des Geometrieunterrichts, Durchfiihren
des DEMAT und der geometrischen Aufgaben mit unterschiedlichen Anforderungen in bestimmten
Zeitrdumen). Zudem wurde angekiindigt, dass die Lehrkrafte eine Riickmeldung Uber die Leistungen
ihrer Klasse erhalten wiirden. Da die Teilnahme der Schulen beziehungsweise der Lehrkrafte der
vierten Jahrgangsstufe ohne Bezahlung und freiwillig war, musste zum einen eine hohe Anzahl an
Schulen kontaktiert werden. Zum anderen fand durch dieses Vorgehen bereits eine Selektion statt,
die bei der Beschreibung der vorliegenden Stichprobe bedeutsam ist. Da viele Schulen
beziehungsweise Lehrkrifte aufgrund des Arbeitsaufwandes oder Zeit-/Termindruck, Uberlastung
und vielem mehr absagten, konnte davon ausgegangen werden, dass die Lehrkrafte, die sich zur
Teilnahme bereit erklarten, relativ motiviert und interessiert an geometrischen Inhalten zu sein
schienen.

Die Lehrkrafte wurden dazu angehalten, ihren Geometrieunterricht ber das Schuljahr 2011/2012
hinweg knapp zu protokollieren und diese Protokollbégen jeweils zu den Ferien (Herbst-,
Weihnachts-, Oster- und Sommerferien) in bereits vorfrankierten und beschrifteten Umschlagen
zuriick zu senden. Allen teilnehmenden Lehrkrdften wurde eine ausreichende Anzahl an bereits
ausgedruckten Protokollbogen zur Verfliigung gestellt, Kontakt wurde hauptsachlich per E-Mail oder
auf dem Postweg gehalten. Es wurden keine Vorgaben in Bezug auf bestimmte geometrische
Unterrichtsinhalte oder hinsichtlich zeitlicher Erwartungen gemacht. Vielmehr wurden die Lehrkrafte
dazu angehalten, den Unterricht moglichst so zu planen und zu halten, wie sie es Ublicherweise tun,
da das Ziel der Untersuchung das Gewinnen eines realistischen Einblicks in den Geometrieunterricht
und die in diesem Rahmen gestellten Aufgaben war.

Die geometrischen Aufgaben mit den verschiedenen Anforderungen wurden durch die Schiilerinnen
und Schiiler der an der vorliegenden Untersuchung teilnehmenden Lehrkrafte der vierten Klassen
bearbeitet. Voraussetzung fir die Teilnahme der Schiilerinnen und Schiler war das schriftliche
Einverstandnis der Eltern. Urspriinglich ergab sich somit N = 360 (184 Jungen, 175 Madchen). Durch
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Klassenwechsel, Umziige oder Ahnliches verringerte sich jedoch die Anzahl der Schiilerinnen und
Schiiler. Aullerdem wurden, wie soeben erwahnt, nur die Ergebnisse der Schiilerinnen und Schiiler in
die Untersuchung aufgenommen, deren Lehrkrafte Protokollbégen einreichten und die sowohl den
DEMAT 3+ (Messzeitpunkt: Anfang des vierten Schuljahres) als auch den DEMAT 4 und die
geometrischen Aufgaben der Teilstudie Il (Messzeitpunkt: Ende des vierten Schuljahres)
bearbeiteten, um Zusammenhadnge zwischen den Schiilerleistungen bei der Bearbeitung aller
Aufgaben beziehungsweise der Leistungsentwicklung aufdecken sowie Tendenzen auf Klassenebene
aufzeigen zu konnen. Letztlich lagen anonymisierte Daten zu 270 rheinland-pfalzischen Schiilerinnen
und Schiilern des vierten Schuljahres vor, die jeweils von den 16 teilnehmenden Lehrkraften im
Schuljahr 2011/2012 unterrichtet wurden. Davon waren 133 Jungen und 137 Madchen, die genaue
Verteilung auf die jeweiligen Lehrkrafte ist Anhang D zu entnehmen.
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Teil 3: Ergebnisse und Diskussion

7 Quantitativer Anteil geometrischer Inhalte im vierten Schuljahr

Im folgenden Kapitel wird der ermittelte quantitative Anteil geometrischer Inhalte in den
Schulblichern und im Mathematikunterricht dargestellt (Fragestellung 1). Dazu wurden zehn
Schulblichern im Rahmen der Teilstudie | alle geometrischen Aufgaben entnommen (Kap. 7.1). Der
Anteil geometrischer Inhalte am Mathematikunterricht wurde mit Hilfe der in Kapitel 6.2
vorgestellten Protokollbogen liber ein Schuljahr hinweg ermittelt. Diesen Protokollen wurden im
Zuge der Teilstudie Il ebenfalls die geometrischen Aufgaben entnommen (Kap. 7.2). Im Anschluss
daran werden diese Erkenntnisse im Zusammenhang mit den durch den DEMAT erfassten
Geometrieleistungen der vorliegenden Stichprobe betrachtet (Kap. 7.3).

7.1 Geometrische Inhalte in Schulbiichern

Fir die Untersuchung der geometrischen Aufgaben in Schulblichern des vierten Schuljahres
(Teilstudie 1) wurden vor Beginn des Schuljahres 2011/2012 aus den im Schulbuchkatalog
enthaltenen Schulbiichern die folgenden zehn zufallig ausgewahlt: Denken und Rechnen (1), Duden
(2), Zahlenzauber (3), Mathehaus (4), Mathematikus (5), Matheprofis (6), Nussknacker (7), Primo (8),
Welt der Zahl (9) und Zahlenbuch (10).

Bei einigen Lehrwerken wurden explizit die Bezeichnungen der Bildungsstandards fiir die Gestaltung
des Inhaltsverzeichnisses verwendet, was eine Orientierung der Schulbiicher an den Vorgaben der
Bildungsstandards vermuten lasst (Abb. 47).

Leitideen Inhalte Kompetenzen

Raum und Form % Fldchen 48-51  Problemldsen (Losungsstrate-
ebene Figuren nach Eigen- Flachen am Geobrett spannen gien entwickeln),

schaften sortieren, Umfang Flachenformen erkennen Kommunizieren, Darstellen,
und Flédcheninhalt untersuchen, Kreise zeichnen Kreativitat

Zeichnungen mit Hilfsmitteln FlachengréBen (m?)/Umfang bestimmen und

anfertigen vergleichen

Abbildung 47: Inhaltsverzeichnis des Lehrwerks Primo Mathematik 4 (Grassmann et al., 2010, S. 2).

In den zehn Lehrwerken waren insgesamt 165 Seiten mit geometrischen Inhalten zu finden.
Abbildung 48 veranschaulicht den prozentualen Anteil an Seiten mit geometrischen Inhalten im
Verhaltnis zur Seitenanzahl des gesamten Lehrwerks fiir jedes der zehn Schulbiicher.
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Schulbuchseiten mit geometrischen
Aufgaben [%]

100
90
20
70
60
50
40
30
20

Seiten mit geometrischen
Aufgaben in Prozent [%]

Prozent [%]

Schulbuicher

Abbildung 48: Schulbuchseiten mit geometrischen Aufgaben [%].

Die dargestellten Schwankungen bezliglich des prozentualen Anteils der Seiten mit geometrischen
Inhalten an der Seitenanzahl des gesamten Lehrwerks reichen von Min. 9% (7) bis Max. 20% (6). Die
genauen prozentualen Anteile sind Anhang E zu entnehmen. Es sei angemerkt, dass aus der
guantitativen Betrachtung der Seitenanzahlen keine Aussagen zur Qualitat der dargestellten
geometrischen Inhalte abgeleitet werden kdnnen beziehungsweise sollen.

Insgesamt konnten den zehn Schulblichern 229 geometrische Aufgaben, die fir eine individuelle
Bearbeitung durch die Schilerinnen und Schiiler vorgesehen waren, entnommen werden (Teilstudie
I). Diese verteilten sich wie in Abbildung 49 ersichtlich auf die in den Bildungsstandards zur Leitidee
Raum und Form formulierten inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche.

Schulbuchaufgaben -
Verteilung auf IKB 1-4 [%]

m KB 1: sichim Raum

orientieren
25%
KB 2: geometrische
Figuren
IKB 3: geometrische
14% 44% Abbildungen

IKB 4: Flachen- und
Rauminhalte

Abbildung 49: Schulbuchaufgaben - Verteilung auf IKB 1-4 [%)].

Die Aufgaben zu IKB 2 (Geometrische Figuren) stellten mit 44% den héchsten Anteil dar. Aufgaben zu
Flachen- und Rauminhalten (IKB 4) machten ca. ein Viertel (25%) aller in den Schulbichern der
Klassenstufe 4 zu findenden geometrischen Aufgaben aus.

Tabelle 14 zeigt zusatzlich zu den prozentualen Anteilen die Aufgabenanzahlen zu den vier
inhaltsbezogenen Kompetenzbereichen der Leitidee Raum und Form.
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Tabelle 14: Schulbuchaufgaben - Verteilung auf IKB 1-4

sich im Raum Geometrische Geometrische Flachen- und
orientieren Figuren Abbildungen Rauminhalte
(IKB 1) (IKB 2) (IKB 3) (IKB 4)
Aufgabenanzahl 39 101 31 58
Prozent 17% 44% 14% 25%

7.2 Geometrische Inhalte im Unterricht

Der Anteil geometrischer Inhalte am Mathematikunterricht wurde mit Hilfe der in Kapitel 6.2
vorgestellten Protokollbégen ermittelt. Da alle Lehrkrafte die Bogen sowohl digital per Email als auch
in hoher Anzahl ausgedruckt per Post erhielten, waren die Vorgehensweisen bei der Handhabung
sehr unterschiedlich. Manche Lehrkrafte verwendeten lediglich Seite 1 und erganzten eine eigene
zweite Seite, auf der die Aufgaben und Stundenverlaufe aufgefiihrt wurden. Andere hangten alle
eingesetzten Arbeitsmaterialien kopiert an, wieder andere fiillten beide Seiten wie zu Beginn
vorgesehen per Hand aus. Einige Lehrkrafte nutzten auch die digitale Version. Die Abbildungen 50
und 51 zeigen zwei Auszlige aus den Protokollbogen auf.

Arbeitsphase Klassenunterricht/ Einzelarbeit: Super M 4
Besprechen der Buchseite Schllerbuch Seite 68 Nr. 3, 4
Bereitlegen von: Geometrie- Prifen mit dem Geometrie-Dreieck,
Dreieck, gespitzten Bleistiften, welche Geraden senkrecht
Blancopapier zueinander stehen;

Zeichnen von Rechtecken auf
Papier ohne Kéastchen nach
Vorgaben

Abbildung 50: Protokollbogenauszug (Lehrkrafte 18 und 19) vom 26.10.11. Thema: Rechte Winkel.

Arbeitsphase | - %”@@@.M x-% |I Wﬂr&/ Lt
Y At lobiem | wttda,  Torpem
geomtitke Toire R, ; ?fojévmm)
e Ungen a\;fmmé’ojf
' ds«,’a Glomitrady
Copoeiaf. af

Abbildung 51:Protokollbogenauszug (Lehrkraft 11) vom 03.11.11. Thema: Geometrische Kérper untersuchen.

Wie zu erkennen ist, verwiesen viele der teilnehmenden Lehrkrafte in der Aufgabenspalte auf die
jeweils angehdngten Aufgaben (meist Kopien von Buchseiten oder Arbeitsblatter). Deshalb wurde
nach dem ersten Riicklauf der Protokolle zu den Herbstferien fiir die zweite Seite des Protokolls eine
Alternative entwickelt (Tab. 15).
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Tabelle 15: Protokollbogen - Alternative

Datum Zeit (Min) | Thema und Aufgaben Kompetenzen

Bei dieser Protokoll-Variante hatten die Lehrkrafte die Moglichkeit, jeweils nur auf die angehangten
Aufgabenblatter hinzuweisen oder die Aufgaben einzufliigen. Zusatzlich wurden die Kompetenzen
einmalig nummeriert, um dann in die entsprechende Spalte eingetragen werden zu kdnnen. Diese
Vorgehensweise war bereits zu Beginn der Untersuchung angedacht, wurde aber verworfen, da die
Lehrkrifte so das Ubersichtsblatt immer wieder hatten hervorholen miissen, was aber
moglicherweise fir einige Lehrkrafte aufwandiger oder gar unibersichtlicher gewesen ware.
Tatsachlich entschieden sich nur drei der 16 teilnehmenden Lehrkrafte flr diese Moglichkeit (Tab.
16).

Tabelle 16: Protokollbogen - Ausschnitt (Lehrkréfte 18 und 19)

Datum Zeit Thema und Aufgaben Kompetenzen
(Min)
02.05.2012 | 50 Drehsymmetrie;  drehsymmetrische Figuren | 1a, 2d, 3b, 3c
erzeugen

Bei vorgegebenen Figuren den Drehpunkt
bezeichnen, Symmetrieachsen einzeichnen

TASVIXQNCM

Anhang | enthédlt von jeder der 16 Lehrkraften exemplarisch einen bearbeiteten Protokollbogen

(Seite 2), um einen Einblick in die vielfaltigen Moglichkeiten der Handhabung und
Unterrichtsgestaltung zu gewahrleisten. Haufig folgte nach einem kurzen Einstieg die Bearbeitung
von schriftlich fixierten Aufgaben in Einzelarbeit, wobei schriftlich zu bearbeitende Aufgaben
dominierten. Selten wurden Aufgaben gestellt, die zum Herstellen geometrischer Objekte (Legen,
Falten, Basteln) aufforderten. Eine starke Orientierung an einem alleinigen Lehrwerk konnte bei
keiner Lehrkraft festgestellt werden. Die den Protokollen entnommenen geometrischen Aufgaben
stammten bei jeder Lehrkraft aus verschiedenen Schulbiichern, Werkstatten oder wurden selbst
konzipiert.

Insgesamt reichten die 16 teilnehmenden Lehrkrafte Gber das Schuljahr hinweg 148 Protokollbogen
zum Geometrieunterricht in Klassenstufe 4 ein, woraus sich ein Durchschnitt von 9,25 Protokollen
pro Lehrkraft errechnete. An dieser Stelle ist zu betonen, dass im Rahmen des vorliegenden
Untersuchungsdesigns nicht Gberprift werden kann, ob diese Stunden tatsachlich wie protokolliert
gehalten wurden und ob alle gehaltenen Stunden durch die Lehrkrafte protokollarisch festgehalten
wurden.

Da die Dauer der Schulstunden von Schule zu Schule variierte und die Angaben in den
Unterrichtsprotokollen zwischen Min. 30 Minuten und Max. 70 Minuten lagen, wird in den weiteren
Ausfiihrungen nicht die Anzahl an gehaltenen Stunden Geometrieunterricht, sondern die
Minutenzahl Vergleichsgrundlage sein.

Die Unterrichtszeit aller eingereichten Protokollbdgen der 16 teilnehmenden Lehrkrafte summiert
ergab 11.670 Minuten Geometrieunterricht. Dabei bestanden jedoch grofle individuelle
Unterschiede, die in Abbildung 52 deutlich zu erkennen sind.
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Abbildung 52: Geometrieunterricht [Min.].

Die Nummerierung der Lehrkrafte resultiert aus der zu Beginn der Untersuchung vorgenommenen
Kodierung. Da jedoch, wie in Kapitel 6.6 beschrieben, vier Lehrkrafte ausschieden, blieben am Ende
die Nummern 2, 10, 17 und 20 unbesetzt. Aus der zwischen den Angaben vorliegenden Streuung
ergaben sich die in Tabelle 17 abgebildeten statistischen Kennwerte.

Tabelle 17: Statistische Kennwerte zum Geometrieunterricht [Min.]

gesamt Min. Max. M Median Qi1 Q3 SD

11670 150 1720 729 460 337,5 1045 588

Im Boxplot (Abb. 53) sind diese Lage- und StreuungsmaRe Ubersichtlich dargestellt. Die Lehrkraft mit
der hochsten Minutenzahl protokollierte 1.720 Minuten Geometrieunterricht, die Lehrkraft mit der
niedrigsten Minutenzahl protokollierte 150 Minuten. Die Halfte der teilnehmenden Lehrkrafte
unterrichtete in einem ganzen Schuljahr weniger als 460 Minuten Geometrie (Median). 75% aller
Lehrkrafte erteilten weniger als 1045 Minuten Geometrieunterricht (Q3 = 0,75-Quantil = oberes
Quartil) und 25% sogar weniger als 337,5 Minuten (Q1 = 0,25-Quantil = unteres Quartil).
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Abbildung 53: Geometrieunterricht [Min.] - Boxplot.

In Kapitel 5.1 wurde die Stundentafel des Landes Rheinland-Pfalz einbezogen, wonach ca. 9.000
Minuten Mathematikunterricht fiir ein viertes Schuljahr vorgegeben werden. Fir alle teilnehmenden
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Lehrkrafte wirde sich mit der Gesamtanzahl von 11.670 Minuten protokollierten
Geometrieunterrichts ein prozentualer Anteil von 8% am gesamten Mathematikunterricht der 16
Lehrkrafte ergeben, vorausgesetzt, dass diese vorgegebene Gesamtzeit des Mathematikunterrichts
Uber die Stichprobe hinweg eingehalten wurde. Tabelle 18 zeigt die den Protokollen entnommenen
Minutenzahlen der einzelnen Lehrkrafte und den daraus errechneten jeweiligen prozentualen Anteil
des Geometrieunterrichts am gesamten Mathematikunterricht (100% = 9.000 Minuten), wie er durch
die Stundentafel vorgegeben ist (hervorgehoben sind das Minimum und das Maximum).

Tabelle 18: Anteil des Geometrieunterrichts am Mathematikunterricht [%]

Lehrer 1 3 4 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15 16 18 19
Min. 350 860 420 300 1600 520 500 550 150 1720 300 300 350 350 1700 1700
% 4 10 5 3 18 6 6 6 2 19 3 3 4 4 19 19

Die grolRen Unterschiede zwischen den Lehrkraften wurden beim Auszahlen der Aufgaben ebenfalls
deutlich. Insgesamt konnten den eingereichten Protokollbogen der 16 teilnehmenden Lehrkrafte fur
das vierte Schuljahr 653 geometrische Aufgaben entnommen werden. Abbildung 54 zeigt deren
Verteilung auf die einzelnen Lehrkrafte.
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Abbildung 54: Protokollaufgaben - Verteilung Lehrkrafte.

Aus den in Abbildung 54 zu erkennenden Unterschieden ergaben sich die in Tabelle 19 dargestellten
statistischen Kennwerte.

Tabelle 19: Statistische Kennwerte zu den Protokollaufgaben

gesamt Min. Max. M Median Q1 Q3 SD

653 2 232 40,81 17,5 6,25 45,25 57,8

Wie auch bei der Unterrichtszeit lag beziiglich der im Unterricht gestellten Aufgaben eine
betrachtliche Streuung zwischen den Lehrkrdften vor. Die Halfte der teilnehmenden Lehrkrafte
stellte in einem ganzen Schuljahr weniger als 17,5 Aufgaben im Geometrieunterricht (Median). 25%
aller Lehrkrafte stellten weniger als 6,25 Aufgaben im Geometrieunterricht (Q1 = 0,25-Quantil =
unteres Quartil), 75% weniger als 45 Aufgaben (Q3 = 0,75-Quantil = oberes Quartil). Es ergab sich ein
Mittelwert von 40,81 Aufgaben pro Teilnehmer im Schuljahr. Diese Lage- und Streuungsmafie sind im
Boxplot dargestellt (Abb. 55). Es handelt sich dabei ausschlieRlich um eine quantitative Betrachtung,
woraus keine Aussagen zur Qualitat der geometrischen Aufgaben abgeleitet werden.
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Abbildung 55: Protokollaufgaben - Boxplot.

Die wenigsten Aufgaben stellten die Lehrkrafte 13 und 14, die auf Nachfrage am Ende des Jahres
2012 die in Abbildung 56 aufgezeigte Antwort verfassten.

Hallo, liebe Frau Maurer!

Auch Thnen wiinschen wir ein frohes und gesegnetes Jahr 2013 und viel Erfolg mit ihrer
Arbeit!

Leider muissen wir Ihnen mitteilen, dass in der Folgezeit aufgrund von Projektwoche,
Klassenfahrt etc. kein weiterer Geometrieunterricht im vierten Schuljahr stattgefunden hat.
Somit war es uns auch nicht moglich, weitere Tagebuch-Protokolle auszufiillen.

Alles Gute!

Abbildung 56: E-Mail der Lehrkrafte 13 und 14.

Auch Lehrkraft 1 thematisiert die Vernachlassigung der geometrischen Inhalte im eigenen Unterricht
(Abb. 57).

Ve s ernloer, cv bledf bec Aere , Shef Lo/

4

/70/75

Abbildung 57: Nachricht der Lehrkraft 1.

Die 653 den vorliegenden Protokollen entnommenen Aufgaben wurden anschlieBend den vier
inhaltsbezogenen Kompetenzbereichen zur Leitidee Raum und Form zugeordnet, wobei sich eine
dhnliche Verteilung wie bereits bei den geometrischen Aufgaben aus den Schulblichern (vgl. Kap. 7.1)
ergab (Abb. 58).
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Abbildung 58: Protokollaufgaben - Verteilung auf IKB 1-4 [%].

Die Aufgaben zu IKB 2 (geometrische Figuren) stellten mit 44% den hochsten Anteil dar.
Unterschiedlich beziehungsweise sozusagen vertauscht im Vergleich zur Schulbuchanalyse war der
Anteil der Aufgaben zu geometrischen Abbildungen (IKB 3) von 24% und der Anteil an Aufgaben zu
Flachen- und Rauminhalten (IKB 4), der lediglich bei 12% lag. 21% der Aufgaben wurden zu IKB 1 (sich
im Raum orientierten) gestellt.

Die aus den Protokollen gewonnenen Erkenntnisse zum quantitativen Anteil geometrischer Inhalte
im Unterricht des vierten Schuljahres wurden anschliefend in Zusammenhang mit den durch den
DEMAT erfassten Geometrieleistungen der vorliegenden Stichprobe gebracht, was im folgenden
Kapitel dargestellt wird.

7.3 Geometrieleistungen und Quantitiat des Geometrieunterrichts

Zu Beginn und zum Ende des Schuljahres 2011/2012 wurde der in Kapitel 6.3 erlduterte DEMAT
durch die an der Erhebung teilnehmenden Schiilerinnen und Schiiler bearbeitet. Aufgrund der
Konzeption des DEMAT lagen somit insgesamt 270 Ergebnisse zu den folgenden Testbereichen in
Form von T-Werten vor: Subtest Arithmetik, Subtest Sachrechnen, Subtest Geometrie,
Testgesamtwert; alle vier Testwerte jeweils zu Beginn und zum Ende des vierten Schuljahres. Diese
werden nun fir die Stichprobe insgesamt, klassenweise und schlielich in Zusammenhang mit den
Erkenntnissen zum quantitativen Geometrieanteil aus den Protokollbdgen betrachtet.

Die Ergebnisse der 270 Schilerinnen und Schiiler zu den acht Testbereichen in Form von T-Werten
sind dem folgenden Boxplot-Diagramm zu entnehmen (Abb. 59). Die Subtests und der
Testgesamtwert von Anfang (DEMAT 3+) und Ende (DEMAT 4) des Schuljahres wurden zur besseren
Vergleichbarkeit jeweils nebeneinander angeordnet, um zunachst deskriptive Aussagen zur
Entwicklung der Geometrieleistung der gesamten Stichprobe im Laufe des Schuljahres treffen zu
kénnen. Dabei ist vorwegzunehmen, dass gleichbleibende T-Werte bereits fiir eine Verbesserung der
Leistungen sprechen wiirden, da sich die T-Werte auf die der jeweiligen Klassenstufe
entsprechenden Leistungen der Normstichprobe beziehen und bessere Leistungen der
Normstichprobe am Ende der vierten Jahrgangsstufe, im Vergleich zu Beginn der vierten
Jahrgangsstufe, vorausgesetzt werden kénnen.
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Abbildung 59: T-Werte DEMAT - Boxplot.

Es ist zu erkennen, dass sich der Median der Schilerleistungen in den Subtests Arithmetik und
Sachrechnen sowie im Testgesamtwert vom Anfang (DEMAT 3+) bis zum Ende (DEMAT 4) des vierten
Schuljahres nach unten verschoben hat. Lediglich fiir die Subtests zur Geometrie war ein
Aufwartstrend erkennbar. Zu Beginn des Schuljahres (SG3T) lag der Median bei 53, Q1 bei 50, Q3 bei
56 und die Standardabweichung bei 52.77. Aufgrund der dem Boxplot zu entnehmenden AusreilSer
sind die prozentual erzielten T-Werte in Tabelle 20 abgebildet.

Tabelle 20: T-Werte zum Subtest Geometrie DEMAT 3+

T-Werte 27 34 40 45 50 56 62 69
% 1 1 8 14 26 26 20 3

Fiir den Subtest Geometrie des DEMAT 4 (SG4T) ergaben sich als statistische Kenndaten ein Median
von 55, ein Q1 von 44 und ein Q3 von 60 bei einer Standardabweichung von 52.48. Die prozentuale
Verteilung der T-Werte ist in Tabelle 21 abgebildet.

Tabelle 21: T-Werte zum Subtest Geometrie DEMAT 4

T-Werte 31 38 44 50 55 60 65 71
% 2 10 18 19 20 18 9 5

Der Interquartilsabstand und somit die Streuung im mittleren Bereich der Verteilung war bei SG3T
geringer als bei SGAT. Um die Mittelwerte der beiden Subtests zur Geometrie miteinander
vergleichen und die Unterschiede auf Signifikanz testen zu kénnen, wurde der t-Test flir abhdngige
Stichproben durchgefiihrt. Dieser zeigte, dass die Differenzen der gepaarten Messwerte nicht
signifikant von 0 verschieden waren und sich die Mittelwerte somit nicht signifikant unterschieden (t
(269) = 0.4984, p = 0.6186). Die Unterschiede der Mittelwerte der Subtests Arithmetik (SA3T und
SA4T) waren signifikant (p < .05), aber die Differenzen gering (3.07037) und somit nicht
aussagekraftig (t (269) = 5.9178, p = 9.903e-09). Gleiches galt fiur die Mittelwertsunterschiede der
beiden Testgesamtwerte (TG3T und TG4T; t (269) = 5.3933, p = 1.516e-07, mean of the differences =
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2.440741). Es konnte somit keine Aussage zur Leistungsentwicklung der gesamten Stichprobe
innerhalb des Schuljahres getroffen werden.

Fir die Ermittlung der Zusammenhidnge zwischen diesen acht Testbereichen wurde unter
Verwendung der gleichen Abkiirzungen (vgl. Legende in Abb. 59) die folgende Korrelationsmatrix mit
R produziert (Abb. 60). Dabei weisen die dunkelblauen Felder auf stdrkere Korrelationen hin.

w
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Abbildung 60: T-Werte DEMAT - Korrelationsmatrix.

Wie zu erkennen, korrelierte der Testgesamtwert (TG3T) am Anfang des vierten Schuljahres zu .89
mit dem Subtest Arithmetik (SA3T), zu .75 mit dem Subtest Sachrechnen (SS3T) und zu .54 mit dem
Subtest Geometrie (SG3T). Am Ende des Schuljahres zeigte sich ein &hnliches Bild: Der
Testgesamtwert (TG4T) korrelierte zu .87 mit dem Subtest Arithmetik (SA4T), zu .79 mit dem Subtest
Sachrechnen (S54T) und zu .53 mit dem Subtest Geometrie (SG4T).

Die Testgesamtwerte zu Beginn (TG3T) und zum Ende des vierten Schuljahres (TG4T) korrelierten
ebenfalls hoch miteinander (.67). Beide Subtests zur Arithmetik (SA3T und SA4T) korrelierten hoch
miteinander und hoch mit den Subtests zum Sachrechnen. Die beiden Subtests zur Geometrie (SG3T
und SG4T) korrelierten zu .4 miteinander. Abgesehen vom Testgesamtwert wiesen sie nur geringe
beziehungsweise mittlere Korrelationen zu anderen Testbereichen auf.

Nachdem die im DEMAT erzielten T-Werte fiir die gesamte Stichprobe beschrieben wurden, erfolgt
nun die Betrachtung der einzelnen Klassen. Tabelle 22 stellt zundchst die in den Subtests und im
Testgesamtwert pro Klasse durchschnittlich erzielten T-Werte am Ende des vierten Schuljahres dar.
Hellgrau hervorgehoben sind die jeweils besten Werte, dunkelgrau markiert sind die schlechtesten
Werte.

Tabelle 22: T-Werte der Klassen (Ende viertes Schuljahr)

Klasse 1 3 4 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15 16 18 19
SAAT 52 41 60 48 53 56 54 49 51 51 50 48 57 57 51 54
§S4T 53 45 58 51 52 56 53 51 55 53 49 49 55 52 51 53
SGAT 54 53 56 50 51 52 56 51 51 58 50 55 49 56 50 53
TG4T 53 43 60 50 52 57 56 50 53 54 49 50 56 57 51 54

Bezlglich des Ergebnisses des Subtests Geometrie (Zeile SGA4T) erzielte Klasse 12 mit 58 den
hochsten durchschnittlichen T-Wert, dicht gefolgt von den Klassen 4, 8 und 16 mit 56 (hellgrau
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hervorgehoben). Klasse 4 erzielte in den Subtests Arithmetik (SA4T) und Sachrechnen (SS4T) sowie
im Testgesamtwert (TG4T) den hdchsten durchschnittlichen T-Wert. Klasse 3 schnitt in den Subtests
Arithmetik (SA4T) und Sachrechnen (SS4T) sowie im Testgesamtwert (TG4T) am schlechtesten ab,
Klasse 15 im Subtest Geometrie (SGA4T). Es ist festzuhalten, dass Klasse 4 durchschnittlich die
hochsten T-Werte erzielte und Klasse 3 die niedrigsten.

Betrachtet man sich die jeweiligen T-Werte im Vergleich zu den zu Beginn des vierten Schuljahres
erzielten Werten (Tab. 23), so fallt auf, dass Klasse 3 zu beiden Interventionszeitpunkten die
durchschnittlich niedrigsten T-Werte erbrachte. Beziiglich des Subtests Geometrie verweisen die
durchschnittlichen T-Werte auf einen Aufwartstrend der geometrischen Leistungsfahigkeit in den
Klassen mit den Nummern 4, 7, 8, 12 und 16, und auf einen Abwartstrend in den Klassen mit den
Nummernli, 3,5,6,9, 11, 13, 15, 18 und 19.

Tabelle 23: T-Werte der Klassen (Anfang und Ende viertes Schuljahr)

Kl. SA3T SS3T SG3T TG3T SAAT SSAT SGAT TGAT
1 60 55 58 61 52 53 54 53
3 48 47 54 49 41 45 53 43
4 51 50 53 52 60 58 56 60
5 55 50 52 54 48 51 50 50
6 54 53 54 55 53 52 51 52
7 61 57 49 59 56 56 52 57
8 58 54 53 57 54 53 56 56
9 54 54 53 54 49 51 51 50
11 58 55 52 58 51 55 51 53
12 53 55 52 54 51 53 58 54
13 55 50 51 53 50 49 50 49
14 57 53 55 57 48 49 55 50
15 57 58 54 59 57 55 49 56
16 57 54 50 56 57 52 56 57
18 51 47 52 50 51 51 50 51
19 55 58 54 57 54 53 53 54

Um die Mittelwerte der Subtests und des Testgesamtwertes von Anfang und Ende des vierten
Schuljahres miteinander zu vergleichen und die Unterschiede auf Signifikanz zu testen, wurde erneut
der t-Test fir abhangige Stichproben durchgefiihrt. Dieser zeigte, dass flir den geometrischen
Bereich die Differenzen der gepaarten Mittelwerte der Klassen 12 und 15 signifikant (p < .05) waren.
Klasse 12 zeigte eine deutliche Verbesserung der geometrischen Leistungen (t (12) = -3.3418, p =
0.005868, mean of the differences = -6.230769) und Klasse 15 einen deutlichen Abfall der Leistungen
(t (16) = 2.2999, p = 0.03525, mean of the differences = 4.882353) innerhalb des Schuljahres.

Fiir den Testgesamtwert zeigten Klasse 1, Klasse 3, Klasse 5, Klasse 6, Klasse 9, Klasse 11, Klasse 13,
Klasse 14 und Klasse 19 eine signifikante negative Leistungsentwicklung (Anhang P).

Eine signifikante positive Entwicklung beziiglich des Testgesamtwertes wies die Klasse 4 auf (t (16) = -
5.3097, p = 7.047e-05, mean of the differences = -8.470588). Auch beziglich der Subtests zum
Sachrechnen (t (16) = -2.7216, p = 0.01509, mean of the differences = -8.117647) und zur Arithmetik
(t (16) = -5.3917, p = 5.993e-05, mean of the differences = -8.588235) verbesserten sich die
Leistungen der Klasse 4 signifikant.
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Fiir den Subtest Arithmetik verschlechterten sich die Leistungen innerhalb Klasse 1, Klasse 3, Klasse 5,
Klasse 7, Klasse 8, Klasse 11, Klasse 13 und Klasse 14 signifikant (Anhang P).

Beziglich der weiteren Testbereiche und Klassen waren die Differenzen der gepaarten Messwerte
nicht signifikant.

In Tabelle 24 sind die aus den Protokollen gewonnenen und in Kapitel 7.2 dargestellten quantitativen
Aspekte nochmals aufgefiihrt. Die Klassen mit den Nummern 12, 18, 19 und 6 protokollierten eine
hohe Minutenanzahl Geometrieunterricht (in Tab. 24 hervorgehoben). Den Protokollen dieser
Klassen wurde ebenfalls eine hohe Anzahl an Aufgaben entnommen. Auch in den Protokollen der
Klassen 7 und 8 waren verhidltnismaRig viele Aufgaben enthalten (in Tab. 24 ebenfalls
hervorgehoben). Vor allem die Klasse 12 hob sich unter Beriicksichtigung der quantitativen Aspekte
von der Gesamtstichprobe ab. Sehr wenig Geometrieunterricht wurde in Klasse 11 protokolliert.

Tabelle 24: Lehrkrdfte Quantitat

Klasse 1 3 4 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15 16 18 19

Minuten 350 860 420 300 1600 520 500 550 150 1720 300 300 350 350 1700 1700
Aufgaben 7 35 17 4 101 63 52 18 2 232 3 3 15 15 43 43

Betrachtet man sich diese Erkenntnisse im Zusammenhang mit den T-Werten (Tab. 23), so fallt auf,
dass die Klassen 6 und 11 den gleichen durchschnittlichen T-Wert erzielten (51). Der
durchschnittliche T-Wert von Klasse 18 lag sogar noch darunter (50).

Im Rahmen der klassenweisen Analyse wurde flir den geometrischen Bereich bei Klasse 12 eine
signifikante Verbesserung der Leistungen und bei Klasse 15 ein deutlicher Abfall der Leistungen
ermittelt. Klasse 12 erzielte fiir den Subtest Geometrie am Ende des vierten Schuljahres den
hochsten durchschnittlichen T-Wert, Klasse 15 den niedrigsten. Lehrkraft 12 protokollierte 1720
Minuten Geometrieunterricht und 232 geometrische Aufgaben, Lehrkraft 15 protokollierte 350
Minuten Geometrieunterricht und 15 Aufgaben.
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8 Kognitive Anforderungen in geometrischen Aufgaben

Kapitel 8 widmet sich der Beantwortung der Fragestellungen 2 und 3. Mit den im Rahmen der
Teilstudien | und Il gewonnenen geometrischen Aufgaben (vgl. Kap. 7.1 und 7.2) wurde ein Rating
durchgefihrt, um die Moglichkeit der eindeutigen Zuordnung geometrischer Aufgaben zu den in den
Bildungsstandards formulierten Anforderungsbereichen zu Uberprifen (Fragestellung 2, vgl. Kap.
5.2). Die Ergebnisse der Aufgabenratings werden in Kapitel 8.1 nacheinander dargestellt. Im
Anschluss daran wurden die kognitiven Anforderungen ausgezahlt (Kap. 8.2 und 8.3), um die Frage
nach den in den Schulbiichern und im Unterricht des vierten Schuljahres enthaltenen Anforderungen
der geometrischen Aufgaben zu beantworten (Fragestellung 3, vgl. Kap. 5.3).

8.1 Zuordnung geometrischer Aufgaben zu den Anforderungsbereiche

8.1.1 Schulbuchaufgaben

Wie bereits in Kapitel 7.1 erwadhnt, wurden vor Beginn des Schuljahres 2011/2012 den zehn
Schulblichern 229 geometrische Aufgaben entnommen und den vier inhaltsbezogenen
Kompetenzbereichen zugeordnet (Teilstudie 1). Diese 229 Aufgaben wurden tabellarisch fiir das
Rating angeordnet. Abbildung 61 zeigt dies exemplarisch fir den inhaltsbezogenen
Kompetenzbereich 4. Anhang F enthalt Ausziige aus den anderen drei IKB.

Raum und Form: Flachen- und Rauminhalte vergleichen und messen (IKB 4)

Aufgabenstellung Zuordnung zu
Anforderungsbereich

Wie viele rote, gelbe und
griine Platten fehlen noch,
um das groBe Rechteck
auszulegen?

Wie viele Platten sind
es insgesamt?

(Leininger et al., 2005, S. 96)

Der Klassenraum der Klasse 4a ist 10 m lang und 6 m breit.
Er ist mit quadratischen Bodenplatten ausgelagt.
Diese sind 1 m lang und 1 m breit.

a) Wie viele Platten liegen dort?
Wie viele Meterquadrate sind es? 2

(Gierlinger, 2009, S. 92)

Zeichne verschiedene
Dreiecke mit der Seite AB.
Verdndere dazu die Lage
des Punktes P. Wie verdn- P
dert sich der Flécheninhalt
der Dreiecke, wenn P nach
links (nach rechts, nach 3
oben, nach unten) bewegt
wird?

(Lorenz, 2005, S.55)

Abbildung 61: Schulbuchaufgaben - Auszug aus dem Rating der Aufgaben des IKB 4
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Das Rating ergab die libereinstimmende Zuordnung zu den drei Anforderungsbereichen von 206 der
insgesamt 229 geometrischen Aufgaben durch zwei Rater. Daraus errechnete sich eine prozentuale
Ubereinstimmung von 90%. Die prozentuale Ubereinstimmung ist als UbereinstimmungsmaR jedoch
nur beschriankt aussagekriftig, da sie nicht angibt, inwiefern die berechnete Ubereinstimmung
groRer als eine im Falle des Zufalls erwartete Ubereinstimmung ist. Deshalb wurde zusatzlich Cohens
Kappa als zufallsbereinigter Koeffizient berechnet, der angibt, in welchem Ausmal® die tatsachlich
beobachtete Ubereinstimmung positiv von der Zufallserwartung differiert (Wirtz & Caspar, 2002).
Nach Wirtz und Caspar (2002, S. 59) zeigt ein Kappa > .75 eine sehr gute und ein Kappa zwischen .60
und .75 eine gute Ubereinstimmung an.

Die 229 Schulbuchaufgaben verteilten sich wie in Tabelle 25 ersichtlich auf die
Ubereinstimmungsmatrix. Wie zu erkennen ist, betrafen die 23 Aufgaben, die unterschiedlich
zugeordnet wurden, die Anforderungsbereiche | und Il (12 Aufgaben) gleichermalRen wie die
Anforderungsbereiche Il und Il (11 Aufgaben).

Tabelle 25: Ubereinstimmungsmatrix Schulbuchaufgaben

Rater 1
AB | AB I AB IlI Total
AB | 48 9 0 57
Rater 2 ABII 3 138 3 144
AB IlI 0 8 20 28

229

GraphPad stellt online eine auf Fleiss, Levin und Paik (2003) basierende Software zur Berechnung von
Cohens Kappa zur Verfligung. Aus den Daten der Tabelle errechnete sich ein Kappa von .802, womit
die Stirke der Ubereinstimmung als sehr gut galt. Es wurde dabei das Konfidenzniveau von 95%
verwendet, bei dem ein Konfidenzintervall von .725 bis .879 berechnet werden konnte.

Bei der separaten Betrachtung der Ubereinstimmungsmatrizen (Anhang G) fiir die vier
inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche (IKB) zeigte sich bei den Bereichen 2, 3 und 4 eine sehr gute
beziehungsweise gute Ubereinstimmungsstirke, nicht aber beim Bereich 1 (Tab. 26).

Tabelle 26: Ubereinstimmungsstirken Schulbuchaufgaben - IKB 1-4 separat

Inhaltsbezogene Cohens Kappa Stdrke der Konfidenzintervall
Kompetenzbereiche Ubereinstimmung (Niveau: 95%)
IKB 1 .53 maRig (moderate) .064 - .996
IKB 2 .705 gut (good) .571-.840
IKB 3 .946 sehr gut (very good) .843 - 1.000
IKB 4 .873 sehr gut (very good) .753-.993

Tabelle 27 zeigt die Ubereinstimmungsmatrix zu IKB 1 (sich im Raum orientieren).

Tabelle 27: Ubereinstimmungsmatrix Schulbuchaufgaben - IKB 1

Rater 1
AB | AB I AB IlI
AB I 0 0 0
Rater 2 AB I 0 34 2
AB IlI 0 1 2

Wie zu erkennen ist, wurde von den insgesamt 39 Aufgaben von beiden Ratern keine einzige Aufgabe
dem Anforderungsbereich | zugeordnet, womit die nur maRige Ubereinstimmung erkldrt werden
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konnte: Durch diese bei Null liegende Randsumme erhohte sich die zuféllige
Ubereinstimmungswahrscheinlichkeit und Kappa wurde geringer. Angenommen, dass wenigstens
eine Aufgabe zu Anforderungsbereich | gefunden beziehungsweise libereinstimmend zugeordnet
worden wadre, sodass die Null in dieser Zelle durch eine Eins ausgetauscht werden wiirde bei
Konstanz der Werte in den (ibrigen Zellen, so wiirde sich ein Kappa von .633 errechnen und die
Ubereinstimmung somit als gut (good) gelten (vgl. dazu auch Wiese, 2016).

8.1.2 Unterrichtsaufgaben

Auch die 653 am Ende des Schuljahres 2011/2012 den Unterrichtsprotokollen entnommenen
geometrischen Aufgaben (vgl. Kap. 7.2) wurden den vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereichen
zugeordnet (Teilstudie IlI) und tabellarisch fir das Rating angeordnet. Abbildung 62 zeigt dies
exemplarisch fiir den inhaltsbezogenen Kompetenzbereich 1. Anhang K enthalt Ausziige aus den

anderen drei IKB.

Raum und Form: sich im Raum orientieren (IKB 1)

Aufgabenstellung Zuordnung zu
Anforderungsbereich

& Welcher Bauplan passt zu dem Warfelgeb&ude? Kreuze an.

1] ] 2] | [2]1

(Lehrkraft 7)

Vervollstiindige zu Wiirfelnetzen und ergéinze die Punktebilder.

gﬂ [ | c)

(Lehrkraft 12)

Baue Wiirfel mit unterschiedlichen
Kantenléingen. Trage die Ergebnisse
in eine Tabelle ein.

1 Steckwiirfel 1 k 3
2 Steckwiirfel
usw.

(Lehrkraft 7)

Abbildung 62: Protokollaufgaben - Auszug aus dem Rating der Aufgaben des IKB 1
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Bei der Zuordnung der 653 den Unterrichtsprotokollen entnommenen geometrischen Aufgaben
(Teilstudie 11) nach Eingang aller Protokolle ergab sich eine prozentuale Ubereinstimmung von 92%
und insgesamt die in Tabelle 28 aufgezeigte Verteilung auf die Ubereinstimmungsmatrix.

Tabelle 28: Ubereinstimmungsmatrix Protokollaufgaben

Rater 1
AB | AB I AB Il Total
AB | 325 29 0 354
Rater 2 AB I 22 253 1 276
AB Il 0 2 21 23

653

Mit Hilfe dieser Daten und der durch GraphPad zur Verfligung gestellten Software zur Berechnung
von Cohens Kappa errechnete sich ein Kappa von .843, womit die Stirke der Ubereinstimmung
ebenfalls als sehr gut galt. Es wurde dabei das Konfidenzniveau von 95% verwendet, bei dem ein
Konfidenzintervall von .803 bis .883 berechnet werden konnte.

Bei der separaten Betrachtung der Ubereinstimmungsmatrizen (Anhang L) fiir die vier inhaltlichen
Kompetenzbereiche zeigte sich bei den Bereichen 1 und 4 eine sehr gute Ubereinstimmungsstirke
und bei den Bereichen 2 und 3 eine gute (Tab. 29) (vgl. dazu auch Wiese, 2016).

Tabelle 29: Ubereinstimmungsstirken Protokollaufgaben - IKB 1-4 separat

Inhaltsbezogene Cohens Kappa Starke der Konfidenzintervall
Kompetenzbereiche Ubereinstimmung (Niveau: 95%)
IKB 1 .926 sehr gut (very good) .862 -.990
IKB 2 721 gut (good) .623-.819
IKB 3 .800 gut (good) .707 - .892
IKB 4 .838 sehr gut (very good) 713 -.963

Nachdem die geometrischen Aufgaben (bereinstimmend den drei Anforderungsbereichen
zugeordnet werden konnten, wurde deren Verteilung auf die drei Anforderungsbereiche sowohl
allgemein als auch inhaltsspezifisch analysiert. Im weiteren Verlauf des 8. Kapitels wird der Anteil der
kognitiven Anforderungen in den geometrischen Aufgaben der Schulbilicher und des Unterrichts im
vierten Schuljahr dargestellt (Fragestellung 3).

8.2 Kognitive Anforderungen in den Schulbuchaufgaben

Beziglich der Verteilung der geometrischen Aufgaben auf die vier inhaltsbezogenen
Kompetenzbereiche (7.1) wurde festgestellt, dass die Aufgaben zu IKB 2 (geometrische Figuren) mit
44% den grofRten Anteil ausmachten. Um die Annahme, dass in Jahrgangsstufe vier dem
Anforderungsbereich Il zuzuordnende Aufgaben dominieren mussten (Fragestellung 3, vgl. Kap. 5.3),
Uberprifen zu kdnnen, wurde die Verteilung auf die drei Anforderungsbereiche ermittelt, die sich
aus dem Rating der 229 Aufgaben aus den zehn Lehrwerken und der abschlieBenden Diskussion
zwischen den beiden Ratern (Teilstudie 1) ergab und sich insgesamt wie in Abbildung 63 ersichtlich

darstellte.



Kognitive Anforderungen in geometrischen Aufgaben 116

sl
H H

Abbildung 63: Schulbuchaufgaben - Verteilung auf AB I-11l [%].

In den Schulbiichern waren (liber alle vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche hinweg zu 63%
Aufgaben des Anforderungsbereichs Il (Zusammenhange herstellen) zu finden. Aufgaben, die sich auf
das Reproduzieren von Fakten beziehen (Anforderungsbereich 1), machten etwa 25% der
entnommenen geometrischen Aufgaben aus. Somit ergab sich ein Anteil von 12% an Aufgaben, die
Anforderungsbereich Il (Verallgemeinern und Reflektieren) zugeordnet werden konnten (vgl. dazu
auch Wiese, 2016).

Aufgeschlisselt auf die einzelnen inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche (IKB 1 - IKB 4) ergab sich
folgende Verteilung der geometrischen Aufgaben auf die Anforderungsbereiche. Tabelle 30 zeigt die
Aufgabenanzahlen auf.

Tabelle 30: Schulbuchaufgaben - Verteilung AB I-ll inhaltsspezifisch

AB | ABII AB Il total
IKB 1 0 36 3 39
IKB 2 39 57 5 101
IKB 3 9 17 5 31
IKB 4 9 34 15 58
total 57 144 28 229

Auffallig war, dass zum inhaltsbezogenen Kompetenzbereich 1 (sich im Raum orientieren) keine
Aufgabe gefunden wurde, die Anforderungsbereich | zugeordnet werden konnte und zum
inhaltsbezogenen Kompetenzbereich 4 (Flachen- und Rauminhalte) alleine 15 der insgesamt 28
Aufgaben des Anforderungsbereichs Il (in Tab. 30 hervorgehoben).

Zusatzlich zu diesen sich aus der Betrachtung der absoluten Aufgabenanzahlen ergebenden
offensichtlichen Erkenntnisse wurde mit Hilfe des Chi-Quadrat-Tests analysiert, inwieweit sich die
beobachteten Haufigkeiten innerhalb der Zellen signifikant von denen unterscheiden, die man unter
Annahme der Giltigkeit der Nullhypothese erwarten wiirde (Tab. 31), um einen Vergleich mit der
Verteilung der Protokollaufgaben vorzunehmen. Mit dem Statistikprogramm R wurde x? (6, N = 229)
= 40.37, p = 3.855e-07 berechnet. Eine Inspektion der Residuen wies auf einen vergleichsweise
hohen Beitrag der grau hinterlegten Bereiche zum Chi-Quadrat hin. Fiir die anderen Bereiche war der
Beitrag zu vernachlassigen.
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Tabelle 31: Schulbuchaufgaben - Inspektion der Residuen

AB | ABII AB 11|
IKB 1 9,71 5,37 0,66
IKB 2 7,64 0,67 4,37
IKB 3 0,21 0,32 0,39
IKB 4 2,05 0,17 8,82

Die Interpretation dieser Erkenntnisse erfolgt in Kapitel 10.1 unter Verwendung der sich aus den
Aufgabenanzahlen errechnenden prozentualen Verhéltnisse innerhalb der einzelnen
inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche.

8.3 Kognitive Anforderungen in den Unterrichtsaufgaben

Die 653 geometrischen Aufgaben aus den Unterrichtsprotokollen (Teilstudie 1) wurden ebenfalls
durch zwei unabhangig voneinander beurteilende Rater den Anforderungsbereichen
Ubereinstimmend zugeordnet, woraus sich die in Abbildung 64 dargestellte Verteilung auf die
Anforderungsbereiche ergab.

Protokoiiaufgaben -

Verteiiung auf AB I-iii [%]

= Anforcerungsbereich i
m Anforcerungsbereich I

Anfarcerungsbereich Il

Abbildung 64: Protokollaufgaben - Verteilung auf AB I-11I [%].

Deskriptiv betrachtet wurden von den an der Untersuchung teilnehmenden Lehrkraften insgesamt zu
54% Aufgaben zu Anforderungsbereich | (Reproduzieren) und zu 42% Aufgaben zu
Anforderungsbereich Il (Zusammenhange herstellen) gestellt. Damit lag der Anteil an Aufgaben mit
Anforderungsbereich Il (Verallgemeinern und Reflektieren) bei 4% (vgl. dazu auch Wiese, 2016). Fir
die vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche ergaben sich die in Tabelle 32 aufgezeigten
Aufgabenanzahlen.

Tabelle 32: Protokollaufgaben - Verteilung AB I-Ill inhaltsspezifisch

ABI ABII ABIII Aufgaben insg.
IKB 1 28 94 15 137
IKB 2 224 57 3 284
IKB 3 75 77 3 155
IKB 4 27 48 2 77

354 276 23 653
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Auffallig war, dass von den insgesamt 23 Aufgaben des Anforderungsbereichs Il allein 15 im
inhaltsbezogenen Kompetenzbereich 1 (sich im Raum orientieren) zu finden waren und von den
insgesamt 354 Aufgaben mit Anforderungsbereich | alleine 224 im inhaltsbezogenen
Kompetenzbereich 2 (geometrische Figuren) gestellt wurden (in Tab. 32 hervorgehoben).

Um auch an dieser Stelle den Unterschied zwischen der erwarteten Verteilung der Aufgaben auf die
drei Anforderungsbereiche zur empirischen Verteilung ermitteln zu kénnen, wurde erneut der Chi-
Quadrat-Test durchgefiihrt. Aufgeschlisselt auf die einzelnen inhaltlichen Bereiche eins bis vier
ergab sich die in Tabelle 33 aufgezeigte Verteilung der Anforderungsbereiche. Basierend auf den
Berechnungen des Statistikprogramms R wurde ein hoch signifikantes x> (6, N = 653) = 159.47, p <
2.2e-16 berechnet. Eine Inspektion der Residuen wies vor allem auf einen deutlichen Beitrag der
Bereiche 1 und 2 (in Tab. 33 hervorgehoben) zum Chi-Quadrat hin.

Tabelle 33: Protokollaufgaben - Inspektion der Residuen

AB | ABII AB Il
IKB 1 28.83 22.50 21.45
IKB 2 31.86 33.10 4.90
IKB 3 0.97 2.01 111
IKB 4 5.21 7.34 0.19

Auch diese Erkenntnisse werden in Kapitel 10.1 unter Verwendung der sich aus den
Aufgabenanzahlen errechnenden prozentualen Verhéltnisse innerhalb der inhaltsbezogenen
Kompetenzbereiche 1 und 2 interpretiert.
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9 Kognitive Anforderungen und Losungshaufigkeiten

Um zu untersuchen, inwiefern die Anforderungsbereiche fiir eine Beschreibung der
Aufgabenschwierigkeit geeignet sind (Fragestellung 4, vgl. Kap. 5.4), bearbeiteten 270 rheinland-
pfalzische Schiilerinnen und Schiiler am Ende des vierten Schuljahres 24 geometrische Aufgaben zu
den drei Anforderungsbereichen (Teilstudie Ill, vgl. Kap. 6.4 und Anhang R). Wie bereits in Kapitel 6.1
erwdhnt, wurde die Schwierigkeit der Aufgaben dabei durch den prozentualen Anteil der richtigen
Aufgabenbearbeitungen an der Gesamtstichprobe empirisch bestimmt. In Kapitel 9.1 werden die
Losungshaufigkeiten zusammen mit verschiedenen Interpretationsmoglichkeiten und Bearbeitungen
einzelner Aufgaben dargestellt. Anhand der Losungshaufigkeiten wurde ebenfalls untersucht,
inwiefern die Schilerinnen und Schiiler in Abhangigkeit von Leistungsfahigkeit und Geschlecht die
Aufgaben mit den verschiedenen kognitiven Anforderungen bearbeiteten (Fragestellung 5, vgl. Kap.
5.5). Dazu wurden die durch den DEMAT gewonnenen Aussagen zu den Geometrieleistungen der
Schilerinnen und Schiiler (vgl. Kap. 7.3) einbezogen. Die Erkenntnisse werden in den Kapiteln 9.2 und
9.3 geschildert. AbschlieRend werden Zusammenhéange zwischen den Geometrieleistungen (Subtest
Geometrie DEMAT 4), den Aufgabenbearbeitungen (Teilstudie Ill) und der Qualitdt des
Geometrieunterrichts (Fragestellung 6, vgl. Kap. 5.6) betrachtet (Kap. 9.4).

9.1 Zusammenhdnge mit der Aufgabenschwierigkeit

9.1.1 Interpretationsmoglichkeiten

270 rheinland-pfalzische Schiilerinnen und Schiilern bearbeiteten am Ende des vierten Schuljahres
die insgesamt 24 den Schulbiichern entnommenen geometrischen Aufgaben mit dichotomen
Antwortformaten (Teilstudie I, vgl. Kap. 6.4 und Anhang R). In Anhang T sind exemplarisch einige
Aufgabenbearbeitungen zu sechs der 24 geometrischen Aufgaben abgebildet. Die Aufgaben wiesen
eine gute beziehungsweise exzellente Reliabilitat auf und korrelierten hoch miteinander (Abb. 65).

AB1

0.60 A2

(0.52,0.67)

0.56 0.56 AB3

(0.47,0.64)  (0.47,0.64)

Abbildung 65: Korrelationsmatrix AB I-lll.

Die Losungshaufigkeiten konnen mittels verschiedener Ansatze interpretiert werden. Betrachtet man
zunachst alle Aufgaben zu dem jeweiligen Anforderungsbereich insgesamt (Tab. 34), so zeigt sich,
dass von den 270 Schilerinnen und Schiilern die geometrischen Aufgaben des AB lli
(Verallgemeinern und Reflektieren) durchschnittlich nur zu 25% erfolgreich bearbeitet werden
konnten, die geometrischen Aufgaben des AB | (Reproduzieren) und Il (Zusammenhéange herstellen)
allerdings zu 54% (AB 1) beziehungsweise 51% (AB II). Demnach kann festgehalten werden, dass
Aufgaben, die Anforderungsbereich Ill zugeordnet wurden, tendenziell seltener gelést wurden als
Aufgaben, die den Anforderungsbereichen | und |l zugeordnet wurden. Zwischen den
Anforderungsbereichen | und Il konnte eine solche Feststellung nicht getroffen werden.
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Fasst man die Losungshaufigkeiten der 24 geometrischen Aufgaben nach den vier inhaltsbezogenen
Kompetenzbereichen zusammen, so ergaben sich die in Tabelle 34 dargestellten zwolf
Losungshaufigkeiten.

Tabelle 34: Loésungshaufigkeiten [%] - IKB 1-4

AB | AB Il AB Il total
IKB 1 60 56 1 39
IKB 2 57 38 21 38
IKB 3 62 67 38 56
IKB 4 37 44 42 41
total 54 51 25

Vor allem die Losungshaufigkeit in IKB 1 zum Anforderungsbereich Il (in Tab. 34 hervorgehoben)
wich dabei von den anderen Lésungshaufigkeiten ab. Die Berechnung der Losungshaufigkeiten fir
die inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche 2, 3 und 4 unter Ausschluss von IKB 1 ergab geringfiigige
Veranderungen: Die Aufgaben zu Anforderungsbereich | der IKB 2, 3 und 4 wurden zu 52% und die zu
Anforderungsbereich Il zu 50% geldst. Die Losungshdufigkeit der Aufgaben zu Anforderungsbereich llI
stieg auf 33%. Dennoch blieb die soeben formulierte Feststellung, dass Aufgaben zu
Anforderungsbereich Il tendenziell seltener geldst wurden, zutreffend.

Eine Moglichkeit zur Interpretation der Losungshaufigkeiten bot sich in Adaption an das Vorgehen
mit den durch das IQB entwickelten VERA-Testmaterialien, die eine Zusammenstellung von Aufgaben
enthielten, in der alle Aufgaben eines Tests eine durchschnittliche Losungshaufigkeit von 50% bis
60% ergaben. Dabei wurden Aufgaben mit einer niedrigen Losungshaufigkeit den oberen
Kompetenzstufen und Aufgaben mit einer hohen Losungshaufigkeit den unteren Kompetenzstufen
zugeordnet (1QB).

Tabelle 35 zeigt die Losungshaufigkeiten der einzelnen geometrischen Aufgaben auf. Fir alle
Aufgaben insgesamt ergab sich eine durchschnittliche Losungshaufigkeit von 43%. Demnach wéren
alle Aufgaben, die von mehr als 43% geldst wurden, leichtere Aufgaben (in Tab. 35 hervorgehoben).
Von den Anforderungsbereich | zugeordneten acht Aufgaben waren dies somit finf Aufgaben, in
Anforderungsbereich Il waren es vier Aufgaben, in Anforderungsbereich Ill lediglich eine. Anhand
dieser Betrachtungsweise kann die Feststellung, dass Aufgaben zu Anforderungsbereich |lI
tendenziell schwieriger zu sein scheinen, weiter untermauert werden. Bezlglich der
Anforderungsbereiche | und Il konnte wiederum keine Aussage getroffen werden.

Tabelle 35: Lésungshaufigkeiten [%] - Kriterium durchschnittliche Losungshaufigkeit

Code AB I AB Il AB Il
IKB 1 a-1 90 40 1
b-1 30 72 0
IKB 2 a-2 32 41 14
b-2 81 35 27
IKB 3 a-3 63 56 43
b-3 61 77 33
IKB 4 a-4 50 54 50
b-4 23 34 33

total 54 51 25
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Da die Leistungen der Schiilerinnen und Schiiler der vorliegenden Stichprobe im Subtest Geometrie
am Ende des vierten Schuljahres, wie anhand des Histogramms (Abb. 66) und des Q-Q Plots (Anhang
Q) ersichtlich, ndherungsweise normal verteilt sind, konnten Aussagen zur empirischen Schwierigkeit
der Aufgaben durch die Standardabweichung vom Mittelwert getroffen werden.

=
w

Haufigkeit
30 40 50
] ]

20

10

I T T T T 1
30 40 50 60 70 20

Subtest Geometrie

Abbildung 66: DEMAT 4 Subtest Geometrie - Histogramm.

Dabei wurden die Grenzen ober- und unterhalb einer Standardabweichung vom Mittelwert gesetzt,
wonach Aufgaben, die von weniger als 15,86% der Schilerinnen und Schiiler gelést wurden, als
»Aufgaben mit hohem empirischen Schwierigkeitsgrad" gelten sollen (Abb. 67). Im Umkehrschluss
waren alle Aufgaben, die von mehr als 15,86% der Schiilerinnen und Schiler gel6st wurden,
»Aufgaben mit geringem empirischen Schwierigkeitsgrad".

Prozent der Félle

Uber den Achsenabschnitten,
die durch die Standardabweichungen
bestimmt sind 0,13%

214% 13,59% 214% 013%

1 T
-1s 0 +1s +2s +3s +43

Standardabwéichung _4s 3s _2s

Abbildung 67: Standardabweichung (Ingenkamp, 2008, S. 48).

Nach diesem Kriterium waéren drei der Aufgaben, die Anforderungsbereich Ill zugeordnet wurden,
Aufgaben mit hohem empirischen Schwierigkeitsgrad (in Tab. 36 hervorgehoben). Die 21 Ubrigen
Aufgaben waren Aufgaben mit einem geringen empirischen Schwierigkeitsgrad, wodurch die bereits
festgestellte Tendenz wiederum erkennbar ware.
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Tabelle 36: Losungshaufigkeiten [%] - Kriterium Standardabweichung

Code AB | AB Il AB Il
IKB 1 a-1 90 40 1
b-1 30 72 0
IKB 2 a-2 32 41 14
b-2 81 35 27
IKB 3 a-3 63 56 43
b-3 61 77 33
IKB 4 a-4 50 54 50
b-4 23 34 33

Aus den in Tabelle 35 und 36 dargestellten Losungshaufigkeiten zu den jeweiligen Aufgaben wird
jedoch gleichfalls ersichtlich, dass die Aufgaben innerhalb eines Anforderungsbereichs von
unterschiedlich vielen Schiilerinnen und Schiilern gelést wurden und somit innerhalb eines
Anforderungsbereichs unterschiedlich schwer zu sein schienen. Aufgaben, die dem
Anforderungsbereich | zugeordnet wurden, waren demzufolge nicht automatisch Aufgaben mit
einem geringen empirischen Schwierigkeitsgrad (vgl. dazu auch Wiese, 2016).

9.1.2 Betrachtung einzelner Aufgaben

In Kapitel 3.4 wurden neben der Komplexitdt des Modellierungsprozesses die Vielfalt der
Losungsmoglichkeiten, die Anzahl der Arbeitsschritte, die curriculare Wissensstufe, die Komplexitat
der Aufgabenstellung und viele weitere Merkmale als relevant fiir die Schwierigkeit von Aufgaben
genannt. Vor dem Hintergrund dieser schwierigkeitsbestimmenden Aufgabenmerkmale erfolgt nun
die Betrachtung einzelner Aufgaben und deren empirisch bestimmter Schwierigkeit. An dieser Stelle
ist unbedingt vorweg zu nehmen, dass aufgrund des groRen Interpretationsspielraums keine
eindeutigen Schlussfolgerungen abgeleitet werden kénnen (Kap. 10).

Nach dem auf der Standardabweichung basierenden Kriterium wurden drei der im Rahmen der
Untersuchung gestellten und Anforderungsbereich 1ll zugeordneten geometrischen Aufgaben
aufgrund ihrer geringen Losungshaufigkeiten als ,Aufgaben mit hohem empirischen
Schwierigkeitsgrad” identifiziert (siehe Tab. 36: AB3a-1, AB3b-1, AB3a-2).

Bei Aufgabe AB3a-1 (Abb. 68) musste zundchst die Anzahl der Wiirfel in der abgebildeten Schachtel
ermittelt werden (150 Woirfel), was bereits 243 Schilerinnen und Schiler nicht gelang. Acht
Schilerinnen und Schiiler gaben diese 150 Wiirfel als Losung an und bearbeiteten die Aufgaben nicht
weiter. In einem weiteren Schritt mussten die Schilerinnen und Schiiler berechnen, dass sich das
Volumen der neuen Schachtel durch Verdopplung aller Kanten nicht nur verdoppelt oder
vervierfacht, sondern verachtfacht (1200 Wiirfel). EIf Schiilerinnen und Schiler vermerkten 300
Wirfel als Losung, finf Schilerinnen und Schiler 600. Nur drei Schilerinnen und Schiler
bearbeiteten die Aufgabe schlieRlich erfolgreich.
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Tom baut eine Schachtel, bei der alle Kanten
doppelt so lang sind wie bei Schachtel B.
Wie viele Wiirfel passen hinein?

(T

Abbildung 68: Aufgabe AB3a-1 (Lorenz, 2005, S. 60).

Die in Abbildung 69 aufgezeigte Aufgabe AB3b-1 wurde nur von einem Schiler gel6st.

Auf wie vielen verschiedenen Wegen kann der
Wiirfel zum angekreuzten Feld kommen, wenn er
nur nach rechts und nach hinten gekippt wird?

Antwort:
Der Wirfel kann auf verschiedenen Wegen
zum angekreuzten Feld kommen.

Abbildung 69: Aufgabe AB3b-1 (Lorenz, 2005, S. 71).

Von zwei Lehrkraften kam die Riickmeldung, dass die Schiilerinnen und Schiler versuchten, diese
Aufgabe aus der Sicht der Biene zu I6sen. Da das nicht funktionierte, versuchten die Schiilerinnen
und Schiler, aus ihrer eigenen Sicht zu antworten. Gefordert wird die Fahigkeit, sich die
vorgeschriebene Bewegung (Kippen nach rechts und nach hinten) des dargestellten starren Objekts
(Wdrfel) nicht nur vorzustellen, sondern zusatzlich die Anzahl der Moglichkeiten zu erfassen. Viele
Schilerinnen und Schiler zeichneten mogliche Wege mit Stiften nach, was sehr schnell
unibersichtlich wurde. So kam eine Vielzahl an Losungen zustande (Abb. 70).
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Abbildung 70: Schiilerlésungen bei Aufgabe AB3b-1.
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84 Schiilerinnen und Schiiler bearbeiteten die Aufgabe nicht, die Losungen von 178 Schiilerinnen und
Schilern verteilten sich wie abgebildet auf die Zahlen 1 bis 20 (Abb. 70). Auffallig ist dabei die Anzahl
an Schiilerinnen und Schilern, die 4 als Lésung angaben. Weitere acht Schiilerinnen und Schiler
machten Angaben wie ,6 und mehr", ,unendlich", ,mehr als 20" oder ,mindestens 14". Ebenfalls als
Losung genannt wurde die 30, die 37 und zweimal die 40.

Bei der dritten Aufgabe (AB3a-2), die ausgehend von dem an der Standardabweichung festgelegten
Kriterium mit einer Losungshaufigkeit von 14% im Grenzbereich liegt, sollten die Schilerinnen und
Schiiller mit den Eigenschaften der Figuren begriinden, ob jedes Viereck (a) und jedes Rechteck (b)
ein Parallelogramm ist (Lorenz, 2005, S. 25). Das Zeigen eines Gegenbeispiels wurde als Mdoglichkeit
zur Begriindung vorgeschlagen. Die Schiilerinnen und Schiller mussten zunachst die geometrischen
Begriffe (Viereck, Rechteck, Parallelogramm) kennen, um dann die Aussagen verifizieren
beziehungsweise falsifizieren zu kénnen. Dann mussten sie ihre Aussage mit den Eigenschaften der
Figuren begriinden.

Nach der an VERA orientierten Interpretationsmoglichkeit wurde die Schwierigkeit der Aufgaben
anhand der durchschnittlich im gesamten Test erzielten Losungshdufigkeit von 43% bestimmt,
wonach drei Anforderungsbereich | (Reproduzieren) zugeordnete Aufgaben (AB1b-1, ABla-2, ABlb-
4) schwieriger waren, da sie von weniger als 43% der Schiilerinnen und Schiiler geldst wurden.

Aufgabe AB1b-1 (Abb. 71) wurde aufgrund der vorgenommenen Verdanderungen bereits in Kapitel
6.4 vorgestellt. Dass sie nur von 30% der Schiilerinnen und Schiiler korrekt gelost werden konnte,
konnte mit der mangelhaften Qualitat der Aufgabendarstellung, dem hohen Textanteil oder dem
fehlenden Bezug zur Umwelt erklart werden.

Harkan und Ole haben den Oldtimer im Technikmuseum

von verschiedenen Seiten fotografiert. Schau dir an, wo

Harkan und Ole stehen. Wer hat welches Foto gemacht?
Ole

Abbildung 71: Aufgabe AB1b-1 (in Anlehnung an Fuchs & K&pnick, 2008, S. 66).

Die nachfolgende Aufgabe ABla-2 (Abb. 72) wurde im Vergleich zu der original im Schulbuch zu
findenden Aufgabe bereits hinsichtlich ihres Umfangs gekirzt (vgl. Kap. 6.4). Von den Schilerinnen
und Schilern der vorliegenden Untersuchungsstichprobe wurde sie von 32% gel6dst, wobei
anzumerken ist, dass die Aufgabe bereits als ,ausreichend beantwortet" eingestuft wurde, wenn
mindestens die Spalten zu Gesamtzahl der Flachen sowie zur Anzahl der Ecken und Kanten zu den
drei genannten Korpern richtig ausgefillt wurden. Fir den Kegel wurden als Anzahl der Ecken die
Zahlen 1 und O akzeptiert, da die Unterscheidung zwischen Ecke als Beriihrungspunkt dreier
verschiedener Flachen und Spitze oft erst in der weiterfilhrenden Schule im Unterricht thematisiert
wird.
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Fille die Tabelle aus:

Form der | Gesamtzahl der | Anzahl  der | Anzahl  der | Beispiel
Flachen Flachen Ecken Kanten

Wiirfel

Kegel

Zylinder

Abbildung 72: Aufgabe AB1a-2 (in Anlehnung an Fuchs & Kapnick, 2008, S. 64).

Obwohl es bei den Anforderungsbereich | zugeordneten Aufgaben um die Reproduktion von
Grundwissen geht und der Umfang der Aufgabe bereits verringert wurde, wurden beim Ausfillen der
Tabelle sehr dichte Informationen abgefragt und es handelt sich bei den drei Korpern um relativ
komplexe Objekte. Hinzu kommt, dass durch die Festlegung des Wertes ,Null" fiir eine falsche
Antwort beziehungsweise Nichtbearbeitung und des Wertes ,Eins" flr eine richtige beziehungsweise
ausreichende Antwort auf den ersten Blick nicht ersichtlich ist, ob die Schiilerinnen und Schiiler,
deren Antwort nicht ausreichend war, dennoch zumindest zu einem oder zwei der drei Kérper die
Spalten vollstandig ausgefullt hatten.

Die sich an diese Uberlegungen anschlieBende differenzierte Betrachtung des Ldsungsverhaltens
zeigte, dass von den 184 Schilerinnen und Schiilern, die bei dieser Aufgabe den Wert ,Null"
erhielten, 100 Schilerinnen und Schiiler die Tabelle gar nicht, unvollstandig oder fehlerhaft
ausfillten. Die 84 verbleibenden Schiilerinnen und Schiiler hatten jedoch mindestens zu einem der
genannten Koérper korrekte und vollstdndige Angaben gemacht. Die Gesamtzahl der Flachen sowie
die Anzahl der Ecken und Kanten des Wiirfels bestimmten 43 Schiilerinnen und Schiiler, zum Kegel
waren 49 richtige Losungen zu finden und zum Zylinder 39. Daraus ergeben sich zusammen
genommen mit den 32% der Schiilerinnen und Schiiler, die die Aufgabe vollstandig und korrekt
[6sten, Losungshaufigkeiten von 46% fir den Zylinder, 48% fir den Wirfel und 50% fiir den Kegel.
Somit kann festgehalten werden, dass geringfligig mehr Schilerinnen und Schiler die Anzahl der
Flachen, Ecken und Kanten zum Kegel richtig angeben konnten als zum Wiirfel, und dass auch die
Anzahl an richtigen Losungen zum Zylinder kaum abweicht.

Die dritte Aufgabe, die von weniger als 43% der Schiilerinnen und Schiiler gelost wurde, war die
Aufgabe AB1b-4 zur Umfangsberechnung (Abb. 73). 63 Schiilerinnen und Schiiler (23%) I6sten die
Aufgabe korrekt, indem sie den Umfang entweder durch das Zahlen der Kastchen oder durch das
Messen mit Lineal bestimmten. Beriicksichtigt man die 20 Schiilerinnen und Schiiler, deren Lésung
um 0,5 cm beziehungsweise ein Kastchen von der korrekten Losung abwich, so wiirde die Anzahl der
richtigen Losungen 31% betragen. Die Losung weiterer 25 Schiilerinnen und Schiiler differierte um 1
cm beziehungsweise zwei Kastchen, wodurch sich die Loésungshaufigkeit auf 40% erhéhen wiirde.
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Wie groR ist der Umfang dieser Flache?

Abbildung 73: Aufgabe AB1b-4 (Schiitte, 2006, S. 71).

Davon ausgehend, dass die Anforderungsbereich Il (Verallgemeinern und Reflektieren)
zugeordneten  Aufgaben schwieriger seien, also nach der von VERA adaptieren
Interpretationsmoglichkeit von weniger als 43% der Schiilerinnen und Schiiler gelést werden
missten, ware Aufgabe AB3a-4 (Abb. 74) zu leicht, da sie von 50% der Schiilerinnen und Schiler
erfolgreich bearbeitet wurde.

Tim und Lea wollen 28 quadratische Bilder aufhdangen. Jedes Bild ist 20 cm lang.
Welche Pinnwand reicht, um alle Bilder aufzuhdngen?

—

Diese Prwand ist
s 150 e lang und
30 cm breit.

Diese ist
0,80 m breit
und 1,20 m hoch.

Antwort:

Pinnwand reicht, um alle Bilder aufzuhdangen.

Abbildung 74: Aufgabe AB3a-4 (Eidt et al., 2009, S. 83).

Bei dieser Aufgabe kann man vielen Schiilerinnen und Schiilern unterstellen, dass sie die Aufgabe
rein intuitiv, und in diesem speziellen Fall dann auch zielfihrend, beantworteten: ,Tims Pinnwand ist
groBer, also reicht seine Pinnwand auf jeden Fall." Schilerinnen und Schiiler jedoch, die sich genauer
mit dieser Aufgabe beschaftigten, lieferten sich verschiedenen Fehlerrisiken aus. Sahen sie sich
beispielsweise die Zahlen an, entdeckten sie, dass Leas Pinnwandmalie (0,80 m und 1,20 m) ein
Vielfaches der Bilderldnge von 20 cm darstellen und somit auf den ersten Blick perfekt passen.
Berechneten sie die Flacheninhalte beider Pinnwénde, bestand die Gefahr, einen Rechenfehler zu
machen. Ein zusatzliches Fehlerrisiko lag in der Notwendigkeit begriindet, dass die GroRen
umgewandelt werden miissen, um miteinander verglichen werden zu kénnen. Uberdies ist
moglicherweise auch die Berlicksichtigung der quadratischen Form der Bilder irrefiihrend, da in
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diesem Fall ein groRerer Flacheninhalt nicht zwingend mit der Aufgabenlésung verbunden ist. Eine
weitere Moglichkeit, zur richtigen Losung zu gelangen, stellte bei dieser speziellen Aufgaben schlicht
das Raten dar.

Aufgrund dieser Vermutungen beziiglich der individuellen Herangehensweisen an diese Aufgabe
wurden die Aufgabenbearbeitungen genauer analysiert und Schwierigkeitsindizes berechnet. Von
den 135 Schiilerinnen und Schiilern, die die Aufgabe nicht I6sten, haben 59 Schilerinnen und Schiler
die Aufgabe gar nicht erst bearbeitet. Sieben Schilerinnen und Schiler kamen aufgrund des
Rechnens und damit einhergehenden Rechenfehlern zu einem falschen Ergebnis. 69 Schiilerinnen
und Schiler gelangten ohne Notizen zu einem falschen Ergebnis, wobei die Antworten ,beide" und
»keine" ebenfalls haufig vertreten waren. Insgesamt bearbeiteten 211 der 270 Schilerinnen und
Schiller die Aufgabe, wovon 135 die Aufgabe korrekt l|6sten. Daraus errechnete sich ein
Schwierigkeitsindex mit Inangriffnahmekorrektur von 64%. Von den 135 Schiilerinnen und Schiilern,
die die Aufgabe richtig |0sten, notierten 125 Schilerinnen und Schiiler keinen Rechenweg
beziehungsweise vermerkten keinerlei Notizen, sodass von einer intuitiven Aufgabenbearbeitung
ausgegangen werden kann. Zehn Schiilerinnen und Schiiler kamen mit einer notierten Rechnung zur
Losung. Die Berechnung des Schwierigkeitsindex mit Zufallskorrektur ergab noch eine
Losungshaufigkeit von 22%. Bericksichtigte man Zufall und Inangriffnahme gleichzeitig, ergab sich
ein Schwierigkeitsindex von 28%. Im Rahmen der leistungsbezogenen Betrachtung der Ergebnisse im
folgenden Kapitel (Kap. 9.2) soll zusatzlich Gberprift werden, ob hinsichtlich der Leistungsfahigkeit
der Schilerinnen und Schiller und der Herangehensweise an die Aufgabenbearbeitung
Zusammenhange bestehen.

9.2 Zusammenhadnge mit der Leistungsfahigkeit

Um der Fragestellung nachzugehen, inwiefern Schiilerinnen und Schiiler in Abhangigkeit von der
jeweiligen Leistungsfahigkeit die geometrischen Aufgaben mit den verschiedenen kognitiven
Anforderungen bewaltigen (Fragestellung 5), wurden die 270 Schiilerinnen und Schiler zunachst in
drei Leistungsgruppen (LG 1-3) eingeteilt. Da der Subtest Geometrie des DEMAT 3+ nur zu .40 mit
dem Subtest Geometrie des DEMAT 4 korrelierte und somit keine Aussagen zur Leistungsentwicklung
der gesamten Stichprobe innerhalb des vierten Schuljahres getroffen werden konnten (vgl. Kap. 7.3),
erfolgte die Bildung der Leistungsgruppen auf der Grundlage der durch die Schiilerinnen und Schiiler
erzielten T-Werte im Subtest Geometrie des DEMAT 4 (SG4T), da dieser zum gleichen Zeitpunkt wie
Teilstudie lll durchgefiihrt wurde. Die Bildung der drei Leistungsgruppen erfolgte nicht anhand eines
externen Kriteriums, sondern orientiert an der geeigneten Normstichprobe fiir den DEMAT. Das in
Kapitel 9.1.1 abgebildete Histogramm (Abb. 66) zeigte, dass die Schiilerinnen und Schiler der
vorliegenden Stichprobe naherungsweise normal verteilt waren, weshalb die Schiilerinnen und
Schiller mit einem Wert von mindestens einer Standardabweichung unter dem Mittelwert
(entsprechend 15,86% der Gesamtstichprobe) als leistungsschwach und die Schiilerinnen und Schiiler
mit einem Wert von mindestens einer Standardabweichung Gber dem Mittelwert (entsprechend
15,86% der Gesamtstichprobe) als leistungsstark eingestuft wurden.

Ingenkamp (2008, S. 48) stellt den Bezug der T-Skala zur Normalverteilung dar. Der Subtest
Geometrie besteht aus acht Rohwerten (0-7), denen T-Werte zugeordnet wurden
(31,39,45,50,55,60,65,71). Da nicht alle Werte vergeben sind, ergab sich die Tabelle 37 zu
entnehmende prozentuale Verteilung der Schiilerinnen und Schiiler auf die drei Leistungsgruppen,
die ndherungsweise zu den bei Ingenkamp (2008, S. 48) dargestellten Angaben passt.
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Tabelle 37: Angaben zu den Leistungsgruppen (LG 1-3)

Leistungsgruppe 1 (LG 1) Leistungsgruppe 2 (LG 2) Leistungsgruppe 3 (LG 3)

erzielte T-Werte 0-38 38-60 60-100
Schiileranzahl % 12,2 % 74 % 13,7 %
Schiileranzahl 33 200 37
Beschreibung LG 1 enthalt die LG 3 enthalt die
leistungsschwachen leistungsstarken
Schilerinnen und Schilerinnen und
Schiler Schiler

Zur Veranschaulichung sind in Anhang O exemplarisch die Aufgabenbearbeitungen zu den
geometrischen Aufgaben des Subtests Geometrie (SG4T) von jeweils einem Schiller beziehungsweise
einer Schiilerin der drei Leistungsgruppen abgebildet.

Nachdem diese Leistungsgruppen gebildet waren, wurden die L&sungshdufigkeiten dieser
unterschiedlich leistungsfahigen Schiilerinnen und Schiiler beim Bearbeiten der geometrischen
Aufgaben hinsichtlich der verschiedenen kognitiven Anforderungen analysiert und interpretiert.

Die aufgrund der im Subtest Geometrie des DEMAT 4 innerhalb der vorliegenden Stichprobe als
leistungsschwach eingestuften Schiilerinnen und Schiller (LG 1) l6sten die acht Aufgaben zu
Anforderungsbereich | zu 41%, zu Anforderungsbereich Il zu 36% und zu Anforderungsbereich Il zu
16% (Tab. 38).

Tabelle 38: Losungshaufigkeiten [%] der drei Leistungsgruppen insg.

IG1 LG 2 LG3
ABI 41 54 67
ABII 36 * 51 65 *
AB I 16 25 34

Die als leistungsstark eingestuften Schilerinnen und Schiiler (LG 3)bearbeiteten die Aufgaben zu
Anforderungsbereich | zu 67%, zu Anforderungsbereich Il zu 65% und zu Anforderungsbereich Il zu
34%. Damit l6sten die leistungsstarken Schilerinnen und Schiler die Aufgaben (ber alle drei
Anforderungsbereiche deutlich haufiger als die leistungsschwachen Schiilerinnen und Schiiler. Fir
alle erzielten Losungshaufigkeiten wurde eine Varianzanalyse (F-Test mit Post-hoc-Test Tukey HSD)
durchgefihrt. Signifikante Ergebnisse sind durch ein * gekennzeichnet. Zwei * weisen auf signifikante
Unterschiede mit den jeweils beiden anderen Leistungsgruppen hin. Fir die soeben genannten
Losungshaufigkeiten unterschieden sich lediglich LG 1 und LG 3 hinsichtlich der Aufgabenstellungen
zu Anforderungsbereich 1l signifikant (Tab. 38). Es folgt die Analyse der einzelnen Aufgaben zu den
jeweiligen Anforderungsbereichen.

Tabelle 39 stellt die prozentualen Anteile der drei Leistungsgruppen bei der Bearbeitung der
Aufgaben zu Anforderungsbereich | dar. Bei der Betrachtung der Losungshaufigkeiten (%) zeigte sich,
dass die als leistungsstarker eingestuften Schilerinnen und Schiiler der LG 3 (hervorgehobene Zellen
beinhalten die grofRten Losungshiufigkeiten) bei allen Aufgaben zu Anforderungsbereich | groRere
Losungshaufigkeiten aufwiesen. Auch die Lésungshaufigkeiten zwischen LG 1 und LG 2 unterschieden
sich insofern, dass die leistungsstarkeren Schiilerinnen und Schiiler (LG 2) haufiger zur richtigen
Losung gelangten als die weniger leistungsstarken Schilerinnen und Schiiler (LG 1). Signifikant
unterschieden sich bei den acht Aufgaben zu Anforderungsbereich | LG 1 und LG 3 sechsmal, LG 2
und LG 3 zweimal und LG 1 und LG 2 einmal.
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Tabelle 39: Losungshaufigkeiten [%] der Leistungsgruppen AB |

LG1 LG 2 LG3
a-1 79 * 90 97 *
b-1 21* 26 * 60 **
a-2 12 ** 33 % 46 *
b-2 67 * 82 89 *
a-3 52 62 76
b-3 49 * 60 * 84 **
a-4 33 % 51 62 *
b-4 12 26 22

Ein &hnliches Ergebnis zeigte sich bei den erfolgreichen Bearbeitungen der Aufgaben zu
Anforderungsbereich Il (Tab. 40). Hervorgehoben sind erneut die Zellen mit den gréRten
Losungshaufigkeiten. Lediglich bei zwei Aufgaben (b-3 und a-4) bestand prozentual betrachtet
zwischen LG 2 und LG 3 kein Unterschied. Signifikant unterschieden sich bei den acht Aufgaben zu
Anforderungsbereich Il LG 1 und LG 3 fiinfmal und LG 2 und LG 3 zweimal. Zwischen LG 1 und LG 2
wurden keine signifikanten Unterschiede festgestellt.

Tabelle 40: Losungshaufigkeiten [%] der Leistungsgruppen AB Il

LG1 LG 2 LG3
a-1 27 * 39 60 *
b-1 55 * 73 87 *
a-2 21* 40 * 62 **
b-2 30 35 38
a-3 33 % 54 * 87 **
b-3 67 79 78
a-4 36 57 57
b-4 15 * 34 51*

Wie auch bei den Aufgaben zu den Anforderungsbereichen | und Il wurden die Aufgaben zum

Anforderungsbereich Ill von den leistungsstarkeren Schiilerinnen und Schiilern prozentual betrachtet

haufiger

(Tab. 41).

Signifikant

unterschieden sich bei den acht Aufgaben zu

Anforderungsbereich 1l LG 1 und LG 3 dreimal, LG 1 und LG 2 dreimal und LG 2 und LG 3 einmal.

Tabelle 41: Lésungshaufigkeiten [%] der Leistungsgruppen AB IlI

LG1 LG 2 LG3
a-1 2 0
b-1 0 0
a-2 12 13 22
b-2 15 28 35
a-3 21 ** 44 * 57 *
b-3 g ** 31 ** 62 **
a-4 61 48 51
b-4 12 ** 34 * 49 *

Lediglich Aufgabe AB3a-4 I6sten die leistungsschwachen Schilerinnen und Schiler (LG 1) mit
insgesamt 61% haufiger als die leistungsstdrkeren Schiilerinnen und Schiler der LG 2 (48%) und LG 3
(51%). Bei dieser Aufgabe handelte es sich um die in Kapitel 9.1.2 aufgrund der insgesamt hohen
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Losungsrate von 50% analysierte Aufgabe zu den quadratischen Bildern und den beiden Pinnwanden
(Eidt et al.,, 2009, S. 83). Es wurde bereits festgestellt, dass in diesem Fall eine intuitive
Herangehensweise zielfilhrend war und andernfalls Fehlerrisiken bestanden. Trotz dass die
Unterschiede der Loésungshaufigkeiten bei dieser Aufgabenbearbeitung nicht signifikant waren,
wurde Uberprift, ob hinsichtlich der Herangehensweise bei der Aufgabenlésung und der
Leistungsfahigkeit der Schilerinnen und Schiiler Tendenzen erkennbar waren. Wie Tabelle 42 zu
entnehmen ist, |6sten 58% der leistungsschwachen Schiilerinnen und Schiiler der Stichprobe die
Aufgaben ohne Rechnung oder Notizen richtig, innerhalb der Gruppe der leistungsstarken waren es
43%.

Tabelle 42: Schilerlésungen bei Aufgabe AB3a-4

richtig gel6st richtig gel6st mit falsch gelost falsch gel6st mit nicht bearbeitet
ohne Rechnung Rechnung ohne Rechnung Rechnung
LG1 58 % 3% 18 % 3% 18 %
LG3 43 % 8% 22 % 3% 24 %

9.3 Geschlechtsspezifische Zusammenhange

Von den 270 an der Untersuchung teilnehmenden Schiilerinnen und Schiilern waren 133 Jungen und
137 Madchen. Wie in Kapitel 2.1.3 erlautert fanden Reiss und Winkelmann (2009, S. 139) heraus,
dass die Jungen einen Leistungsvorsprung haben und starker in den beiden oberen Kompetenzstufen
vier und flinf sowie schwacher in den unteren Kompetenzstufen eins und zwei vertreten waren.

In Kapitel 9.2 wurden die Schilerinnen und Schiiler der Stichprobe in drei Leistungsgruppen
unterteilt. Tabelle 43 zeigt die Verteilung der Madchen und Jungen auf die jeweiligen
Leistungsgruppen.

Tabelle 43: Verteilung der Geschlechter in den Leistungsgruppen (LG 1-3)

Leistungsgruppe 1 (LG 1) Leistungsgruppe 2 (LG 2) Leistungsgruppe 3 (LG 3)

Madchen 17 100 20
Jungen 16 100 17

Sowohl in der Gruppe der leistungsschwachen Schilerinnen und Schiiler (LG 1) als auch in der
Gruppe der leistungsstarken Schilerinnen und Schiler (LG 3) war eine geringfiigig groRere Anzahl an
Madchen vertreten. Tabelle 44 zeigt, dass die Madchen der vorliegenden Stichprobe uber alle
Testbereiche des DEMAT hinweg deskriptiv betrachtet gleiche oder hdhere durchschnittliche
geschlechtsspezifische T-Werte erzielten.

Tabelle 44: Durchschnittlich erzielte T-Werte nach Geschlecht

G SA3T SS3T SG3T TG3T SAAT SSAT SGAT TGAT
w 56 54 53 56 53 52 53 53
m 54 52 52 54 51 52 52 52

Insgesamt l6sten die Madchen der vorliegenden Stichprobe die geometrischen Aufgaben zu 46%, die
Jungen erzielten eine durchschnittliche Losungshaufigkeit von 41%. 57% der Madchen und 50% der
Jungen bearbeiteten die Aufgaben zu Anforderungsbereich | erfolgreich. Die Aufgaben mit der
kognitiven Anforderung des Herstellens von Zusammenhadngen l6sten 52% der Madchen und 50%
der Jungen. Die Aufgaben zu Anforderungsbereich Ill konnten von 28% der Madchen und 22% der
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Jungen geldst werden. Die Losungshaufigkeiten wurden mit Hilfe des Z-Tests auf Signifikanz getestet.
Dabei zeigte sich, dass die soeben beschriebenen Unterschiede nicht signifikant waren.

Das Losungsverhalten der vorliegenden Stichprobe ist geschlechtsspezifisch fiir die einzelnen
Aufgaben in den Tabellen 45 und 46 dargestellt. Die Jungen (Tab. 45) wiesen bei sechs der 24
Aufgaben hohere Losungshaufigkeiten auf (ABla-1, AB2a-1, AB3a-1, AB3b-1, AB2b-2, AB2a-4), die
Madchen (Tab. 46) bei 15 der 24 Aufgaben. Bei drei Aufgaben (AB1b-1, AB2b-3, AB3a-2) waren
identische Losungshaufigkeiten vorzufinden. Fiir die Differenz der Losungshaufigkeiten in den grau
markierten Zellen ergaben sich nach Cohens d schwache Effekte.

Tabelle 45: Lésungshaufigkeiten [%] Madchen Tabelle 46: Lésungshaufigkeiten [%] Jungen
AB I ABII AB Il ABI ABII AB Il
a-1 88 38 0 a-1 92 42 2
b-1 30 73 0 b-1 30 71 1
a-2 38 47 14 a-2 26 35 14
(d=0.24) (d=0.24) (d=0.24) (d=0.24)
b-2 83 31 29 b-2 79 38 25
a-3 71 61 48 a-3 54 50 37
(d=0.34) (d=0.34)
b-3 66 77 40 b-3 57 77 25
(d=0.30) (d=0.30)
a-4 56 53 53 a-4 44 56 47
(d=0.24) (d=0.24)
b-4 26 39 39 b-4 21 29 28

Innerhalb der Gruppe der leistungsstarken Schiilerinnen und Schiller (LG 3) lésten 70% der
leistungsstarken Madchen die geometrischen Aufgaben, die sich auf das Reproduzieren bezogen (AB
1), 68% losten die Aufgaben zu Anforderungsbereich Il und 34% die Aufgaben zu
Anforderungsbereich lll. Die leistungsstarken Jungen I6sten die Aufgaben zu den
Anforderungsbereichen | und Il jeweils zu 63%, womit also auch die leistungsstarken Jungen prozentual
betrachtet geringere Losungshaufigkeiten im Vergleich zu den leistungsstarken Madchen erbrachten.
Die Aufgaben zu Anforderungsbereich Il [6sten die Jungen mit 35% durchschnittlich ebenso haufig
wie die Madchen mit 34%. Die beschriebenen Differenzen waren nicht signifikant.

Bezlglich einer Aufgabe (ABla-2) konnte nach Cohen ein mittlerer bis starker Effekt von d = 0.62
festgestellt werden. Dabei handelte es sich um die bereits in den Kapiteln 6.4 und 9.1.2 thematisierte
Aufgabe, bei der die Schilerinnen und Schiler die Anzahl der Flachen, Ecken und Kanten zu drei
genannten Korpern in eine Tabelle eintragen mussten. Dies gelang den Madchen zu 60% und den
Jungen zu 29%.

Innerhalb der Gruppe der leistungsschwachen Schiilerinnen und Schiiler (LG 1) I6sten 46% (AB 1), 38%
(AB 1) und 22% (AB Ill) der leistungsschwachen Madchen die Aufgaben anteilsmaRig, die
leistungsschwachen Jungen |6sten sie mit 35% (AB 1), 34% (AB 1) und 11% (AB Ill). Sowohl diese
Unterschiede als auch die sich prozentual ebenfalls kaum unterscheidenden Lésungshaufigkeiten
innerhalb von LG 2 waren nicht signifikant.
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9.4 Zusammenhange mit den Anforderungen der Unterrichtsaufgaben
»Students learn what they have an opportunity to learn." (Hiebert, 1999, p. 12)

Im folgenden Kapitel sollen die Geometrieleistungen in Zusammenhang mit den Anforderungen der
im Unterricht eingesetzten Aufgaben zunachst fiir die Stichprobe insgesamt und anschlieffend
klassenweise betrachtet werden (Fragestellung 6).

Tabelle 47 enthdlt die prozentuale Verteilung aller 653 den Protokollen entnommenen
geometrischen Aufgaben auf die vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche und die drei
Anforderungsbereiche. Die Betrachtung der prozentualen Verteilung auf die vier inhaltsbezogenen
Kompetenzbereiche erfolgte bereits in den Kapiteln 7.2 und 8.3.

Tabelle 47: Protokollaufgaben - Verteilung auf 12 Zellen [%]

ABI ABII AB I total
IKB 1 4 14 2 21
IKB 2 34 9 1 44
IKB 3 12 12 1 24
IKB 4 4 7 0 12
total 54 42 4

In Tabelle 47 wurden die Zellen mit einem prozentualen Anteil < 5% hervorgehoben. Um die durch
die gesamte Stichprobe gestellten Aufgaben (Tab. 47) mit den Lésungshaufigkeiten der gesamten
Schiilerstichprobe bei Teilstudie Il vergleichen zu kénnen, wurden die Lésungshaufigkeiten zu den
vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereichen zusammengefasst (Tab. 48). Die prozentualen Anteile in
Tabelle 48 stellen somit die Mittelwerte der bei der Bearbeitung von zwei Aufgaben erzielten
Losungshaufigkeiten dar, weshalb aus den 24 Zellen 12 Zellen wurden.

Tabelle 48: Lésungshaufigkeiten - Verteilung auf 12 Zellen [%]

AB | ABII ABIII total
IKB 1 60 56 1 39
IKB 2 57 38 21 38
IKB 3 62 67 38 56
IKB 4 37 44 42 41
total 54 51 25

Wahrend bei IKB 1, 2 und 3 die Losungshaufigkeiten zu Anforderungsbereich Il (in Tab. 48
hervorgehoben) deutlich geringer ausfielen als die zu den Anforderungsbereichen | und Il, zeigte sich
bei IKB 4 (Flachen- und Rauminhalte) eine ndherungsweise gleich hohe Losungshaufigkeit tGber alle
drei Anforderungsbereiche hinweg. Generell entsprechen die Losungshaufigkeiten kaum den in
Tabelle 47 hervorgehobenen Zellen, zu denen prozentual betrachtet wenige Aufgaben durch die
Lehrkrafte gestellt wurden. Lediglich die zu IKB 1 (sich im Raum orientieren) geringe
Losungshaufigkeit geht mit dem prozentual kleinen Anteil an gestellten geometrischen Aufgaben im
Unterricht der vorliegenden Stichprobe einher.

Nachdem nun Zusammenhange fir die gesamte Stichprobe betrachtet wurden, fokussiert die
folgende Darstellung insgesamt jene sechs der 16 Klassen (4,8,11,12,13,15), deren Ergebnisse sich
am starksten unterschieden hinsichtlich der bereits angefiihrten quantitativen Aspekte (vgl. Kap.
7.3), der Anteile der Schiilerinnen und Schiiler an den drei gebildeten Leistungsgruppen, den
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Losungshaufigkeiten bei Teilstudie Il und den Anforderungen, die den geometrischen Aufgaben aus
den Unterrichtsprotokollen enthommen wurden.

Basierend auf den Schiilerleistungen im Subtest Geometrie am Ende des vierten Schuljahres erfolgte
anhand der T-Werte die Einteilung der Schiilerinnen und Schiler in drei Leistungsgruppen (vgl. Kap.
9.2). Tabelle 49 stellt die prozentuale Verteilung der Schiilerinnen und Schiler innerhalb der Klassen
auf die drei Leistungsgruppen dar.

Tabelle 49: Anteile der Klassen an den Leistungsgruppen [%]

KI. LG1 LG 2 LG3
1 11 78 11
3 10 76 14
4 0 82 18
5 14 76 10
6 17 79 4
7 15 70 15
8 11 63 26
9 14 79 7
11 17 72 11
12 8 61 31
13 23 62 15
14 0 85 15
15 18 76 6
16 0 79 21
18 17 72 11
19 16 74 10

Die Klassen 4, 8 und 12 enthielten einen groRen Anteil an leistungsstarken Schiilerinnen und Schiilern
(in Tab. 49 hellgrau hervorgehoben). Diese drei Klassen wiesen gleichzeitig kleine Anteile an
leistungsschwachen Schiilerinnen und Schiilern (LG 1) auf. Wie in Kapitel 7.3 dargestellt, erzielten alle
drei Klassen demnach hohe durchschnittliche T-Werte im Subtest Geometrie am Ende des vierten
Schuljahres (SG4T).

Die Klassen 11, 13 und 15 enthielten groRe Anteile in der Gruppe an leistungsschwachen
Schiilerinnen und Schiiler (LG 1), wobei Klasse 13 mit 23% den hdchsten Anteil an Schiilerinnen und
Schilern, deren Leistungen als schwach eingestuft wurden, aufwies (in Tab. 49 dunkelgrau
hervorgehoben). In Klasse 15 wurden 6% der Schilerinnen und Schiler der Leistungsgruppe 3
zugeordnet. Diese Klasse zeigte den durchschnittlich niedrigsten T-Wert im Subtest Geometrie (SGA4T)
auf und es wurde eine signifikante negative Leistungsentwicklung errechnet. Die Lehrkraft der Klasse
11 reichte die wenigsten Protokolle ein (vgl. Kap. 7.3).

Alle 270 Schilerinnen und Schiiler bearbeiteten die geometrischen Aufgaben der Teilstudie Ill.
Tabelle 50 bildet die prozentualen Anteile der Schilerinnen und Schiler beim Lésen der acht
Aufgaben zu jedem der drei Anforderungsbereiche klassenbezogen ab.
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Tabelle 50: Loésungshaufigkeiten [%] der Klassen

KI. ABI ABII AB Il
1 56 54 39
3 40 36 17
4 66 59 32
5 50 56 21
6 47 53 20
7 65 53 33
8 48 44 22
9 42 44 18
11 56 44 22
12 78 68 38
13 37 37 12
14 41 47 19
15 65 62 32
16 43 40 18
18 58 51 25
19 66 68 39
D 54 51 25

Die Losungshaufigkeiten von Klasse 12 lagen bei den Aufgaben aller drei Anforderungsbereiche weit
Uber den durchschnittlich erbrachten Losungshaufigkeiten (Zeile D). Gleiches galt fiir die Klassen 4
und 15. Wahrend die Klassen 4 und 12 auch im Subtest Geometrie gute Leistungen erzielten, wies
Klasse 15 den niedrigsten T-Wert innerhalb der vorliegenden Stichprobe auf (vgl. Kap. 7.3). Klasse 8
zeigte einen hohen durchschnittlichen T-Wert im Subtest Geometrie auf und erbrachte bei der
Bearbeitung der geometrischen Aufgaben der Teilstudie Ill Leistungen, die unter dem Durchschnitt
(D) der gesamten Stichprobe lagen (in Tab. 50 dunkelgrau hervorgehoben). Die Losungshaufigkeiten
der Klasse 11 lagen bei den Aufgaben zu Anforderungsbereich | etwas tiber dem Durchschnitt und bei
den Aufgaben zu den Anforderungsbereichen Il und Ill darunter. Vor allem Klasse 13 wies (ber alle
drei Anforderungsbereiche hinweg geringe Losungshdufigkeiten auf. Vergleicht man die innerhalb
der Klassen 12 und 13 ermittelten prozentualen Anteile beim Losen der geometrischen Aufgaben der
Teilstudie lll, I6sten die Schiilerinnen und Schiiler von Klasse 12 die Aufgaben fast doppelt so haufig
wie die Schiilerinnen und Schiiler von Klasse 13.

Zudem wurden die prozentualen Anteile der den Protokollen enthommenen und gerateten
geometrischen Aufgaben an den drei Anforderungsbereichen ermittelt. Sie sind in Tabelle 51
gemeinsam mit der protokollierten Unterrichtszeit abgebildet.
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Tabelle 51: Protokollaufgaben - Anteile an AB I-I1l [%]

KI. AB | ABII AB 1l Min.
1 100 0 0 350
3 89 11 0 860
4 59 29 12 420
5 25 75 0 300
6 50 49 2 1600
7 29 65 6 520
8 31 60 9 500
9 61 39 0 550
11 100 0 0 150
12 49 47 4 1720
13 100 0 0 300
14 100 0 0 300
15 87 13 0 350
16 87 13 0 350
18 72 26 2 1700
19 72 26 2 1700

In der Mehrheit der Klassen waren in den Protokollen keine geometrischen Aufgaben mit kognitiv
héheren Anforderungen (Anforderungsbereich Ill) zu finden. In den Klassen 11, 13 und 15 widmeten
sich mehr als 80% der geometrischen Aufgaben dem Reproduzieren (in Tab. 51 dunkelgrau
hervorgehoben). Die Klassen 4, 8 und 12 zadhlten zu denjenigen, in denen einige Aufgaben zu
Anforderungsbereich Il protokolliert wurden (in Tab. 51 hellgrau hervorgehoben). Diese drei Klassen
wiesen zusatzlich eine hohere Minutenzahl an protokollierten Geometrieunterricht auf. Bei der
Betrachtung der fiir die jeweiligen Klassen erzielten Losungshaufigkeiten bei Aufgaben mit hohen
kognitiven Anforderungen (AB Ill) lagen unter anderem die Klassen 4 und 12 prozentual vorne.

Im Hinblick auf moégliche Zusammenhange zwischen der Leistungsentwicklung im geometrischen
Bereich und den Anforderungen der im Schuljahr bearbeiteten Aufgaben konnten lediglich die
Klassen 12 und 15 zur Analyse herangezogen werden, da fiir alle anderen Klassen im Bereich der
Geometrie keine signifikanten Unterschiede zwischen den im Subtest Geometrie am Anfang und am
Ende der vierten Jahrgangsstufe festgestellten Leistungen berechnet wurden (vgl. Kap. 7.3). In Klasse
12 verbesserte sich die geometrische Leistungsfahigkeit im Laufe des Schuljahres signifikant, in Klasse
15 verschlechterte sie sich. Die Abbildungen 75 und 76 veranschaulichen die prozentuale Verteilung
der kognitiven Anforderungen in den Aufgaben, die den Unterrichtsprotokollen entnommen wurden.
In Klasse 12 wurden zu 49% Aufgaben zu Anforderungsbereich | und zu 47% Aufgaben zu
Anforderungsbereich Il eingesetzt (Abb. 75).
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Abbildung 75: Anforderungen in Klasse 12.

In Klasse 15 wurden in 87% der eingesetzten Aufgaben reproduzierende Tatigkeiten von den
Schiilerinnen und Schilern verlangt (Abb. 76).
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Abbildung 76: Anforderungen in Klasse 15.

Die Anzahl der den Unterrichtsprotokollen enthommenen Aufgaben lag bei Lehrkraft 12 bei 232 und
bei Lehrkraft 15 bei 15 Aufgaben. Die Losungshaufigkeiten der Schilerinnen und Schiiler aus Klasse
12 waren beim Bearbeiten der Aufgaben in Teilstudie Ill héher als die der Klasse 15. Die Schiilerinnen
und Schiler aus beiden Klassen erzielten Gberdurchschnittliche Leistungen (Tab. 52).

Tabelle 52. Lésungshdufigkeiten [%] der Klassen 12 und 15

KI. ABI AB I AB Il
12 78 68 38
15 65 62 32
D 54 51 25

Auffallend ausfiihrlich erarbeitete die Lehrkraft der Klasse 7 das Errechnen fehlender Wirfel bei
Steckwirfelbauten. 44% aller Aufgaben, die im Geometrieunterricht dieser Klasse gestellt wurden,
thematisierten Wirfelbauten und Baupldne. Zusatzlich erhielten die Schilerinnen und Schiler
verschiedene Merkblatter mit Hinweisen. Abbildung 77 zeigt exemplarisch zwei dieser Merkblatter
zur Ermittlung noch fehlender Steckwirfel durch Addition und Multiplikation.
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Abbildung 77: Lehrkaft 7 - Merkblatt

Unter den 24 Aufgaben der Teilstudie Ill (vgl. Kap. 6.4) waren zwei Aufgaben zu Wirfelbauten
enthalten. Bei der Aufgabe mit der Anforderung des Reproduzierens (Aufgabe ABla-1) mussten die
Schilerinnen und Schiiler die Wirfelanzahl des abgebildeten Wiirfelbaus ermitteln. Dies gelang allen
Schilerinnen und Schilern der Klasse 7, die Aufgabe konnte insgesamt von 90% der gesamten
Schilerstichprobe gelést werden. Die zweite Aufgabe (Aufgabe AB3a-1) stellte héhere kognitive
Anforderungen an die Schiilerinnen und Schiiler. Sie wurde bereits in Kapitel 9.1 vorgestellt und
aufgrund der geringen Losungshaufigkeit von 1% genauer betrachtet. Dabei zeigte sich, dass es 90%
der Schiilerinnen und Schiiler der gesamten Stichprobe nicht gelang, die als ersten Schritt
notwendige Anzahl der Wiirfel in der abgebildeten Schachtel zu ermitteln. In Klasse 7 berechneten
zwei Schiler nach dieser intensiven Beschaftigung im Geometrieunterricht die Anzahl. Danach
musste zur Losung der Aufgabe das Volumen verachtfacht werden, die beiden Schiiler der Klasse 7
verdoppelten aber lediglich.

Die ermittelten Losungshaufigkeiten der Klasse 1 bei den geometrischen Aufgaben der Teilstudie IlI
(Tab. 53) fielen gemessen am Kriterium der durch die Gesamtstichprobe erbrachten
Losungshaufigkeiten (vgl. Tab. 50) vor allem bezlglich Anforderungsbereich Ill mit 39% hoch aus. Die
Lehrkraft der Klasse 1 protokollierte relativ wenig Geometrieunterricht (vgl. Tab. 24). Diesen
Protokollb6gen konnten zudem ausschlieflich auf das Reproduzieren bezogene Aufgaben
entnommen werden (vgl. Tab. 51). 11% der Schilerinnen und Schiller dieser Klasse wurden der
Leistungsgruppe 3 und ebenfalls 11% wurden Leistungsgruppe 1 zugeordnet (vgl. Tab. 49).

Tabelle 53: Lésungshaufigkeiten [%] Klasse 1

Code AB1 AB 2 AB3

IKB 1 a-1 100 44 22
b-1 33 78 11
IKB 2 a-2 22 56 11
b-2 89 67 44
IKB 3 a-3 56 56 56
b-3 56 44 44
IKB 4 a-4 44 56 67
b-4 44 33 56

total 56 54 39
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10 Diskussion der Ergebnisse

10.1 Priifung der Hypothesen

Nachdem alle im Rahmen der vorliegenden Erhebung gewonnenen Erkenntnisse zu den
Forschungsfragen dargestellt wurden, sollen nun die in Kapitel 5 formulierten Hypothesen unter
Angabe der jeweiligen Fragestellung gepriift und die Ergebnisse diskutiert werden. In diese
Betrachtung wird gleichzeitig ein kritischer Blick auf das methodische Vorgehen integriert, wobei die
Grenzen der vorliegenden Erhebung und Anknipfungspunkte flir weitere Untersuchungen aufgezeigt
werden.

1. Wie hoch ist der quantitative Anteil geometrischer Inhalte in Schulbiichern und im Unterricht des
vierten Schuljahres?

Fiir die zehn analysierten Schulblicher wurde ein prozentualer Anteil der Seiten mit geometrischen
Inhalten an der Seitenanzahl des gesamten Lehrwerks von Min. 9% und Max. 20% ermittelt. Uber alle
zehn Lehrwerke hinweg errechnete sich ein durchschnittlicher Seitenanteil von 15%. Bei der
Formulierung der Hypothese (vgl. Kap. 5.1) wurde die Gewichtung der mathematischen Teilbereiche
sowohl auf empirischen Befunden als auch auf theoretischer Basis gestiitzt und ein prozentualer
Anteil von 20% bis 30% fir die Leitidee Raum und Form als Erwartung festgelegt (Hypothese 1a).
Somit ware lediglich der Anteil an Seiten mit geometrischen Aufgaben von 20% im Schulbuch
Matheprofis (6) erwartungsgemaR. Insgesamt kann festgehalten werden, dass sich in den zehn
analysierten Schulblichern anteilsmaBig weniger Seiten geometrischen Inhalten widmeten als
erwartet. Es sei nochmals angemerkt, dass anhand quantitativer Analysen keine Aussagen zur
Qualitat der dargestellten geometrischen Inhalte gemacht werden kénnen beziehungsweise sollen.

An diese Betrachtung anschlieBend wurden den zehn Schulblichern 229 geometrische Aufgaben
entnommen und den vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereichen zugeordnet. In diesen
geometrischen Aufgaben ging es zu 44% um geometrische Figuren (IKB 2), zu 25% um Flachen- und
Rauminhalte (IKB 4), zu 17% um raumliche Orientierung (IKB 1) und zu 14% um geometrische
Abbildungen (IKB 3). Die Erwartung beziglich der Dominanz an Aufgaben zu geometrischen Figuren
(Hypothese 1c) kann somit bestdtigt werden. Der hohe Anteil an Aufgaben zu Flachen- und
Rauminhalten (IKB 4) kann moglicherweise damit erklart werden, dass dieses Thema in den
Arbeitsplanen der Schulen erfahrungsgemal vor allem fiir die vierte Jahrgangsstufe vorgesehen ist.
Aufgaben zur rdumlichen Orientierung und zu geometrischen Abbildungen stehen dahinter zuriick.

In Kapitel 6.5 wurde die Lehrerstichprobe beschrieben, die nach zahlreichen Anfragen letztlich aus 16
Lehrkraften bestand. Aufgrund der freiwilligen Teilnahme konnte von einer relativ hohen Motivation
und von einem relativ groflen Interesse an geometrischen Inhalten ausgegangen werden. Diese 16
Lehrkrafte reichten tber das Schuljahr 2011/2012 hinweg insgesamt 148 Protokollbdégen zu 11.670
Minuten Geometrieunterricht in Klassenstufe 4 ein, wobei der protokollierte Unterricht zwischen 150
und 1.720 Minuten je nach Lehrkraft schwankte (M = 729, SD = 588). Die Halfte (Median) der
teilnehmenden Lehrkradfte unterrichtete in einem ganzen Schuljahr weniger als 460 Minuten (9
Unterrichtsstunden a 50 Minuten) Geometrie, 75% (Q3) erteilten weniger als 1045 Minuten (21
Unterrichtsstunden a 50 Minuten) Geometrieunterricht und 25% (Ql) sogar weniger als 337,5
Minuten (7 Unterrichtsstunden a 50 Minuten). Vorausgesetzt, dass die durch die Stundentafel des
Landes Rheinland-Pfalz fir ein viertes Schuljahr vorgegebene Gesamtzeit des Mathematikunterrichts
von rund 9.000 Minuten Uber die Stichprobe hinweg eingehalten wurde, ergaben sich prozentuale
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Anteile des Geometrieunterrichts am Mathematikunterricht zwischen 2% und 19%. Durchschnittlich
fir alle 16 Lehrkrafte errechnete sich daraus ein prozentualer Anteil von 8%, was den durch Backe-
Neuwald (2000, S. 66) mittels Selbsteinschatzung durch die Lehrkrifte ermittelten Angaben
entspricht. Bezieht man den anhand der Gewichtung der mathematischen Teilbereiche als Erwartung
festgelegten prozentualen Anteil an geometrischen Inhalten von 20% bis 30% mit ein (Hypothese 1b),
was 1.800 bis 2.700 Minuten (36 bis 54 Unterrichtsstunden a 50 Minuten) Geometrieunterricht fir
das vierte Schuljahr entspricht, so waren beziglich der Unterrichtszeit die erreichten Anteile von vier
Lehrkraften mit 18% und 19% anndhernd erwartungsgemall. Leider ist es aufgrund des vorliegenden
Untersuchungsdesigns nicht moglich, die protokollarisch festgehaltenen Geometriestunden mit den
tatsachlich gehaltenen Geometriestunden abzugleichen. Auf der vorliegenden Datenbasis kann fiir
die vorliegende Stichprobe insgesamt festgehalten werden, dass unter quantitativen
Gesichtspunkten anteilsmallig zu wenig Geometrieunterricht erteilt beziehungsweise protokolliert
wurde. Dies erscheint vor allem hinsichtlich der den freiwillig teilnehmenden Lehrkraften
unterstellten Motivation und deren Interesse an geometrischen Inhalten bedenklich.

Den eingereichten Protokollbdgen wurden 653 geometrische Aufgaben entnommen, woraus sich ein
Mittelwert von 41 Aufgaben pro Lehrkraft errechnete. Wie auch bei der Unterrichtszeit lag jedoch
eine betradchtliche Streuung zwischen den Lehrkraften vor. 75% (Q3) aller teilnehmenden Lehrkrifte
stellten in einem ganzen Schuljahr weniger als 45 Aufgaben im Geometrieunterricht, die Halfte
(Median) stellte weniger als 18 Aufgaben und 25% (Q1) stellten sogar weniger als 6 Aufgaben.
Obwohl nur die schriftlich fixierten Aufgaben Bestandteil der Untersuchung waren und auch an
dieser Stelle keine Wertungen auf der Grundlage ausschlieRlich quantitativer Analysen
vorgenommen werden sollen, kann dennoch objektiv festgestellt werden, dass einige Lehrkrafte der
vorliegenden Untersuchung innerhalb eines Schuljahres zu wenige schriftlich fixierte Aufgaben zur
Forderung der inhaltsbezogenen Kompetenzen zur Leitidee Raum und Form an ihre Schiilerinnen und
Schiiler stellten.

Auch fir die im Unterricht gestellten geometrischen Aufgaben erfolgte die Ermittlung der Anteile an
den vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereichen. In den 653 geometrischen Aufgaben ging es zu 44%
um geometrische Figuren (IKB 2), zu 24% um geometrische Abbildungen (IKB 3), zu 21% um
raumliche Orientierung (IKB 1) und zu 12% um Flachen- und Rauminhalte (IKB 4). Die in Kapitel 5.7
formulierte Hypothese (Hypothese 1d), dass ein Grofiteil des Geometrieunterrichts aus der
Beschaftigung mit geometrischen Figuren (IKB 2) besteht, kann somit bestatigt werden (284 von
insgesamt 653 Aufgaben).

Wie vermutet, wurde bei keiner Lehrkraft der vorliegenden Stichprobe eine starke Orientierung an
einem alleinigen Lehrwerk festgestellt. Dies ist einerseits positiv zu bewerten, da der
Geometrieunterricht aufgrund seiner spezifischen Merkmale ohnehin nicht als , Buchunterricht"
ablaufen sollte (vgl. Kap. 1.2). Die Sichtung der Protokolle zeigte andererseits jedoch eine Dominanz
von schriftlich zu bearbeitenden Aufgaben, die aus verschiedenen Schulblichern oder Werkstatten
stammten beziehungsweise selbst konzipiert wurden. Aufgaben, die zum Herstellen von oder
Handeln mit geometrischen Objekten aufforderten, waren leider selten.

Beim Vergleich der aufgezeigten prozentualen Anteile der Aufgaben an den vier inhaltsbezogenen
Kompetenzbereichen aus den Schulbiichern und den Unterrichtsprotokollen zeigte sich, dass die
Aufgabenanteile von IKB 1 und IKB 2 ndherungsweise identisch und die Anteile von IKB 3 und IKB 4
sozusagen vertauscht vorzufinden waren: Zu geometrischen Abbildungen (IKB 3) wurden in den
Schulblichern die wenigsten Aufgaben gestellt (14%) und zu 24% durch die Lehrkrédfte. In den
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Schulbilichern waren zu 25% Aufgaben zu Flachen- und Rauminhalten (IKB 4) zu finden, im Unterricht
der vorliegenden Stichprobe lag der Anteil an Aufgaben zu diesen inhaltsbezogenen Kompetenzen
bei 12%. Dies geht einher mit den von Backe-Neuwald (1998, S. 4f) aufgedeckten Inhalten, die am
seltensten erarbeitet wurden.

Die Aufgaben zum inhaltsbezogenen Kompetenzbereich 2 umfassen sowohl Aufgaben zu ebenen
Figuren als auch zu Koérpern. In Erweiterung zur vorliegenden Untersuchung konnte eine Analyse der
Aufgaben dieses inhaltsbezogenen Kompetenzbereichs hinsichtlich der Unterscheidung von Raum
und Ebene aufschlussreich sein.

2. Kénnen geometrische Aufgaben eindeutig den in den Bildungsstandards formulierten
Anforderungsbereichen zugeordnet werden?

Um die eindeutige Zuordnung geometrischer Aufgaben zu den in den Bildungsstandards formulierten
Anforderungsbereichen zu tberprifen, wurden zwei Aufgabenratings durchgefiihrt (Teilstudie | und
I). Dabei kann festgehalten werden, dass sowohl die prozentuale Ubereinstimmung der Rater mit
90% und 92% als auch das errechnete Cohens Kappa von .802 und .843 ausreichend hoch waren,
sodass Hypothese 2 bestatigt werden kann. Trotz des Zusammenspiels der in der Kritik stehenden,
empirisch nicht validierten Anforderungsbereiche und der im Zusammenhang mit der empirischen
Uberprifung der fiinfstufigen Kompetenzmodelle festgestellten Problematik beziiglich der
Einordnung geometrischer Items konnte bei der vorgenommenen Zuordnung der insgesamt 882
geometrischen Aufgaben zu den drei in den Bildungsstandards formulierten Anforderungsbereichen
durch zwei Rater eine hohe prozentuale Ubereinstimmung und ein sehr gutes Cohens Kappa
berechnet werden. Dies erscheint vor dem Hintergrund der Unterscheidung von drei verschiedenen
Anforderungen in den genannten Kontexten (TIMSS, PISA, Anwendungen der Bloom’schen
Taxonomie, Differenzierung im Unterrichtsalltag durch Lehrkrafte, vgl. Kap. 3.2.3 und 3.3)
einleuchtend.

Einschrankend sei an dieser Stelle auf die innerhalb der vorliegenden Untersuchung vorgenommene
Vorgabe fiir die Rater verwiesen, wonach beispielsweise der Bekanntheitsgrad der Aufgaben und die
Anforderungen, mit denen die Schilerinnen und Schiler auf dem Weg zur Aufgabenldsung
tatsachlich konfrontiert wurden, nicht bericksichtigt wurden (vgl. Kap. 6.1).

Insgesamt ist jedoch festzuhalten, dass die geometrischen Aufgaben hinsichtlich ihrer wesentlichen
Aspekte den drei Anforderungsbereichen eindeutig zugeordnet werden konnten, womit erste
Hinweise dafiir geliefert wurden, dass die Einteilung in drei Anforderungsbereiche fiir Lehrkrafte
nitzlich, anwendbar und transparent zu sein scheint.

3. Welche kognitiven Anforderungen enthalten die geometrischen Aufgaben in den Schulbiichern und
im Unterricht des vierten Schuljahres?

Uber alle vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche zur Leitidee Raum und Form hinweg wurden
63% der den Schulbiichern entnommenen geometrischen Aufgaben Anforderungsbereich I
(Zusammenhdnge herstellen) zugeordnet, 25% Anforderungsbereich | (Reproduzieren) und 12%
Anforderungsbereich Il (Verallgemeinern und Reflektieren). Damit kann zunachst die Hypothese,
dass aufgrund der steigenden Komplexitdt der kognitiven Anforderungen der Schwerpunkt in der
vierten Klassenstufe nicht (mehr) auf den Anforderungsbereich | gesetzt wird, sondern dass
Aufgaben zu Anforderungsbereich Il dominieren (Hypothese 3), bestitigt werden. In Kapitel 5.3
wurde weiterhin festgestellt, dass sich innerhalb der Grundschulzeit gerade das vierte Schuljahr
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anbieten wiirde, um die Schilerinnen und Schiller mit kognitiv héheren Anforderungen zu
konfrontieren. Erinnert sei beispielsweise an das durch internationale Vergleichsstudien festgestellte
Verbesserungspotenzial deutscher Grundschilerinnen und Grundschiler im Umgang mit
anspruchsvollen Aufgaben (vgl. Kap. 2.1.2). Vor diesem Hintergrund kann der 12-prozentige Anteil an
Aufgaben mit kognitiven Anforderungen des Bereichs Ill nicht als befriedigend bewertet werden.

Bei der Betrachtung der Verteilung der Schulbuchaufgaben auf die einzelnen inhaltsbezogenen
Kompetenzbereiche wurde ¥ (6, N = 229) = 40.37 (p = 3.855e-07) berechnet. Die Residuen, die bei
der Inspektion auf einen vergleichsweise hohen Beitrag zum Chi-Quadrat hinwiesen, waren in IKB 1,
IKB 2 und IKB 4 zu finden. Unter Verwendung der in Kapitel 8.2 dargestellten Aufgabenanzahlen
erfolgt an dieser Stelle ein Blick auf die einzelnen inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche und die
errechneten prozentualen Verhaltnisse innerhalb dieser, woraus mogliche Erklarungen abgeleitet
werden.

Innerhalb des IKB 1 (sich im Raum orientieren) lieferten die Zellen zu Anforderungsbereich | und I,
die prozentual eine sehr unausgewogene Verteilung aufweisen, einen hohen Beitrag zum Chi-
Quadrat. Prozentual betrachtet wurden 92% der geometrischen Aufgaben zu IBK 1 aus den
Schulbilichern Anforderungsbereich Il zugeordnet und in keinem der zehn Schulblicher war eine
geometrische Aufgabe zu finden, in der ausschlieRlich Fakten reproduziert werden sollten
(Anforderungsbereich 1). Um raumliche Beziehungen wie Anordnungen, Wege, Plane und Ansichten
nutzen und zwei- beziehungsweise dreidimensionale Darstellungen von Bauwerken zueinander in
Beziehung setzen zu kdnnen, steht nicht die Reproduktion beziehungsweise die Wiedergabe von
Fakten und Wissen im Vordergrund.

Innerhalb von IKB 2 (geometrische Figuren) wiesen die Zellen zu den Anforderungsbereichen | und Il
auf einen hohen Beitrag zum Chi-Quadrat hin. Mit 39% ging es bei mehr als einem Drittel der
Aufgaben um das Reproduzieren (Anforderungsbereich 1), was damit erklart werden kdnnte, dass das
Identifizieren von Kérpereigenschaften an sich eher reproduzierende Tatigkeiten verlangt. Aufgaben
zu Anforderungsbereich Il (Verallgemeinern und Reflektieren) waren in den zehn analysierten
Lehrwerken lediglich zu 5% vorhanden. 56% der Aufgaben forderten das Herstellen von
Zusammenhangen (Anforderungsbereich ).

Innerhalb des IKB 3 (geometrische Abbildungen) war die Verteilung auf die Anforderungsbereiche
ausgeglichener als in den beiden zuvor dargestellten inhaltsbezogenen Kompetenzbereichen (IKB 1
und IKB 2). 29% der Aufgaben wurden Anforderungsbereich | (Reproduzieren) zugeordnet, 55%
Anforderungsbereich Il (Zusammenhange herstellen) und 16% Anforderungsbereich I
(Verallgemeinern und Reflektieren). Allerdings ist die absolute Anzahl der Aufgaben zu diesem
inhaltsbezogenen Kompetenzbereich zu bericksichtigen, die mit insgesamt 31 geometrischen
Aufgaben aus zehn Schulbiichern des vierten Schuljahres im Vergleich zu den anderen IKB gering war.

Mit insgesamt 58 Aufgaben zielte ein Viertel aller den Schulbiichern entnommenen Aufgaben auf die
Forderung der inhaltsbezogenen Kompetenzen des Bereichs 4. Betrachtet man die Verteilung der
Aufgaben innerhalb des IKB 4, so ist die vergleichsweise hohe Anzahl an Aufgaben zu
Anforderungsbereich Il (Verallgemeinern und Reflektieren) von 26% auffallig, was durch den hohen
Beitrag zum Chi-Quadrat bestatigt wurde. Zu Anforderungsbereich | wurden 16% und zu
Anforderungsbereich Il 59% der geometrischen Aufgaben zugeordnet. Die in den Arbeitspldanen der
Schulen haufig schwerpunktmaBige Verortung des Themas Flachen- und Rauminhalte in Klassenstufe
4 lieRe eher einen vergleichsweise hohen Anteil an Aufgaben mit Anforderungsbereich | erwarten.
Moglicherweise liegt dies darin begriindet, dass im Primarbereich Faktenwissen, wie beispielsweise
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Formeln zur Flichenberechnung, MaReinheiten, Umrechnungen oder Ahnliches, nur eine
untergeordnete Rolle spielt und die Schiilerinnen und Schiiler vermehrt dazu aufgefordert werden,
Beziehungen zwischen Seiten oder Flachen und zwischen Umfang und Flachen- beziehungsweise
Rauminhalt zu beachten. Diese Aufgaben stellen hohere kognitive Anforderungen an die
Schiilerinnen und Schiiler und besitzen somit eine héhere Komplexitat.

Die 653 geometrischen Aufgaben aus den Unterrichtsprotokollen der an der Untersuchung
teilnehmenden Lehrkréfte wurden insgesamt zu 54% Anforderungsbereich | (Reproduzieren) und zu
42% Anforderungsbereich Il (Zusammenhdnge herstellen) zugeordnet. Damit lag der Anteil an
Aufgaben mit Anforderungsbereich Il (Verallgemeinern und Reflektieren) bei 4%. In absoluten
Zahlen bedeutet dies, dass Uber ein Schuljahr hinweg durch alle 16 Lehrkradfte insgesamt 23
schriftlich fixierte geometrische Aufgaben gestellt wurden, die die Schilerinnen und Schiiler zum
Verallgemeinern und Reflektieren herausforderten. Somit kann festgehalten werden, dass im
Geometrieunterricht der vorliegenden Stichprobe vergleichsweise wenig argumentiert, begriindet,
bewiesen, verallgemeinert oder reflektiert wurde. An dieser Stelle ist erneut zu betonen, dass die
Anzahlen lediglich auf der Basis der eingereichten Protokolle ermittelt wurden. Ob die Aufgaben
tatsachlich gestellt wurden beziehungsweise ob alle gestellten Aufgaben durch die Lehrkrafte
protokollarisch festgehalten wurden, kann im Rahmen des vorliegenden Untersuchungsdesigns nicht
Uberprift werden. Der hohe Anteil an Aufgaben zu Anforderungsbereich | geht einher mit der
festgestellten Dominanz der Aufgaben zu geometrischen Figuren und der Annahme, dass dabei meist
Faktenwissen reproduziert wird.

Basierend auf den Berechnungen des Statistikprogramms R wurde ein hoch signifikantes 2 (6, N =
653) = 159.47 (p < 2.2e-16) ermittelt. Eine Inspektion der Residuen wies auf einen deutlichen Beitrag
der inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche 1 und 2 zum Chi-Quadrat hin, fiir die Bereiche 3 und 4 war
der Beitrag zu vernachldssigen. Auch an dieser Stelle erfolgt unter Verwendung der in Kapitel 8.3
dargestellten Aufgabenanzahlen ein Blick die inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche 1 und 2.

Innerhalb des IKB 1 (sich im Raum orientieren) waren mit 69% die Aufgaben zu Anforderungsbereich
Il (Zusammenhdnge herstellen) dominierend. Gleichzeitig konnten 11% der Aufgaben
Anforderungsbereich Il (Verallgemeinern und Reflektieren) zugeordnet werden. Dies entspricht der
im Rahmen der Schulbuchanalyse gewonnenen Erkenntnis, dass das Reproduzieren beziehungsweise
die Wiedergabe von Fakten und Wissen (Anforderungsbereich I) bei Aufgaben zu IKB 1 kaum mdoglich
zu sein scheint, sondern dass die diesen inhaltsbezogenen Kompetenzen zugeordneten Aufgaben
eher Fahigkeiten wie beispielsweise logisches Denken und raumliches Vorstellungsvermdgen
erfordern. Wohingegen allerdings in keinem der zehn Schulblicher eine Aufgabe zu diesem
inhaltsbezogenen Kompetenzbereich gefunden wurde, die Anforderungsbereich | zugeordnet
werden konnte, stellten die Lehrkrafte in ihrem Geometrieunterricht zu 20% solche geometrischen
Aufgaben. Damit kann die Feststellung, dass sich die Lehrkrafte nicht allzu stark an den Schulbiichern
zu orientieren scheinen, erneut bestatigt werden.

Innerhalb des IKB 2 (geometrische Figuren) ging es bei 79% aller in diesem inhaltsbezogenen
Kompetenzbereich gestellten Aufgaben im vierten Schuljahr um reproduzierende Tatigkeiten
(Anforderungsbereich 1), was ebenfalls den im Rahmen der Analyse der Schulbuchaufgaben
gewonnenen Erkenntnissen entspricht. Diese Auffalligkeit geht mit dem hohen Beitrag dieser Zelle
zum Chi-Quadrat einher. Auch die Zelle zu Anforderungsbereich Il trug deutlich zum Chi-Quadrat bei,
was darauf hinweisen kénnte, dass ein prozentualer Anteil von mehr als 20% erwartet wurde.
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Beim Vergleich der in den geometrischen Aufgaben enthaltenen kognitiven Anforderungen der
Schulbicher und des Unterrichts ist auffallig, dass die Lehrkrafte die zu einem geringen Anteil in den
analysierten Schulblichern enthaltenen Aufgaben mit der Anforderung des Verallgemeinerns und
Reflektierens (12%) tendenziell zu einem noch geringeren Anteil (4%) auswdahlten. Umgekehrt
verhielt es sich bei der Betrachtung der prozentualen Anteile geometrischer Aufgaben zu
Anforderungsbereich |. Die Lehrkrafte der vorliegenden Stichprobe wahlten in groRerer Zahl
geometrische Aufgaben aus, die Anforderungsbereich | zugeordnet wurden und sich also auf
reproduzierende Tatigkeiten beziehen (54%) als durchschnittlich durch die Schulbicher fir die vierte
Jahrgangsstufe angeboten wurden (25%). Aus dem im Rahmen der Schulbuchanalyse festgestellten
kleineren Chi-Quadrat geht hervor, dass sich die Schulbuchaufgaben nédher an einer Gleichverteilung
befanden und somit ausgewogener verteilt waren als die geometrischen Aufgaben aus den
Unterrichtsprotokollen. Abbildung 78 veranschaulicht diese Erkenntnisse.

Schulbuchaufgaben - Protokollaufgaben -
Verteilung auf AB I-111 [%] Verteilung auf AB I-11l [%]

4%

m Anforderungsbereich | ® Anforderungsbereich |

m Anforderungsbereich Il  Anforderungshereich 11

Anforderungsbereich 1l Anforderungsbereich 11

Abbildung 78: Schulbuch- und Protokollaufgaben - Verteilung AB I-1ll im Vergleich [%].

4. Inwiefern kénnen die Anforderungsbereiche zur Bestimmung der Aufgabenschwierigkeit
herangezogen werden?

Um die Eignung des Konzepts der Anforderungsbereiche fiir die Beschreibung der
Aufgabenschwierigkeit zu Uberpriifen, bearbeiteten 270 rheinland-pfilzische Schilerinnen und
Schiller die geometrischen Aufgaben der Teilstudie Ill, woraus die empirischen Schwierigkeiten
ermittelt wurden. Dabei war die durchschnittliche Losungshaufigkeit der Aufgaben zu
Anforderungsbereich | (54%) &hnlich der zu Anforderungsbereich Il (51%). Die Aufgaben des
Anforderungsbereichs Ill wurden im Vergleich zu den beiden anderen Anforderungsbereichen
tendenziell seltener gelost (25%).

Bezliglich des anhand der Standardabweichung festgelegten Kriteriums waren die drei Aufgaben, die
von weniger als 15,86% der Schiilerinnen und Schiiler gelést und somit als ,Aufgaben mit hohem
empirischen Schwierigkeitsgrad" festgelegt wurden, ausschlieflich in Anforderungsbereich Il zu
finden. Bei der Analyse dieser Aufgaben zeigte sich, dass sie eine hohe Komplexitat aufwiesen. Dies
geht mit dem Zusammenhang zwischen den hohen kognitiven Anforderungen des
Anforderungsbereichs Ill und der Komplexitdt einer Aufgabe als schwierigkeitsbestimmender Faktor
einher.

Im Hinblick auf die Interpretation der Losungshaufigkeiten mittels der errechneten
durchschnittlichen Losungshaufigkeit von 43% konnte diese Feststellung insofern bestatigt werden,
dass fiinf der zu Anforderungsbereich | zugeordneten und vier der zu Anforderungsbereich II
zugeordneten Aufgaben hohere Losungshaufigkeiten aufwiesen und somit leichter waren. Bei den
Aufgaben zu Anforderungsbereich Ill ware es hingegen lediglich eine Aufgabe (AB3a-4), deren
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Losungshaufigkeit sich unter Berlcksichtigung der Schwierigkeitsindizes (Zufalls- und
Inangriffnahmekorrektur) zudem so verringern wiirde, dass sie unter der durchschnittlichen
Losungshaufigkeit liegen wirde. Des Weiteren kann aufgrund der genaueren Betrachtung der drei
Aufgaben zu Anforderungsbereich I, die von weniger als 43% der Schiilerinnen und Schiiler gel6st
wurden, vermutet werden, dass die geringe LOsungshaufigkeit einer Aufgabe (AB1b-1) durch
Faktoren wie mangelhafte Qualitdt der Aufgabenprasentation, hoher Textanteil oder fehlendem
Umweltbezug bedingt wurde. Bei einer weiteren Aufgabe des Anforderungsbereichs | (ABla-2)
erhohte sich die Losungshaufigkeit durch das Zerlegen der Aufgabe. Demzufolge waren sieben der
acht geometrischen Aufgaben zu Anforderungsbereich | am Kriterium der durchschnittlichen
Losungshaufigkeit gemessen leichter und keine der Aufgaben zu Anforderungsbereich lIl.

Es scheint also einen Zusammenhang zwischen dem Konzept der Anforderungsbereiche und der
empirischen Aufgabenschwierigkeit zu geben, der sich allerdings lediglich in geringeren
durchschnittlichen Losungshaufigkeiten bei Aufgaben zu Anforderungsbereich Il manifestiert.
Aufgaben zu Anforderungsbereich | wiesen im Vergleich zu Anforderungsbereich Il zugeordneten
Aufgaben dhnliche durchschnittliche Losungshaufigkeiten auf.

Bei der Betrachtung der einzelnen Aufgaben innerhalb eines Anforderungsbereichs zeigten sich
grofde Unterschiede hinsichtlich der ermittelten empirischen Losungshaufigkeiten. Demnach kann
festgehalten werden, dass die im Rahmen der vorliegenden Erhebung gestellten geometrischen
Aufgaben auch innerhalb eines Anforderungsbereichs unterschiedlich schwer zu sein scheinen.
Aufgaben, die dem Anforderungsbereich | (Reproduzieren) zugeordnet wurden, waren demzufolge
nicht automatisch Aufgaben mit einem geringen empirischen Schwierigkeitsgrad. Dies wiederum
flhrt zu der Schlussfolgerung, dass der ermittelte Zusammenhang nicht deterministisch ist und die
Anforderungsbereiche keine verlassliche Hilfe bei der Bestimmung der empirischen
Aufgabenschwierigkeit zu bieten scheinen. Die Hypothese (4), dass Aufgaben des
Anforderungsbereichs Il tendenziell geringere Losungshaufigkeiten aufweisen als Aufgaben der
Anforderungsbereiche | und Il, kann dennoch bestatigt werden. Somit konnte sowohl Blums Aussage
(Blum 2006, S. 14f) als auch der Hinweis auf der Homepage des nordrhein-westfilischen
Landesinstituts flir Schule beziiglich der Lésungshaufigkeiten (vgl. Kap. 4.3) im Rahmen der
vorliegenden Untersuchung empirisch untermauert werden.

Das Erstellen von Itemkurven/IC-Funktionen zu den erhobenen Daten im Sinne der Iltem-Response-
Theorie war aufgrund der zu geringen Schiilerzahl der vorliegenden Untersuchung (N = 270) nicht
moglich (Eid & Schmidt, 2014, S. 213f), ware aber sicherlich in diesem Zusammenhang interessant,
um den Items Uber die empirisch gewonnenen Losungshaufigkeiten Schwierigkeitsparameter
zuzuweisen. Die Erhebung misste dazu mit einer groReren Anzahl an Aufgaben und
Aufgabenbearbeitern repliziert werden.

Daruber hinaus lag der vorliegenden Erhebung das Konzept der empirischen Schwierigkeit zugrunde.
Eine Untersuchung im Zusammenhang mit den zahlreichen weiteren schwierigkeitsbestimmenden
Aufgabenmerkmalen (vgl. Kap. 3.4) wére als Ergdnzung denkbar.

5. Inwiefern bewdiltigen Schiilerinnen und Schiiler, in Abhdngigkeit von Leistungsféhigkeit und
Geschlecht, die geometrischen Aufgaben aus den drei verschiedenen Anforderungsbereichen?

Um der 5. Fragestellung nachzugehen, wurden die 270 Schilerinnen und Schiiler auf der Grundlage
der durch den DEMAT 4 ermittelten Testwerte im Subtest Geometrie an der Normstichprobe des
DEMAT orientiert in drei Leistungsgruppen (LG 1-3) eingeteilt. Zudem wurden die
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Losungshaufigkeiten beim Bearbeiten der geometrischen Aufgaben hinsichtlich der verschiedenen
kognitiven Anforderungen einer Varianzanalyse unterzogen. In Kapitel 5.5 wurde die Hypothese
aufgestellt, dass die leistungsstarkeren Schilerinnen und Schiiler der Stichprobe die geometrischen
Aufgaben aller Anforderungsbereiche mit einer groReren Haufigkeit 16sen als leistungsschwachere
Schiilerinnen und Schiler (Hypothese 5). Beziglich geschlechtsspezifischer Unterschiede bei den
Losungshaufigkeiten blieb die Frage offen.

Sowohl insgesamt als auch beziiglich der einzelnen Aufgaben kamen die leistungsstarkeren
Schilerinnen und Schiler (LG 3) der Stichprobe prozentual betrachtet Uber alle drei
Anforderungsbereiche hinweg haufiger zur Lésung als die leistungsschwacheren Schiilerinnen und
Schiler (LG 1). Signifikant unterschieden sich bei der gesamten Betrachtung lediglich LG 1 und LG 3
hinsichtlich der Aufgabenstellungen zu Anforderungsbereich Il (Zusammenhénge herstellen). Bei der
Analyse der einzelnen Aufgaben lber die drei Anforderungsbereiche hinweg ergaben sich zwischen
LG 1 und LG 3 bei 14 der 24 Aufgaben signifikante Unterschiede. Die Losungshaufigkeiten zwischen
LG 1 und LG 2 unterschieden sich viermal signifikant und fiinfmal zwischen LG 2 und LG 3 lber alle
drei Anforderungsbereiche hinweg. Somit waren die Unterschiede zwischen LG 1 und LG 3 deutlich
haufiger signifikant. Allerdings ist zu bedenken, dass den Leistungsgruppen 1 und 3 die 26% der
Schiilerinnen und Schiiler zugeordnet wurden, die sich bezlglich der T-Werte im Subtest Geometrie
des DEMAT am starksten unterschieden. Daraus kann nun gefolgert werden, dass entweder der
Subtest Geometrie nur bedingt geeignet ist zur Einschdtzung der Leistungsfahigkeit im
geometrischen Bereich oder dass die Varianz zwischen den Leistungsgruppen relativ gering war. Eine
weitere Erklarungsmoglichkeit liegt in der Sonderrolle des Kompetenzbereichs Raum und Form.
Neben der geschilderten Problematik bei der Einordnung geometrischer Items in die
Kompetenzmodelle (vgl. Kap. 2.3.3) wurde bei der Betrachtung der Kompetenzmittelwerte der
einzelnen inhaltlichen Bereiche im Zuge des Landervergleichs 2011 (vgl. Kap. 2.1.2) festgestellt, dass
insgesamt die Ergebnisse fiir den Kompetenzbereich Raum und Form am starksten von denen fir die
Globalskala abwichen. Ungeachtet dessen muss fiir die vorliegende Untersuchung festgehalten
werden, dass die in Kapitel 5.5 formulierte Hypothese nicht zufriedenstellend bestétigt werden kann,
obgleich alle Unterschiede zwischen den drei Leistungsgruppen dahingehend signifikant waren, dass
die leistungsstarkeren Schilerinnen und Schiiler die geometrischen Aufgaben haufiger 16sten als die
leistungsschwacheren Schiilerinnen und Schiiler.

Dass im Rahmen der Analyse der einzelnen Aufgaben bei den Anforderungsbereichen | und I
haufiger signifikante Unterschiede zwischen LG 1 und LG 3 festgestellt werden konnten als bei
Anforderungsbereich Il wirft Fragen auf. Manifestieren sich die Unterschiede zwischen
unterschiedlich leistungsfahigen Schiilerinnen und Schiilern vor allem im Bereich des Reproduzierens
und des Herstellens von Zusammenhdngen? Sollten sich leistungsstarkere und -schwachere
Schilerinnen und Schiler nicht gerade beim Bearbeiten von Aufgaben mit hoheren kognitiven
Anforderungen unterscheiden? Hinsichtlich der Feststellung muss jedoch unbedingt der
vergleichsweise geringere prozentuale Anteil an richtig gelosten Aufgaben im Anforderungsbereich Il
bericksichtigt werden, denn die hheren Lésungshaufigkeiten zu den Anforderungsbereichen | und I
machen signifikante Unterschiede wahrscheinlicher. Es stellt sich weiterhin die Frage, ob sowohl die
geringen Losungshaufigkeiten zu den Aufgaben der Anforderungsbereichs Il als auch die selteneren
signifikanten Unterschiede aus der unbefriedigenden Bericksichtigung von Aufgaben mit hoheren
kognitiven Anforderungen resultieren konnten, die fiir die Stichprobe insgesamt festgestellt wurde
(Fragestellung 3). Generell ist unklar, welchen Einfluss die Fokussierung der vorliegenden
Untersuchung auf paper-pencil-Aufgaben ausubt.
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Den bisherigen Erkenntnissen aus Schulleistungsstudien zufolge erzielten die Jungen im
mathematisch-naturwissenschaftlichen Bereich signifikant bessere Leistungen als die Madchen. Da
diesbezliglich innerhalb des Landervergleichs zum Bereich Raum und Form jedoch der geringste
Effekt gefunden wurde (vgl. Kap. 2.1.3), wurde fiir die vorliegende Untersuchung keine Hypothese
formuliert. Bezlglich der Losungshaufigkeiten zu Teilstudie Il waren die festgestellten
geschlechtsspezifischen Unterschiede zum grofSten Teil nicht signifikant beziehungsweise wiesen
nach Cohen schwache Effekte zugunsten der Madchen auf. Lediglich bei einer Aufgabe (ABla-2)
konnte nach Cohen ein mittlerer bis starker Effekt von d = 0.62 festgestellt werden. Die Schiilerinnen
und Schiiler mussten die Anzahl der Flachen, Ecken und Kanten zu drei genannten Kérpern in eine
Tabelle eintragen, was den Madchen zu 60% und den Jungen zu 29% gelang. Dies konnte mit den in
Kapitel 2.1.3 beschriebenen Erkenntnissen zu den Verhaltensweisen der Madchen, die als
angemessen und besser angepasst wahrgenommen werden, erklart werden: Nahmen die Madchen
die Aufgabenstellung ernster und arbeiteten sorgfaltiger und genauer? Besitzen die Madchen ein
besseres Begriffswissen und Sprachverstdandnis, weshalb sie die Anzahlen zu den geometrischen
Begriffen leichter eintragen konnten? Dies wiirde mit den festgestellten Leistungsunterschieden im
Fach Deutsch einhergehen.

6. Gibt es einen Zusammenhang zwischen den Geometrieleistungen und den Anforderungen in den
Aufgaben im Geometrieunterricht?

Es wurde vermutet, dass Klassen, in denen haufiger Aufgaben mit Anforderungsbereich Il gestellt
wurden, hohere Losungshaufigkeiten beim Bearbeiten von Aufgaben mit der Anforderung des
Verallgemeinerns und Reflektierens aufweisen. Des Weiteren wurde Uberprift, inwiefern sich
klassenspezifische Schwerpunktsetzungen im Losungsverhalten widerspiegeln beziehungsweise
inwiefern Zusammenhidnge zwischen den im Unterricht gestellten Aufgaben und der
Leistungsentwicklung der Schiilerinnen und Schiiler bestehen.

Um die Geometrieleistungen mit den Anforderungen der im Unterricht eingesetzten Aufgaben in
Zusammenhang zu bringen, erfolgte zunachst die Datenbeschreibung fiir die Stichprobe insgesamt.
Dabei fielen bei IKB 1, 2 und 3 die Losungshaufigkeiten zu den geometrischen Aufgaben des
Anforderungsbereichs Il deutlich geringer aus als die zu den Anforderungsbereichen | und Il. Bei IKB
4 (Flachen- und Rauminhalte), dem knapp 12% aller den Protokollen entnommenen Aufgaben
zugeordnet wurden, zeigte sich eine naherungsweise gleich hohe Lésungshaufigkeit Gber alle drei
Anforderungsbereiche hinweg. Generell entsprachen die Losungshaufigkeiten kaum den
prozentualen Anteilen der den Protokollen enthommenen geometrischen Aufgaben zu den drei
Anforderungsbereichen. Die Schiilerinnen und Schiiler zeigten bei Aufgaben zu Bereichen, zu denen
viele Aufgaben gestellt wurden, nicht automatisch hohere Losungshaufigkeiten. Lediglich die zu IKB 1
(sich im Raum orientieren) geringe Losungshaufigkeit zu den Aufgaben des Anforderungsbereichs
ging mit dem prozentual kleinen Anteil an gestellten geometrischen Aufgaben im Unterricht einher.
Demnach scheint fiir die vorliegende Stichprobe insgesamt kein Zusammenhang zwischen den im
Unterricht eingesetzten geometrischen Aufgaben und dem Losungsverhalten der Schiilerinnen und
Schiiler gegeben zu sein.

Nach der Analyse fir die Stichprobe insgesamt wurden Unterschiede zwischen einzelnen Klassen
betrachtet. An dieser Stelle bietet es sich an, vorab knapp die Erkenntnisse hinsichtlich des
Zusammenhangs der durch die Subtests erfassten mathematischen Teilbereiche Arithmetik,
Sachrechnen und Geometrie zu resimieren und die wichtigsten Erkenntnisse zu den
Geometrieleistungen zu schildern (vgl. Kap. 7.3).
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Bei der Betrachtung der im DEMAT 3+ und im DEMAT 4 erzielten Schiilerleistungen der gesamten
Stichprobe konnte keine signifikante Leistungsentwicklung innerhalb des Schuljahres, weder fir die
Subtests noch fiir den Testgesamtwert, festgestellt werden. Anhand der ermittelten Korrelationen
konnten geringe beziehungsweise mittlere Zusammenhange zwischen der Leistungsfahigkeit der
Schiiler im geometrischen Bereich und in den Bereichen der Arithmetik (r = .23 beziehungsweise .30)
beziehungsweise des Sachrechnens (r = .19 beziehungsweise .20) aufgedeckt werden. Ein mittlerer
Zusammenhang von .40 bestand auch zwischen den Leistungen in den Subtests zur Geometrie am
Anfang und am Ende des vierten Schuljahres. Der Testgesamtwert korrelierte hoch mit allen drei
Bereichen, tendenziell scheint das Gesamttestergebnis allerdings weniger stark mit der
Geometrieleistung zusammenzuhangen im Vergleich zu den Leistungen in der Arithmetik und beim
Sachrechnen.

Im Rahmen der klassenweisen Analyse wurde flir den geometrischen Bereich bei Klasse 12 eine
signifikante Verbesserung der Leistungen und bei Klasse 15 ein deutlicher Abfall der Leistungen
ermittelt. Fir alle anderen Klassen wurde keine signifikante Leistungsveranderung festgestellt. Klasse
12 erzielte fir den Subtest Geometrie am Ende des vierten Schuljahres den hoéchsten
durchschnittlichen T-Wert, Klasse 15 den niedrigsten. Lehrkraft 12 protokollierte 1720 Minuten
Geometrieunterricht und 232 geometrische Aufgaben, Lehrkraft 15 protokollierte 350 Minuten
Geometrieunterricht und 15 Aufgaben. Obgleich sich eine Tendenz andeutet, kann auf der Basis des
vorliegenden Untersuchungsdesigns keine Aussage dazu getroffen werden, in welchem AusmalR die
guantitativen Unterrichtsaspekte die Geometrieleistungen der Schilerinnen und Schiler
beeinflussten.

Bezieht man in die Betrachtungen zusatzlich die Anforderungen der im Schuljahr bearbeiteten
Aufgaben und die Losungshaufigkeiten beim Bearbeiten der Aufgaben in Teilstudie Il mit ein, so gab
es einige Klassen, die hohe Losungshaufigkeiten bei Aufgaben mit hohen kognitiven Anforderungen
(AB 1ll) erbrachten, obwohl deren Lehrkrdfte ausschlieRlich auf das Reproduzieren bezogene
Aufgaben protokollierten. Von Klassen, in denen vielfaltige Aufgaben gestellt und die Quantitat
zufriedenstellend war, erbrachten einige unterdurchschnittliche Leistungen beim Bearbeiten der
Aufgaben mit verschiedenen Anforderungen, andere Uberdurchschnittliche. Erinnert sei an dieser
Stelle an die Klasse, in der Aufgaben zu Wiirfelbauten einen hohen Bekanntheitsgrad hatten haben
sollen, die Schilerinnen und Schiler im Vergleich zur Gesamtstichprobe jedoch keine hoheren
Losungshaufigkeiten erbrachten beziehungsweise gelibte Aufgabenformate nicht bewaltigen
konnten. Ebenso gab es Klassen mit hohen T-Werten im Subtest Geometrie am Ende der vierten
Klassenstufe, wobei einige Klassen beim Bearbeiten der Aufgaben in Teilstudie Il gute
durchschnittliche Losungshaufigkeiten erzielten und andere Klassen Leistungen erbrachten, die unter
dem Durchschnitt der gesamten Stichprobe lagen. Beim Vergleich der Klassen 12 und 15, deren
signifikante Leistungsentwicklung soeben gemeinsam mit den aus den Protokollen gewonnenen
Angaben zum Geometrieunterricht resiimiert wurde, zeigte sich, dass in Klasse 12 deutlich mehr
schriftlich fixierte Aufgaben zu den Anforderungsbereichen Il und Ill gestellt wurden als in Klasse 15.
Die Schilerinnen und Schiiler der Klasse 12 erbrachten hohere durchschnittliche Leistungen beim
Bearbeiten der Aufgaben aus Teilstudie IlIl. Die durchschnittlichen Losungshaufigkeiten beider
Klassen lagen jedoch iber dem Durchschnitt der Gesamtstichprobe.

Wie bereits fiir die Stichprobe insgesamt festgehalten wurde, scheint ein Zusammenhang zwischen
den im Geometrieunterricht eingesetzten Aufgaben und den Leistungen im geometrischen Bereich,
die mittels des Subtests zur Geometrie des DEMAT und der Losungshaufigkeiten bei der Bearbeitung
der Aufgaben aus Teilstudie Ill erfasst wurden, nicht gegeben zu sein. Dies resultiert unter anderem
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aus dem vorliegenden Untersuchungsdesign und den damit einhergehenden unkontrollierbaren
Faktoren, die die Art und Weise der Bewaltigung verschiedener kognitiver Anforderungen durch die
Schillerinnen und Schiiler beeinflussen. Die Hypothese, dass Klassen, in denen im
Geometrieunterricht haufiger Aufgaben mit Anforderungsbereich Il gestellt wurden, hdhere
Losungsraten beim Bearbeiten von Aufgaben mit der Anforderung des Verallgemeinerns und
Reflektierens aufweisen (Hypothese 6), kann auf der Grundlage der gewonnenen Daten nicht
bestatigt werden. Es ist davon auszugehen, dass unter anderem der jeweilige Einsatz von Aufgaben
mit den verschiedenen Anforderungen in anderen Fachern das Losungsverhalten der Schiilerinnen
und Schiiler beim Bearbeiten geometrischer Aufgaben beeinflusst, sodass zur Uberpriifung ein
experimentelles Design notwendig wéare. Zu betonen ist an dieser Stelle abschlieBend die
Besonderheit geometrischer Inhalte, die darin besteht, dass diese in zahlreichen anderen Fachern zu
finden sind (vgl. Kap. 1).

10.2 Praktische Implikationen und Ausblick

Aus der doppelten Schwerpunktsetzung der vorliegenden Erhebung heraus wurden zunachst
theoretische Grundlagen zum Geometrielernen geschaffen, wobei vor allem die Bedeutsamkeit des
geometrischen Lernens aufgezeigt wurde. Obgleich es nur wenige Untersuchungen zur Realisierung
geometrischer Inhalte im Rahmen des Mathematikunterrichts gibt, sind die Hinweise auf deren
Randdasein zahlreich in der Literatur zu finden. Durch das Zusammentragen der geometrischen
Aufgaben aus Schulbiichern und Protokollen zum Geometrieunterricht des vierten Schuljahres wurde
festgestellt, dass innerhalb der vorliegenden Stichprobe der Anteil geometrischer Inhalte sowohl in
den Schulblichern (15%) als auch im Mathematikunterricht (8%) quantitativ betrachtet gering war.
Eine weitere Erkenntnis war die Dominanz an Aufgaben zu geometrischen Figuren mit einem
prozentualen Anteil von mehr als 40%. Aufgrund der Feststellung, dass bei keiner der 16 Lehrkraften
eine starke Orientierung am Schulbuch zu erkennen war, scheint es fraglich, ob mit der Erhéhung der
geometrischen Inhalte in den Schulbichern die Erhéhung des Geometrieanteils am
Mathematikunterricht einhergehen kann beziehungsweise soll. Eine Erhebung zum Einfluss des
Schulbuchs auf den Mathematik- und Geometrieunterricht kdnnte erste Erkenntnisse liefern.
Generell bleibt die Frage offen, wie die Erhhung des quantitativen Geometrieanteils und somit die
regelmaRige Integration geometrischer Inhalte in den Mathematikunterricht besser gelingen kénnte.

Der zweite Schwerpunkt der vorliegenden Erhebung lag auf den in den Bildungsstandards
formulierten Anforderungsbereichen, die die kognitiven Anforderungen an Schiilerinnen und Schiiler
bei der Bearbeitung von Aufgaben beschreiben und nach der moglichen kognitiven Komplexitat von
Aufgaben strukturiert sind. Da sie bislang empirisch nicht validiert sind und in den
Veroffentlichungen der Bildungsstandards nicht klar zur Schwierigkeit von Aufgaben abgegrenzt
werden, wurden sie zum Gegenstand der vorliegenden Untersuchung. Durch die hohe
Beurteilertibereinstimmung bei der Zuordnung der geometrischen Aufgaben aus den Schulblichern
und Protokollbégen konnten erste Hinweise dafiir geliefert werden, dass die Einteilung in drei
Anforderungsbereiche flir Lehrkrdfte nitzlich, anwendbar und transparent zu sein scheint.
Weiterfiihrend konnte die Moglichkeit der Ubereinstimmenden Zuordnung von Aufgaben der
anderen mathematischen Leitideen, beispielsweise arithmetische Aufgabenstellungen, Gberprift
werden.

Auf diesen Daten basierend wurden die kognitiven Anforderungen in den geometrischen Aufgaben
der vorliegenden Stichprobe ermittelt, wobei durch die Schulbiicher der Fokus auf Aufgaben mit
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Anforderungsbereich Il gelegt wurde und die Lehrkrafte im Geometrieunterricht verstarkt Aufgaben
einsetzten, die reproduzierende Tatigkeiten von den Schilerinnen und Schilern verlangten
(Anforderungsbereich 1). Darliber hinaus wurde festgestellt, dass die Lehrkrifte die zu einem
geringen Anteil in den analysierten Schulbilichern enthaltenen Aufgaben mit der Anforderung des
Verallgemeinerns und Reflektierens (12%) tendenziell zu einem noch geringeren Anteil (4%)
auswahlten. Diese Erkenntnisse gehen nicht mit dem im Zuge der internationalen
Schulleistungsstudien fiir die deutschen Schilerinnen und Schiiler formulierten Ziel einher, das in der
Verbesserung der Leistungen beim Bearbeiten kognitiv anspruchsvoller Aufgaben besteht. Hinzu
kommt die Verortung der Untersuchung im vierten Schuljahr, das sich innerhalb der Grundschulzeit
vor allem fir die Integration von Aufgaben mit kognitiv hoheren Anforderungen (AB Ill) eignen
wirde. Da die im Rahmen der vorliegenden Untersuchung gewonnenen Erkenntnisse lediglich die
schriftlich fixierten Aufgaben betreffen, stellt sich die Frage, welche Anforderungen die miindlich
gestellten geometrischen Aufgaben beinhalteten beziehungsweise ob diese gegebenenfalls héhere
Anforderungen enthielten. Aufschlussreich ware zudem eine Untersuchung zu den kognitiven
Anforderungen in den Aufgaben der weiteren mathematischen Leitideen, in anderen Fachern und in
anderen Schulstufen. Darliber hinaus kdnnte eine Folgeuntersuchung, in der die eingesetzten und
den drei Anforderungsbereichen zugeordneten geometrischen Aufgaben dem Modell nach Maier
zugewiesen werden, genauere Hinweise dazu liefern, welche Faktoren des raumlichen
Vorstellungsvermoégens den verschiedenen kognitiven Anforderungen entsprechen, um so einen
gezielteren Einsatz von geometrischen Aufgaben des Anforderungsbereichs Ill zu erméglichen.

Die vorliegende Erhebung versuchte des Weiteren zu klaren, ob ein Zusammenhang zwischen den
Anforderungsbereichen und der empirischen Schwierigkeit von Aufgaben besteht (Hinweise zu
moglichen Erweiterungen der Untersuchung erfolgten bereits in Kap. 10.1). Dabei wurde deutlich,
dass Aufgaben des Anforderungsbereichs Il zwar tendenziell empirisch schwieriger zu sein scheinen
als Aufgaben der Anforderungsbereiche | und 1l, dass der Zusammenhang zwischen
Anforderungsbereichen und empirischer Aufgabenschwierigkeit jedoch nicht linear zu sein scheint.
Aufgrund dieser Hinweise sollten die beiden Begriffe zugunsten der Transparenz fir die Lehrkrafte
nicht gemeinsam verwendet werden. Der Nutzen der Anforderungsbereiche sollte deutlicher
formuliert werden, vor allem da eine eindeutige Zuordnung von Aufgaben und somit die Entwicklung
einer anforderungsbezogenen Aufgabenkultur moglich zu sein scheint und die Madglichkeit der
Einflussnahme auf die Beachtung aller Anforderungsbereiche durch die Gestaltung der Schulbiicher,
vor allem fiir den Geometrieunterricht, in Frage zu stellen ist.

Bezliglich der Bearbeitung der geometrischen Aufgaben mit unterschiedlichen Anforderungen durch
unterschiedlich leistungsfahige Schilerinnen und Schiler wurden keine zufriedenstellenden
Ergebnisse gewonnen. Dennoch war die Tendenz zu erkennen, dass die als leistungsstarker
eingestuften Schilerinnen und Schiiler der vorliegenden Stichprobe die geometrischen Aufgaben
Uber alle drei Anforderungsbereiche hinweg haufiger l6sten als die leistungsschwacheren
Schiillerinnen und Schiiler. Eventuell kann durch die transparentere Darstellung des Nutzens der
Anforderungsbereiche zukiinftig allen Schilerinnen und Schilern, auch den leistungsstarkeren,
besser Rechnung getragen und den aus Schulleistungsstudien gewonnenen Erkenntnissen
zielfUhrender begegnet werden. Durch eine starkere beziehungsweise ausgewogenere
Bericksichtigung der drei Anforderungsbereiche kénnte somit tatsachlich einem vorwiegend auf
Routinen und Verfahren und somit auf Reproduktion ausgerichteten Unterricht vorgebeugt werden
mit dem Ziel, allen Schilerinnen und Schiilern durch die Variation der Anforderungen gerecht zu
werden und deren Potenzial auszuschopfen.
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Fiir die im Geometrieunterricht eingesetzten Aufgaben und die Leistungen im geometrischen Bereich
konnte kein Zusammenhang aufgedeckt werden. Da davon auszugehen ist, dass der jeweilige Einsatz
von Aufgaben mit den verschiedenen Anforderungen in anderen Fachern das Losungsverhalten der
Schiilerinnen und Schiiler beim Bearbeiten geometrischer Aufgaben beeinflusst und geometrische
Inhalte in zahlreichen anderen Fachern zu finden sind, mussten die schriftlich fixierten Aufgaben in
allen Fachern einer Jahrgangsstufe analysiert werden, um Aussagen gewinnen zu kénnen.

Vor dem Hintergrund der Erkenntnisse aus Schulleistungsstudien und der Vorgaben in den national
verbindlichen Bildungsstandards bleibt zu hoffen, dass die vorliegende Arbeit hinsichtlich der
Akzeptanz der sich als nitzlich, anwendbar und transparent erwiesenen Einteilung in drei
Anforderungsbereiche und der darauf basierenden Moglichkeit einer starkeren Bericksichtigung
kognitiv anspruchsvoller Aufgaben im Geometrieunterricht im vierten Schuljahr der Grundschule
einen Beitrag leisten konnte. Des Weiteren wadre es wiinschenswert, dass der Begriff der
Aufgabenschwierigkeit im Zusammenhang mit den Anforderungsbereichen vorsichtiger
beziehungsweise konkreter verwendet und der Anteil geometrischer Inhalte in Schulblichern und im
Unterricht gesteigert wird.
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Abkiirzungsverzeichnis

AB Anforderungsbereiche

AB | Anforderungsbereich I: Reproduzieren

AB I Anforderungsbereich Il: Zusammenhange herstellen

AB Il Anforderungsbereich Ill: Verallgemeinern und Reflektieren

DEMAT Deutscher Mathematiktest

IEA Association for the Evaluation of Educational Achievement

IGLU Internationale Grundschul-Lese-Untersuchung (= PIRLS)

IKB Inhaltsbezogene Kompetenzbereiche

IKB 1 ,sich im Raum orientieren"

IKB 2 ,geometrische Figuren erkennen, benennen und darstellen"

IKB 3 »einfache geometrische Abbildungen erkennen, benennen und darstellen"
IKB 4 ,Flachen- und Rauminhalte vergleichen und messen"

IPN Leibniz-Institut fur die Padagogik der Naturwissenschaften und Mathematik (IPN)
QB Institut flr Qualitatsentwicklung im Bildungswesen

KMK Kultusministerkonferenz

LOGIK Longitudinale Genese individueller Kompetenzen

NCTM National Council of Teachers of Mathematics

OECD Organisation for Economic Co-operation and Development

Organisation fur wirtschaftliche Zusammenarbeit und Entwicklung

PIK AS Prozessbezogene und Inhaltsbezogene Kompetenzen und Anregung von
fachbezogener Schulentwicklung

PIRLS Progress in International Reading Literacy Study (= IGLU)
PISA Programme for International Student Assessment

SCHOLASTIK  Schulorganisierte Lernangebote und Sozialisation von Talenten, Interessen und
Kompetenzen

SINUS Projekt zur Steigerung der Effizienz des mathematisch-naturwissenschaftlichen
Unterrichts

TIMSS Trends in International Mathematics and Science Study
VERA Vergleichsarbeiten
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Anhang A: Genehmigung ADD

RheinlandDfalz

plsier AUFSICHTS- UND
DIENSTLEISTUNGSDIREKTION

Aufsichts- und Dienstleistungsdirektion | Postfach 13 20 | 54203 Trier Kurflrstliches Palais

' Willy-Brandt-Platz 3

54290 Trier

Frau Telefon 0651 9494-0
Ines Maurer Telefax 0651 9494-170
Westring 33 poststelle@add.rlp.de

www.add.rlp.de

67269 Grinstadt
12.05.2011

Mein Aktenzeichen lhr Schreiben vom Ansprechpartner/-in / E-Mail Telefon / Fax
51 111-32/41-11 14.03.2011 Stefanie HelR 0651/9494-949
Bitte immer angeben! stefanie.hess@add.rip.de 0651/9494-77949

Sprechzeit Di. — Fr., 09:00 — 13:00

Durchflihrung des Schulgesetzes

Antrag auf Genehmigung einer wissenschaftlichen Untersuchung im Rahmen
lhrer Dissertation mit dem Thema ,,Geometrisches Wissen von Grundschiilern
in Abhéngigkeit von den im Unterricht genutzten Methoden*

lhr Antrag vom 14.03.2011

Sehr geehrte Frau Maurer,

mit Ihrem Schreiben vom 14.03.2011 bitten Sie um die Genehmigung der

Durchfiihrung einer wissenschaftlichen Untersuchung mit dem o.a. Thema.

Nach § 67 Abs. 6 des Schulgesetzes Rheinland-Pfalz in der z. Z. giiltigen Fassung
genehmige ich die von Ihnen beabsichtigte Durchfiihrung der Untersuchung in dem
von Ihnen dargelegten Rahmen. Ein erhebliches padagogisch-wissenschaftliches oder

gleichwertiges Interesse wird anerkannt.

n

Konto: Besuchszeiten / telefonische Erreichbarkeit: A D D ‘3
Bundesbank Koblenz 570 015 13 (BLZ 570 000 00) Mo-Do  9.00-12.30 Uhr und 14.30-15.30 Uhr u
Postbank Kéin 343 65-501 (BLZ 370 100 50) Fr 9.00-13.00 Uhr

Sparkasse Trier 251 63 (BLZ 585 501 30)
i Vorlage Genehmigung.doc
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Anhang B: Genehmigung Landesdatenschutzbeauftragter

Der Landesbeaufiragte fiir den Datenschutz Rheinland-Pfalz

Internet: www.datenschutz.rlp.de
E-Mail: poststelle@datenschutz.rlp.de
Telefon: (06131) 208 2431

Telefax: (06131) 208 2497

Datum: 08.08.2011
Gesch.Z.: 6.08.22.001:0255

Frau
Ines Maurer
maurer-inesi@web.de

Nachrichtlich.
Stefanie. Hess@add.rlp.de

Wissenschafiliche Untersuchung im Rahmen einer Dissertation mit dem Thema "Geometrisches
Wissen von Grundschillern in Abhangigkeit von den im Unterricht eingesetzten Aufgaben"
Befragung von Lehrkriften und Testung von Schiller/Innen der 4. Klasse

Ihre E-Mail vom 07.07.2011

Sehr gechrte Frau Maurer,

fir die Ubersendung von Unterlagen zur datenschutzrechtlichen Beurteilung der von Ihnen
beabsichtigten Untersuchung bedanke ich mich. Die Auswertung der Tests und der von den
Lehrkrifien gefiihrten Unterrichtstagebiichern soll Auskunft dariiber geben, welche Aufgaben im
Geometrieunterricht gestellt werden und zu welchem Unterrichtserfolg dies fishrt.

Den Unterlagen ist zu entnehmen, dass eine Rickmeldung an die jeweiligen Klassenlehrer tiber die
Angabe des Schilfernamens auf dem Test erfolgen soll und die Testauswertung als Grundlage fiir die
Verbalbeurteilung des Mathematikunterrichts im Zeugnis genutzt werden kann. Somit werden
personenbeziehbare Daten erhoben. Auf der Grundlage einer wirksamen Einwilligung der Eltern
bestehen dagegen keine durchgreifenden datenschutz-rechtlichen Bedenken, sofern Sie die Eltern
mit dem Informationsschreiben noch auf Folgendes hinweisen:

* Die Einwilligung ist freiwillig und aus der Verweigerung der Einwilligung oder ihrem Widerruf
fur die Zukunft entstehen keine Nachteile.

* Weiterhin ist tiber die Art und Dauer der Speicherung sowie eine evtl. Veréffentlichung der Daten
und die damit verbundenen Risiken, den moglichen Empfingerkreis sowie die verantwortliche

Stelle aufzukldren.

* Insbesondere sind die Eltern darauf aufinerksam zu machen, dass die Testauswertung in die
Verbalbeurteilung des Mathematikunterrichts im Zeugnis einfliefen kann.

Ich gehe davon aus, dass Sie meinen datenschutzrechtlichen Hinweisen und Empfehlungen folgen
werden, und wiinsche Thnen unter diesen Voraussetzungen fiir die Durchfithrung Ihres
Forschungsvorhabens viel Erfolg.

Sollten noch Fragen offen geblieben sein, konnen Sie sich gerne unter der o.g. Telefonnummer an
mich wenden.

Mit freundlichen Griifien
Im Aufirag

gez.

Michael Smolle
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Anhang C: Informationen an die Teilnehmer der Untersuchung

Folgende Informationen wurden an die Teilnehmer der Untersuchung (Schulleitung, Lehrkrafte,
Schilerinnen und Schiiler mit dazugehdorigen Erziehungsberechtigten, Rater) versendet und kénnen
in den Unterlagen der Autorin eingesehen werden:

a) Anfrage Schulleitung (inkl. Angaben zur Untersuchung)

b) Informationsbrief zur Untersuchung fir die Lehrkrafte (inkl. Einverstandniserklarung)

c) Elterninformationsbriefe (Schreiben an die Erziehungsberechtigten inkl. Einverstandniserklarung)
d) Tagebuch-Protokolle fiir die Lehrkrafte (Protokollbogen inkl. Beispiel zur Orientierung)

e) Allgemeine Erlduterungen und Anleitung zur Durchfiihrung des DEMAT 3+/4 (inkl. Testbogen)

f) Auswertungsergebnisse zum DEMAT 3+/4 (Klassenbogen, Interpretationshinweise)

g) Fortlaufend aktuelle Informationen fir die Lehrkrafte und Kontaktpflege

h) Anfrage und Informationsschreiben fiir die Rater

Auszug zu: g) Fortlaufend aktuelle Informationen fiir die Lehrkrafte

Liebe Teilnehmer, 14.08.11
wie in meiner E-Mail vom 05.08. angekiindigt finden Sie im Folgenden noch einmal die n&chsten
Schritte im Uberblick:

Zeit Was ist zu tun? erledigt
1. Schulwoche Elterninformationsbriefe an die Schiler verteilen
2. Schulwoche Einverstandniserklarungen einsammeln und im beigelegten

frankierten Rickumschlag an mich versenden.

3.-6. Schulwoche | DEMAT 3+ durchfihren
(WICHTIG: Die Schiler schreiben diesen Test nur mit
Einverstdndnis der Eltern mit!)

POST Bitte senden Sie im Anschluss die Mathematiktests im beiliegenden
frankierten Rickumschlag ohne Auswertung an mich zurtck.

erste 8 Wochen Dokumentation des Geometrieunterrichts in Tagebuchform

POST Bitte senden Sie mir zu den Herbstferien die ausgefillten
Tagebuch-Blatter im frankierten Rickumschlag zu.

Mit diesem Schreiben erhalten Sie zunachst die Elterninformationsbriefe sowie die
Tagebuch-Protokolle (20 Exemplare mit Beispiel).
Die Testbdgen des DEMAT 3+ (mit Anweisungen) folgen in der nachsten Woche.

Bei Fragen oder Verbesserungsvorschlagen wenden Sie sich bitte an mich:
0176/20643998 oder maurer-ines@web.de .

Viele GriiBe
Ines Maurer
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Anhang D: Stichprobe

Tabelle: Ubersicht Stichprobe

Lehrkraft Schiilerzahl  Jungen Madchen

01 9 5 4
03 21 13 8
04 17 10 7
05 21 10 11
06 24 14 10
07 20 10 10
08 19 12 7
09 14 7 7
11 18 12 6
12 13 8 5
13 13 5 8
14 13 6 7
15 17 8 9
16 14 4 10
18 18 4 14
19 19 5 14

Summe 270 133 137
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Anhang E: Teilstudie I: Schulbiicher - Ubersicht

Tabelle: Ubersicht Schulbiicher

Schulbuch fiir den Seiten Seiten zur prozentual

Mathematikunterricht insgesamt Geometrie [%]
1 Denken und Rechnen 114 20 18
2 Duden 101 16 16
3 Zahlenzauber 119 16 13
4 Mathehaus 142 18 13
5 Mathematikus 91 15 17
6 Matheprofis 101 20 20
7 Nussknacker 108 10 9
8 Primo 115 14 12
9 Welt der Zahl 124 20 16
10 Zahlenbuch 121 21 17

Summe 1136 170 15

Anhang F: Teilstudie I: Schulbuchaufgaben - Rating

Alle 229 den Schulblichern entnommenen geometrischen Aufgaben wurden nach den
inhaltsbezogenen Kompetenzbereichen geordnet und anschliefend fiir das Rating tabellarisch
angeordnet. Anbei wird jeweils ein Ausschnitt aus den inhaltsbezogenen Kompetenzbereichen 1 bis 3
abgebildet. Der Ausschnitt zum inhaltsbezogenen Kompetenzbereich 4 ist in Kapitel 8.1.1 zu finden.
Die vollstandige geratete Aufgabensammlung kann in den Unterlagen der Autorin eingesehen
werden.



Anhang

Raum und Form: sich im Raum orientieren (IKB 1)

Aufgabenstellung Zuordnung zu
Anforderungsbereich

Paul ist mit
dem Bus um
die Kirche
herum ge-
fahren.

In welcher
Reihenfolge
und von wo
hat er etwa
fotografiert?

(Rinkens & Honisch 2004, S. 27)

Betrachte den Wiirfel und kennzeichne die Eckpunkte im Warfelnetz mit den
entsprechenden Farben.

(Miiller-Wolfangel, Schreiber & Heilig, 2007, S. 47)
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Raum und Form: geometrische Figuren erkennen, benennen und darstellen (IKB 2)

Aufgabenstellung

Zuordnung zu
Anforderungs-
bereich

[2e7)

Schreibe so:
Vierecke: g, b,
Parallelogramme:
Rechtecke:
Quadrate:

(Rinkens & Honisch 2004, S. 111)

~ Verbinde die Kérper mit ihren Steckbriefen.

6 Flachen,

8 Ecken,
12 Kanten. Kérper mit
3 Flachen,

0 Ecken,
2 Kanten.

Koérper mit
6 gleichen
quadratischen
Flachen,
8 Ecken,
12 Kanten.

o > Kérper mit
%@Ff;;h:n 5 Flache
- 5 Ecken,

0 Ecken,
0 Kanten. 8 Kanten.

(Mdller-Wolfangel, Schreiber & Heilig, 2007, S. 45)

a) Teile die Zeichenuhr in drei gleiche b) Verbinde

Abschnitte. 60 : 3 = die Punkte.

¢) Welche Form
erhéltst du?

(Wittmann & Miiller, 2009, S. 90)
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Raum und Form: einfache geometrische Abbildungen erkennen, benennen und darstellen
(IKB 3)

Aufgabenstellung Zuordnung zu

Anforderungsbereic
h

Zeichne. Setze die Muster fort.

IS T N O e Tt e e
i

| o et e e e

( Eidt et al., 2009, S. 82)

VergroBere. Zeichne im MaBstab 2:1.

( Grassmann et al., 2010, S. 109)

Im Bad werden neue Fliesen verlegt.
Der Fliesenleger hat zwei Sorten
Fliesen: Quadrate und gleichseiti-
ge Dreiecke. 3

Kdénnte der Fliesenleger auch mit

regelmdBigen Funfecken und

zusdtzlich noch einer anderen

Sorte Fliesen arbeiten? (Lorenz, 2005, S. 76)
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Anhang G: Teilstudie I: Schulbuchaufgaben - Ubereinstimmungsmatrizen fiir
die vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche

Tabelle: Ubereinstimmungsmatrix Schulbuchaufgaben - IKB 1

Rater 1
AB I ABII AB IlI
AB | 0 0 0
Rater 2 AB I 0 34 2
AB IlI 0 1 2

Number of observed agreements: 36 ( 92.31% of the observations)
Kappa=0.530

95% confidence interval: From 0.064 to 0.996

The strength of agreement is considered to be 'moderate’.

Tabelle: Ubereinstimmungsmatrix Schulbuchaufgaben - IKB 2

Rater 1
AB | AB I AB Il
AB | 30 9 0
Rater 2 AB I 3 54 0
AB Il 0 3 2

Number of observed agreements: 86 ( 85.15% of the observations)
Kappa=0.705

95% confidence interval: From 0.571 to 0.840

The strength of agreement is considered to be 'good".

Tabelle: Ubereinstimmungsmatrix Schulbuchaufgaben - IKB 3

Rater 1
AB | AB I AB Il
AB | 9 0 0
Rater 2 AB I 0 16 1
AB Il 0 0 5

Number of observed agreements: 30 ( 96.77% of the observations)Kappa= 0.946
95% confidence interval: From 0.843 to 1.000
The strength of agreement is considered to be 'very good'.

Tabelle: Ubereinstimmungsmatrix Schulbuchaufgaben - IKB 4

Rater 1
AB I ABII AB IlI
AB | 9 0 0
Rater 2 AB I 0 34 0
AB IlI 0 4 11

Number of observed agreements: 54 ( 93.10% of the observations)
Kappa=0.873

95% confidence interval: From 0.753 to 0.993

The strength of agreement is considered to be 'very good'.
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Anhang H: Teilstudie II: Protokollbogen blanko (Seite 1)

Geometrieunterricht in Klasse 4

Datum

‘Thema

_g__e_it ‘in Minuten

Kom petenzen: Bitte ankreuzen!
Ober rdumliches Vorstellungsvermdgen verfligen

sich im rédumliche Beziehungen erkennen, beschreiben und nutzen
Raum (Anordnungen, Wege, Pléne, Ansichten)
orientieren zwei- und dreidimensionale Darstellungen von Bauwerken

(z.B. Wurfelgebduden) zueinander in Beziehung setzen
(nach Vorlage bauen, zu Bauten Baupléne erstellen,
Kantenmodelle und Netze untersuchen)

geometrische Kérper und ebene Figuren nach Eigenschaften sortieren und
Figuren Fachbegriffe zuordnen

erkennen Kérper und ebene Figuren in der Umwelt wieder erkennen
benennen Modelle von Kérpern und ebenen Figuren herstellen und untersuchen
und (Bauen, Legen, Zerlegen, Zusammenfligen, Ausschneiden, Falten...)
‘darstellen Zeichnungen mit Hilfsmitteln sowie Freihandzeichnungen anfertigen
einfache ebene Figuren in Gitternetzen abbilden

geometrische (verkleinem und vergréem)

Abbildungen Eigenschaften der Achsensymmetrie

erkennen, : erkennen, beschreiben und nutzen

benennen (symmetrische) Muster fortsetzen und selbst entwickeln

und darstellen

Fléachen- die Flacheninhalte ebener Figuren durch Zerleg_éﬁ vergleichen und
und durch Auslegen mit Einheitsfiachen messen

Rauminhalte Umfang und Flacheninhalt von ebenen Figuren untersuchen
vergleichen Rauminhalte vergleichen und durch die enthaltene Anzahl von

und messen Einheitswiirfeln bestimmen

Quelle: Sekretariat der Sténdigen Konferenz der Kulfusminister der Lénder in der Bundesrepublik Deutschiend
(2004).Bildungsstandards im Fach Mathematik fir den Primarbereich. Beschluss vom15.10.2004.
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Anhang H: Teilstudie Il: Protokollbogen blanko (Seite 2)

Notieren Sie die eingesetzten Aufgaben (und beschreiben

Sie ggf. knapp den Ablauf des Geometrieunterrichts):
(ggf. Lehrwerk und Seitenzahl angeben)

~ Ablauf Welche Aufgaben
(FREIWILLIG!) 7 haben Sie eingesetzt?

Einstieg

meimphase

Absdh]n;s
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Anhangl: Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 1
Exemplarisch wird von jeder Lehrkraft ein bearbeiteter Protokollbogen aufgefiihrt. Alle
eingegangenen 148 Protokollbégen kénnen in den Unterlagen der Autorin eingesehen werden.

Das folgende Unterrichtsprotokoll stammt von Lehrkraft 1 zum Thema ,Der Zirkel - Kreise" (50
Minuten, 01.02.12).

Beschreiben Sie knapp den Ablauf des Geometrie-

unterrichts und notieren Sie die eingesetzten Aufgaben:
(ggf. Lehrwerk und Seitenzahl angeben)

Ablauf Welche Aufgaben

haben Sie eingesetzt?
Einstieg A= Voira | [ DCmonshchon
- el
== 97@/0%6/7 L A//,e/ >En
_ Paclwn
Derehmessr

Arbeitsphase /T o deschren v Lrersen [a,,(/ Bacto- "7 = e
A79/CA/7€H// Lesoerz Ju a7 (/% V4 G é/
m. ’?adécoa@a:’ie
Konholle e 7P

}7 0?@0/’;/76?/& . //{/&36’1’7 ‘j: (5'4} u&/’}/, UQ 2 //q/
m. fyase ofes Deurch
essece

Yonkolle cn T

Abschluss

Blyodchy -
g52f66p7¢3fy lelem. b
?/7/&?7/ .o Sl-led

> Dol fogudetS Sl arbeitdn o SShcler e

Clies :%a,,n helo. o %ﬁ&d/{i + /—?’?@Q{/Q’C\Céﬂ
(G tozren )
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Anhangl: Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 2

Das folgende Unterrichtsprotokoll stammt von Lehrkraft 3 zum Thema , Quadrate und Rechtecke
zeichnen" (45 Minuten, 29.11.11). Diese Lehrkraft reichte alle Protokolle digital ein (inklusive der
eingescannten Aufgaben).

Beschreiben Sie knapp den Ablauf des Geometrieunterrichts und notieren Sie die
eingesetzten Aufgaben: (ggf. Lehrwerk und Seitenzahl angeben)

Ablauf Welche Aufgaben
haben Sie eingesetzt?

Einstieg Prasentation eines Quadrates und | stummer Impuls (Aufklappen der Tafel)
eines Rechteckes
Ss benennen Eigenschaften und ordnen
Eigenschaften werden zugeordnet | zu

Hinweise zum richtigen Zeichnen werden
Zeichnen eines Quadrates und gegeben, Geodreieck als Hilfsmittel noch
eines Rechteckes einmal besprochen

Arbeitsphase Zeichnen von Quadraten und| Weltder Zahl S. 38, Nr. 1,2,3, *4

Rechtecken
Abschluss Wahrnehmungstduschungen Aufgabe im Buch
besprechen (S.38, Nr.8) Ss tberprifen mit dem Geodreieck

Ha: Zeichnen von Quadraten und
Rechtecken, Aufgaben fertig machen
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Anhangl: Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 3

Lehrkraft 4 arbeitete nicht mit den Protokollb6gen, sondern mit der angebotenen Alternative
(allerdings ohne Angabe der Kompetenzen). Alle zu bearbeitenden Aufgaben wurden in Kopie

angehangt.

Geometrieunterricht in Klasse 4

Datum | Zeit (Min) | Thema und Aufgaben Kompetenzen
7.9. | 90 |eonwenscbu Begn ffe W ertotn
£9. | 30" Mumgaug suit @in. Geodtitcd.
9.9 | 30 Unigous suit Ol 2ittd
( 27elblosi )

6€A40.| Jo' | Zit [Croaiee ek P Hitbeo
/é ﬁvzdy/\:‘/wi(fff/é@ . 2o S p: ‘\DZL/ Weceecase)
7 .| G’ %sz%@fpdzwaﬁi&/ Coanbbnlelos e
2% 2. 30 Halbure wwdl FCllge s nbidt
292 B0 Spuaetic, Abed it o Gorbrtt

23.6. 30 Luiew /W«Oé JRetleo ﬁ
/WZZIM SRt BA 26, Az/uw@f\ 9

Iminer  Inels  ewe ﬂ?»/{jdbé Jin /en;ca/;mu:

Geometnekartei  vom Jﬂ@f”"l/efiaaj A //, o /0_0 e
< Y biele Wl
. Niekze o
- awtew | CCM, Hollilin
e 5(, Vaatd

: g‘ffxé%@u Ak e Jj%mc%bu%v
: %mwcm‘ s pmd JeHmono b
Qe Aé/z‘/opew |

Vo Qb Ztc Cle

i
LY
o a(%ﬂﬁm& 4’7@ 4 ,
Sovel ¢ pSchctn Arenl Bl
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Anhangl: Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 4

Lehrkraft 5 arbeitete nicht mit den Protokollbégen, sondern schrieb die Stundenverlaufe wie folgt
auf. Alle zu bearbeitenden Aufgaben wurden in Kopie angehangt.

2. Einheit: Ebene Figuren vergroBern / verkleinern
(1 Stunde)

Einstieg: Freies Arbeiten
Jedes Kind bekommt ein Tiitchen mit Streichhdlzern

Arbeitsphasen:
1. Handelndes Tun:
a) Figuren legen nach Angaben

Lege ein Rechteck mit 6 Streichhélzern
ein Quadrat mit 8 Streichhdlzern usw.

b) VergréRere die Figuren so, dass jede Seite doppelt (dreimal/viermal)
so lang ist

c) Verkleinere die Figuren

2. Zeichnerische Umsetzung:

Dargestellte Figuren (Arbeitsblatt) vergroRern und verkleinern

Erkenntnisgewinnung:

Was muss beim VergroRern oder Verkleinern beachtet werden, damit die
Figur ihre Form behalt? (Gemeinsame Bearbeitung eines Merksatzes)

Arbeitsmaterial:

Streichhoélzer
Arbeitsblatter
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Anhangl: Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 5

Auch Lehrkraft 6 arbeitete nicht mit den Protokollbdgen, sondern schrieb die Stundenverldaufe wie
folgt nieder. Seite eins des Protokollbogens und alle zu bearbeitenden Aufgaben wurden in Kopie
angehangt.

Der Geometrieunterricht zum Thema ,,Geometrische Kérper und ihre Eigenschaften" umfasste 100
Minuten und wurde am 09.08. und am 16.08.11 gehalten.

Geometrische Korper und ihre Eigenschaften

Einflihrung

- Kinder ertasten einen Wiirfel hinter ihrem Riicken
- Wiederholung der Eigenschaften des Wiirfels

- Wiederholung der Begriffe , Ecke, Kante, Flache”

Erarbeitung
- Betrachtung folgender Kdrper: Quader, Pyramide, Dreieckssaule, Zylinder, Kegel und Kugel

(Die Dreieckssaule ist den Kindern unbekannt, alle anderen Korper sind ihnen bereits bekannt)

Danach Arbeit im Buch, S. 28 sowie AH, S. 15, Nr. 1 und 2 (teilweise als Hausaufgabe)
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Anhangl: Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 6

Das folgende Unterrichtsprotokoll stammt von Lehrkraft 7 zum Thema ,Wirfel- und Quadernetze'
(50 Minuten, 21.10.11). Die Arbeitsblatter und erwahnten Aufgaben waren angehangt.

Beschreiben Sie knapp den Ablauf des Geometrie-

unterrichts und notieren Sie die eingesetzten Aufgaben:
(ggf. Lehrwerk und Seitenzahl angeben)

4 VAT B
]

Weiche Aufgaben
haben Sie eingesetzt?

Einstieg

Arbeitsphase

Abschluss




Anhang

Anhang I:

Das folgende Unterrichtsprotokoll stammt von Lehrkraft 8 zum Thema ,Experimentieren mit Wiirfel-

Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 7

und Quadernetzen" (100 Minuten, 21. und 22.09.11). Die Arbeitsblatter waren angehangt.

Beschreiben Sie knapp den Ablauf des Geometrie-
unterrichts und notieren Sie die eingesetzten Aufgaben:

(ggf. Lehrwerk und Seitenzahi angeben)

Welche Aufgaben
haben Sie eingesetzt?

L4\

ay

Ablauf
. - ey, ] [} "
Einstieg ] * P Serh hu
ngm. - &
) 2
L4 p
.
Arbeitsphase
“*5}
Abschluss e . A
' KAA
o a
L]
2k
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Anhangl: Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 8

Das folgende Unterrichtsprotokoll stammt von Lehrkraft 9 zum Thema ,Experimente mit dem
Geodreieck" (100 Minuten, 15. und 16.11.11). Die Arbeitsblatter waren angehangt.

Beschreiben Sie knapp den Ablauf des Geometrie-

unterrichts und notieren Sie die eingesetzten Aufgaben:
(ggf. Lehrwerk und Seitenzahl angeben)

1’ Ablauf | Welche Aufgaben B
‘ haben Sie eingesetzt?
» . |
. Vel bolung, fufbsc
énc L( *ZmCLL [

& WAMOQ% éﬁm
| an oo !cd{z( Lup édﬂ—;
| (S g Mo 4)

Arbeitsphase

Mﬁdé‘ s g £.49 M 1,3,4(5)

Abschluss ; :
¢ \/f:%j(akﬁem , benennen
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Anhangl: Teilstudie II: Protokollbogen bearbeitet 9

Das folgende Unterrichtsprotokoll stammt von Lehrkraft 11 zum Thema ,Eigenschaften
geometrischer Kérper" (50 Minuten, keine Angabe zum Datum). Das Arbeitsblatt war angehangt.

Beschreiben Sie knapp den Ablauf des Geometrie-

unterrichts und notieren Sie die eingesetzten Aufgaben:
(ggf. Lehrwerk und Seitenzahl angeben)

avlat | Welche Autgaben
haben Sie eingesetzt?

Einstieg ~ Jopitrelle &}WWM - Ak Zoff
- wm’g-ﬁwg wr Mavre,
?%?Wf@n jémf%

Arbeitsphase | ~ Shides etolipn Aol | _ e 0al pak Mame
m:‘l" /%fw"ew, W‘l M 4 Y’

; v BRI trd Ggommelalf
N% 0‘1’6»&1{3&%”; %‘“ﬁ % .
&:CZ;@ o yg;@_&g@ | e geometadl, Tty
whe.piye

ﬁ.«:&é? /U’Ws‘?‘w, !3»:«@4’ M

P

Wit 4o mt Moo
wd Egtnhoffbs o,
Yortinden Tiopts G, .

Abschluss ~ LRy %f @W}%@ZP S %mﬁﬁm 7o |
' Crts Glomdtiod, Timpeo
- 132,,,53@, gy Alawda aimg]
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Anhangl: Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 10

Das folgende Unterrichtsprotokoll stammt von Lehrkraft 12 zum Thema ,,Malistab" (70 Minuten,
20.06.12). Die Aufgabe war zudem als Kopie angehangt.

Beschreiben Sie knapp'd‘en Ablauf des Geometrie- .
unterrichts und notieren Sie die eingesetzten Aufgaben:
(ggf. Lehrwerk und Seitenzahl angeben)

Ablauf Welche Aufgaben
: - haben Sie eingesetzt?

Einstieg t{d & Q&Aj N >

ch»d\éhm dan .}&L\&m{ aﬁ»(r)
Ben é\i—( ULU QJ’VU),/L (S\* jZJ‘U)

Prr 4 Ao e A(m. . "
(55N Aty Wetunaa S

dae suvzelmone 4 8udeg

Arbeitsphase {1}(,@&& A_Q,La —pe /QU.AU.\ &3(?/ 93
M‘ﬁmﬁ&w_\( mahone Lo -
B » Uidsalinizen. | AN S g
hoe Uk mﬁmec&b
‘&chvuf‘\ mni; omﬁ\;( -
Aenam Jim%,m{ oo

| Siadd plamon
Abschluss Ot ld e
| o - Potbamdod
Uy Rt bl

5 Mecdeienen vev
RO gen Gebasdan
Weedw , Soude
QQJD‘*M(&“{' R
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Anhangl: Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 11

Das folgende Unterrichtsprotokoll stammt von den parallel arbeitenden Lehrkraften 13 und 14 zum
Thema , Verschiedene Koérpernetze erkennen" (50 Minuten, 16.12.11). Die Aufgaben wurden aus

dem genannten Schulbuch in Kopie angehangt.

Notieren Sie die eingesetzten Aufgaben (und beschreiben

Sie ggf. knapp den Ablauf des Geometrieunterrichts):
(ggf. Lehrwerk und Seitenzahl angeben)

Ablauf
(FREIWILLIG!)

Welche Aufgaben
haben Sie eingesetzt?

Einstieg

Pappwiirfel wird an verschiedenen Kanten
aufgeschnitten, bis ein Wiirfelnetz entsteht.

Ein weiterer Wiirfel wird von den S. an
verschiedenen Kanten aufgeschnitten.

Beide Netze werden miteinander verglichen und
besprochen.

Arbeitsphase

Duden Schiilerbuch S. 30 Nr. 1

Abschluss

Gemeinsamen sammeln der gefundenen
Wiirfelnetze an der Tafel.
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Anhangl: Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 12

Das folgende Unterrichtsprotokoll stammt von den parallel arbeitenden Lehrkraften 15 und 16 zum
Thema ,Koordinaten markieren Punkte im Gitternetz" (50 Minuten, 02.09.11). Die Aufgaben wurden
den angehangten Arbeitsblattern entnommen.

Beschreiben Sie knapp den Ablauf des Geometrie-

unterrichts und notieren Sie die eingesetzten Aufgaben:
(ggf. Lehrwerk und Seitenzahl angeben)

Ablauf Welche Aufgaben
haben Sie eingesetzt?
H H ] 0 =g = g
EInStleg i&//}’ﬂ/n/(/ﬂ ¢ { Jole /1
(“ -
el 4,
Arbeitsphase |V’ 0 o bl s
B o 03ncga UMK J
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10 i
) /p/fwj@'faf 1 S
/}"/ W /wz'f ’/M&C’ Jad 4‘ At ,/’7‘?-’3"""'-’{*05“’;2‘
f '
Ml v QI e my, JNeadseipe
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i Defn ot MY o
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Anhang I:

Das folgende Unterrichtsprotokoll stammt von den parallel arbeitenden Lehrkradften 18 und 19 zum
Thema ,Symmetrie" (50 Minuten, 26.08.11). Die Aufgaben wurden aus dem genannten Schulbuch

beziehungsweise Arbeitsheft in Kopie angehangt.

Teilstudie Il: Protokollbogen bearbeitet 13

Beschreiben Sie knapp den Ablauf des Geometrie-

unterrichts und notieren Sie die eingesetzten Aufgaben:
(agf. Lehrwerk und Seitenzahl angeben)

Ablauf Welche Aufgaben
haben Sie eingesetzt?
Einstieg Vorwissen artikulieren, Tafel, Freihandzeichnungen,
Begriffe klaren Skizzen
Begriffe: Symmetrie
Symmetrieachse
Achsensymmetrie
gleichmaRig
Spiegelung
Abstand
Arbeitsphase |Einzelarbeit Super M 4
Schuilerbuch S. 13
1) Symmetrieachsen Arbeitsheft S. 8
einzeichnen
2) Figuren
achsensymmetrisch
erganzen
3) Eine symmetrische Figur
zeichnen
4) Figur an einer Achse auf
Karopapier spiegeln
Abschluss Partnerarbeit: Karopapier
Figuren achsensymmetrisch
erganzen
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Anhang J: Teilstudie Il: Auflistung der gewonnenen Erkenntnisse

Folgende Dokumente kdnnen sortiert nach Lehrkraften bei der Autorin eingesehen werden:

a) Protokolle aller Lehrkrafte (148 Protokolle insgesamt)

b) Ubersicht der eingegangenen Protokolle (mit Themenangabe)

¢) 653 entnommene geometrische Aufgaben (sortiert nach IKB 1-4, geratet)

d) Ubersicht tiber die protokollierte Unterrichtszeit und entnommene Aufgaben

e) Verteilung der entnommenen Aufgaben auf die Anforderungsbereiche (nach Rating)

Anhang K: Teilstudie Il: Protokollaufgaben - Rating

Alle 653 den Protokollen entnommenen, schriftlich zu bearbeitenden geometrischen Aufgaben
wurden nach den inhaltsbezogenen Kompetenzbereichen geordnet und anschlieRend fiir das Rating
tabellarisch angeordnet. Anbei wird jeweils ein Ausschnitt aus den inhaltsbezogenen
Kompetenzbereichen 2 bis 4 abgebildet. Der Ausschnitt zum inhaltsbezogenen Kompetenzbereich 1
ist in Kapitel 8.1.2 zu finden. Die vollstdndige geratete Aufgabensammlung kann in den Unterlagen
der Autorin eingesehen werden.
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Raum und Form: geometrische Figuren erkennen, benennen und darstellen (IKB 2)

Aufgabenstellung

Zuordnung zu
Anforderungs-
bereich

Zeichne eigene Bilder mit Kreisen auf ein Blatt Papier.

J

(Lehrkraft 3)

4 Nur zwei Linien sind zueinander
parallel. Farbe sie.

(Lehrkraft 12)

Schreibe den Text ab und ergéinze.

Ein Wirfel hat  Ecken,

____Kanten,  Seitenflachen.

Die Seitenflachen sind :

Alle Seitenfldchen sind - (Lehrkraft 6)

Wie viele rechte Winkel haben die Figuren? Priife mit dem Geodreieck.

...ein
rechter Winkel
Ol

D

...ein

rechter Winkel
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(Lehrkraft 3)

Raum und Form: einfache geometrische Abbildungen erkennen, benennen und darstellen

(IKB 3)

Aufgabenstellung Zuordnung zu
Anforderungs-
bereich

Ubertrage in dein Heft und setze fort,
o) | b) 8 HEEN
| 1
B L | REEEEE B T
(Lehrkraft 12)
Uberlege auch hier vor dem Spiegeln, wo die gespiegelte Figur liegen wird. Spiegle dann.
a) b)
(Lehfkraft 12)
Zeichne den Pfeil doppelt so grol::
AR
S,
5 2

(Lehrkraft 15)
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Raum und Form: Flachen- und Rauminhalte vergleichen und messen (IKB 4)

Aufgabenstellung

Zuordnung zu
Anforderungs-
bereich

@ Wie groB sind Inhalt und Umfang der Flachen?

a) b)
{5 03 O i [ IT T T T T TT]
[ | [ [ [
Fl: Fl:
FU: FU:
(Lehrkraft 6)

Bestimme den Flacheninhalt in [ | und wandle jede Figur in ein Quadrat
mit dem gleichen Flécheninhalt um.

(Lehrkraft 4)

Eine rechteckige Flache hat den
Flacheninhalt von 16 Quadrat-
metern. Wie grof3 kann der Umfang
sein? Wie lang ist der kleinst-
mogliche Umfang? Eine Skizze
kann dir helfen.

(Lehrkraft 6)
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Anhang L: Teilstudie II: Protokollaufgaben - Ubereinstimmungsmatrizen fiir
die vier inhaltsbezogenen Kompetenzbereiche

Tabelle: Ubereinstimmungsmatrix Protokollaufgaben - IKB 1

Rater 1
AB I ABII AB IlI
AB | 28 0 0
Rater 2 AB I 4 89 1
AB IlI 0 0 15

Number of observed agreements: 132 ( 96.35% of the observations)
Kappa=0.926

95% confidence interval: From 0.862 to 0.990

The strength of agreement is considered to be 'very good'.

Tabelle: Ubereinstimmungsmatrix Protokollaufgaben - IKB 2

Rater 1
AB | AB I AB Il
AB | 210 14 0
Rater 2 AB I 12 45 0
AB Il 0 1 2

Number of observed agreements: 257 ( 90.49% of the observations)
Kappa=0.721

95% confidence interval: From 0.623 to 0.819

The strength of agreement is considered to be 'good".

Tabelle: Ubereinstimmungsmatrix Protokollaufgaben - IKB 3

Rater 1
AB | AB I AB Il
AB | 64 11 0
Rater 2 AB I 4 73 0
AB Il 0 1 2

Number of observed agreements: 139 ( 89.68% of the observations)
Kappa= 0.800

95% confidence interval: From 0.707 to 0.892

The strength of agreement is considered to be 'good".

Tabelle: Ubereinstimmungsmatrix Protokollaufgaben - IKB 4

Rater 1
AB | AB I AB Il
AB | 23 4 0
Rater 2 AB I 2 46 0
AB Il 0 0 2

Number of observed agreements: 71 ( 92.21% of the observations)
Kappa=0.838

SE of kappa = 0.064

95% confidence interval: From 0.713 to 0.963

The strength of agreement is considered to be 'very good'.
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Anhang M: DEMAT: Klassenbogen und Interpretationshinweise

Nach der Auswertung der DEMAT-Testbogen am Anfang und am Ende des vierten Schuljahres
wurden die jeweiligen Schilerleistungen in Form des exemplarisch abgebildeten Klassenbogens
(inkl. Abkirzungsibersicht) an die Lehrkrafte Gbermittelt, der die bei den einzelnen Aufgaben, den
Subtests und dem Testgesamtwert fiir die einzelnen Schiilerinnen und Schiiler sowie fiir die gesamte

Klasse erzielten Ergebnisse abbildete. Zusatzlich zu den Mittelwerten wurde der sich daraus

ergebende Prozentrang eingetragen. Die Klassenbégen aller 16 Klassen zum DEMAT 3+ und zum

DEMAT 4 kénnen in den Unterlagen der Autorin eingesehen werden.

Tabelle: Klassenbogen exemplarisch

ST ST ST | Test

Nr. Name zs | ap | su | MU | sR | sz | FL | Ls | LU | Arith- | Sach- | Geo- |gesamt-

metik | rechnen | metrie wert

zuerreichende |, | 4 4 4 3 3 2 | 4 15 8 8 31
Punkte

1 Xyi 3 | 3 3 4 3 2 3 1 | 4] 13 7 6 26

Summe 20] 20 | 32 | 32 | 29 | 21 | 25 | 11 | 33 | 113 62 57 232

Mittelwert | 2,22 | 3,22 | 3,56 | 3,56 | 3,22 | 2,33 | 2,78 | 1,22 |3,67| 12,56 | 6,89 | 6,33 | 25,78

Prozentrangder | oo | o/ | 100 | 99 | 88 | 93 | 99 | 79 | 96 | 100 96 98 100
Mittelwerte

Die Lehrkréfte erhielten des Weiteren die Normentabellen fir Madchen/Jungen und Hinweise zur

Interpretation der individuell erzielten Prozentrange (Tab.) sowie der Klassenmittelwerte (Tab.). Die

vollstandigen Dokumente mit den Erlauterungen fir die Lehrkradfte und den Interpretationshinweisen
zu den Ergebnissen des DEMAT 3+ und des DEMAT 4 kdnnen ebenfalls in den Unterlagen der Autorin

eingesehen werden.

Tabelle: Inhaltliche Beurteilung der Normwerte des DEMAT 3+ (Roick, Golitz & Hasselhorn, 2004, S.23)

Prozentrang | Leistungsbeurteilung
<4 sehr schwache Leistung
5-15 schwache Leistung
16-24 unterdurchschnittliche Leistung
25-75 durchschnittliche Leistung
76-90 Uberdurchschnittliche Leistung
>91 weit Giberdurchschnittliche Leistung

Tabelle: Interpretationshinweise fir Klassenleistungen des DEMAT 3+ (Roick, Golitz & Hasselhorn, 2004, S:26)

Klassenmittelwert

Prozentrang 0-24

Prozentrang 25-75

Prozentrang 76-100

Klassenstreuung

Prozentrang Klasse insgesamt eher durchschnittliche Klasse Klasse insgesamt eher
0-75 schwach stark
die eher schwache Kinder der Klasse sind die eher starke Leistung
Prozentrang Leistung der Klasse ist sehr leistungsheterogen der Klasse ist evil. durch
76-100 evil. durch einzelne einzelne Kinder bedingt
Kinder bedingt
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Anhang N: DEMAT: Auflistung der gewonnenen Erkenntnisse

Folgende Dokumente kdnnen bei der Autorin eingesehen werden:

a) Testbogen des DEMAT 3+ und des DEMAT 4 aller 270 Schiilerinnen und Schiiler
b) Klassenbogen der 16 Klassen zum DEMAT 3+ und zum DEMAT 4 (Rohwerte)
c¢) Klassenbogen der 16 Klassen zum DEMAT 3+ und zum DEMAT 4 (T-Werte)
d) Prozentuale Verteilung der Schiilerinnen und Schiiler in den Subtests (T-Werte)
e) Prozentuale Verteilung der Schilerinnen in den Subtests (T-Werte)
f) Prozentuale Verteilung der Schiiler in den Subtests (T-Werte)
g) Klassenweise Verteilung der Schiilerinnen und Schiler auf die drei Leistungsgruppen
h) Klassenweise Verteilung der Schiilerinnen und Schiler auf die drei Leistungsgruppen (Geschlecht)
i) Auswiirfe aus R: t-Test fur abhangige Stichproben fir die Stichprobe insgesamt
(Subtests und Testgesamtwert)
j) Auswiirfe aus R: t-Test flir abhangige Stichproben klassenweise (Subtests und Testgesamtwert)

Anhang O: DEMAT: Aufgaben des Subtest Geometrie bearbeitet

Zur Veranschaulichung werden exemplarisch die Aufgabenbearbeitungen zu den geometrischen
Aufgaben des Subtests Geometrie (SG4T) von jeweils einem Schiiler beziehungsweise einer Schilerin
der drei Leistungsgruppen abgebildet (LG 1: Schilerin 19.09; LG 2: Schilerin 09.15; LG 3: Schiiler
03.14).

Arbeitsanweisung flr Seite 19 des Testbogens:

Hier sollst du zeigen, wie gut du etwas wieder erkennen kannst. Im ersten Bild

siehst du ein Schneemannchen oder ein Strichmannchen von vorne. In einem

von den Bildern rechts neben dem schwarzen Balken siehst du das Mannchen

noch mal. Doch du siehst es nun von hinten. Nur ein Bild entspricht dem

ersten Mannchen. Welches ist es? Kreuze dieses bitte an! |
deb

HlE 2 h %2

Beispiel:

Arbeitsanweisung flr Seite 21 des Testbogens:
Im Bild unten siehst du eine Form und eine schwarze Linie. Die Linie, die in dieser Aufgabe senkrecht

ist, stellt die Spiegelachse dar. Zeichne ohne Lineal mit deinem Bleistift das Spiegelbild der Form!
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Anhang O: DEMAT: Aufgaben des Subtest Geometrie bearbeitet (LG 1, S. 19)

1o

DEMAT 4 Form B Erst umblattern, wenn du
dazu aufgefordert wirst! ‘ , L
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Anhang O: DEMAT: Aufgaben des Subtest Geometrie bearbeitet (LG 1, S. 21)

DEMAT 4 Form B Das waren die letzten Aufgaben. Vielen Dak fir deine Mitarbeit. T
Hoffentlich hat es dir etwas Spal gemacht! sz { i §
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Anhang O: DEMAT: Aufgaben des Subtest Geometrie bearbeitet (LG 2, S. 19)

19

- ’ sTOPP! - . ‘:’ - - |
DEMAT 4 Form A QErst umblittern,wenndu [y ]
- dazu aufgefordert wirst! - LB -



Anhang

Anhang O: DEMAT: Aufgaben des Subtest Geometrie bearbeitet (LG 2, S. 21)

21

DEMAT 4 Eorm A Das waren die letzten Aufgaben. Vielen Dank fur deine Mitarbeit. =
Hoffentlich hat es dir etwas Spaf gemacht! Sz E ! l
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Anhang O: DEMAT: Aufgaben des Subtest Geometrie bearbeitet (LG 3, S. 19)

g

'QTOPP"

DEMAT 4 Form A Erst umbléttern, wenn du - el U
dazu aufgefordert wirst! ~ [ ~
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Anhang O: DEMAT: Aufgaben des Subtest Geometrie bearbeitet (LG 3, S. 21)

21

Das waren die letzten Aufgaben. Vielen Dank fur deine Mitarbeit.
Hoffentlich hat es dir etwas Spal gemacht!

DEMAT 4 Form A

sz
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Anhang P: DEMAT: t-Test fiir abhangige Stichproben
(Subtests, Testgesamtwert)

Die ermittelten Rohwerte der 270 Schiilerinnen und Schiiler wurden in T-Werte umgewandelt. Mit
diesen Daten wurde der t-Test flir abhangige Stichproben berechnet. Es folgt die Darstellung der in
Kapitel 7.3 genannten signifikante Ergebnisse. Alle weiteren Berechnungen kénnen bei der Autorin
eingesehen werden.

Testgesamtwert (signifikante negative Leistungsentwicklung):

Klasse 1 (t (8) = 3.8849, p = 0.004642, mean of the differences = 7.888889)
Klasse 3 (t (20) = 3.8347, p = 0.001035, mean of the differences = 6.380952)
Klasse 5 (t (20) = 2.5532, p = 0.01895, mean of the differences = 3.761905)
Klasse 6 (t (23) = 2.7599, p = 0.01115, mean of the differences = 2.666667)
Klasse 9 (t (13) = 2.4147, p = 0.03121, mean of the differences = 4.142857)
Klasse 11 (t (17) = 3.3006, p = 0.004225, mean of the differences =5.111111)
Klasse 13 (t (12) = 3.1575, p = 0.00826, mean of the differences = 3.769231)
Klasse 14 (t (12) = 5.1121, p = 0.0002566, mean of the differences = 7.538462)
Klasse 19 (t (18) = 2.5195, p = 0.02142, mean of the differences = 3.263158)

Subtest Arithmetik (signifikante negative Leistungsentwicklung):

Klasse 1 (t (8) = 4.3643, p = 0.002399, mean of the differences = 8.222222)
Klasse 3 (t (20) =3.779, p = 0.001179, mean of the differences = 7.666667)
Klasse 5 (t (20) = 4.0966, p = 0.0005613, mean of the differences = 6.095238)
Klasse 7 (t (19) = 2.4752, p = 0.02291, mean of the differences = 4.4)

Klasse 8 (t (18) = 2.924, p = 0.009062, mean of the differences = 4)

Klasse 11 (t (17) = 3.4464, p = 0.003082, mean of the differences = 6.5)
Klasse 13 (t (12) = 3.148, p = 0.008406, mean of the differences = 4.846154)
Klasse 14 (t (12) = 4.3171, p = 0.001001, mean of the differences = 9)

Anhang Q: DEMAT: Normalverteilung

In Kapitel 9.1.1 wurde die Normalverteilung der geometrischen Leistungen der Schilerstichprobe
gepruft. Zusatzlich zu dem abgebildeten Histogramm wurden die Daten anhand eines Q-Q Plots
Uberprift, der die geringe Abweichung von der Normalverteilung visualisierte.

Theoretical Quantiles

Abbildung: Q-Q Plot.
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Anhang R: Teilstudie Ill: Geometrische Aufgaben

Inhaltsbezogener Kompetenzbereich 1: sich im Raum orientieren

Anforderungsbereich I: Reproduzieren

Aus wie vielen Wiirfeln besteht der Wiirfelbau?

Antwort: Der Wurfelbau besteht aus Wirfeln.

Abbildung: Aufgabe AB1a-1 (in Anlehnung an Miiller-Wolfangel, Schreiber & Heilig, 2007, S. 51).

Harkan und Ole haben den Oldtimer im Technikmuseum von
verschiedenen Seiten fotografiert. Schau dir an, wo Harkan und Ole
stehen. Wer hat welches Foto gemacht?

Ole

Abbildung: Aufgabe AB1b-1 (in Anlehnung an Fuchs & Kapnick, 2008, S. 66).

Anforderungsbereich Il: Zusammenhange herstellen

Welche der abgebildeten Netze sind Wiirfelnetze? Kreuze an!

I 5 il

. L

Abbildung: Aufgabe AB2a-1 (in Anlehnung an Miiller-Wolfangel, Schreiber & Heilig, 2007, S. 46).
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In dem Netz fehlt eine Flache, um daraus einen Quader zu falten. Erganze
die fehlende Flache. Es gibt mehrere Moglichkeiten!

Abbildung: Aufgabe AB2b-1 (in Anlehnung an Leininger, Ernst, Kistella & Wallrabenstein, 2005, S. 29).

Anforderungsbereich lll: Verallgemeinern und Reflektieren

Tom baut eine Schachtel, bei der alle Kanten doppelt so lang sind wie bei
dieser Schachtel. Wie viele Wiirfel passen dann hinein?

Antwort: In die Schachtel passen dann Wiirfel hinein.

Abbildung: Aufgabe AB3a-1 (in Anlehnung an Lorenz, 2005, S. 60).

Auf wie vielen verschiedenen Wegen kann der Wiirfel zum angekreuzten
Feld kommen, wenn er nur nach rechts und nach hinten gekippt wird?

1] + h‘,,_”’f_

K 0
. . ifﬁ,‘!’@'&"@%{ﬁo : /// / / /,}{/(

‘g &_. \ .- ,
Q'“, ;‘4/ 7 /7
LS

Antwort: Der Wairfel kann auf verschiedenen Wegen zum
angekreuzten Feld kommen.

Abbildung: Aufgabe AB3b-1 (in Anlehnung an Lorenz, 2005, S. 71).
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Inhaltsbezogener Kompetenzbereich 2: geometrische Figuren

Anforderungsbereich I: Reproduzieren

Fulle die Tabelle aus:

Form der | Gesamtzahl Anzahl Anzahl Beispiel
Flachen der Flachen der Ecken | der
Kanten

Wiirfel

Kegel

Zylinder

Abbildung: Aufgabe AB1a-2 (in Anlehnung an Fuchs & K&pnick, 2008, S. 64).

Zeichne ein Rechteck von
7 cm Lange und 4 cm Breite.

Abbildung: Aufgabe AB1b-2 (in Anlehnung an Eidt, Lammel, Vo8 & Wichmann, 2009, S. 62).

Anforderungsbereich Il: Zusammenhange herstellen
Zeichne nach und male an:

[ || | |

Abbildung: Aufgabe AB2a-2 (in Anlehnung an Lorenz, 2005, S. 64).

Kann das stimmen?
a) , Es gibt kein Dreieck mit zwei rechen Winkeln."

b) ,,Das Quadrat hat vier rechte Winkel."

Abbildung: Aufgabe AB2b-2 (in Anlehnung an Eidt, Lammel, Vo8 & Wichmann, 2009, S. 61).
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Anforderungsbereich lll: Verallgemeinern und Reflektieren

Stimmt das? Begriinde mit den Eigenschaften der Figuren oder zeige ein
Gegenbeispiel.

a) Jedes Viereck ist ein Parallelogramm.

b) Jedes Rechteck ist ein Parallelogramm.

Abbildung: Aufgabe AB3a-2 (in Anlehnung an Lorenz, 2005, S. 25).

Zeichne die Figuren ohne Absetzen und ohne doppelte Linien nach. Markiere
Anfangs- und Endpunkt rot.

Abbildung: Aufgabe AB3b-2 (in Anlehnung an Wittmann & Midiller, 2009, S. 17).

Inhaltsbezogener Kompetenzbereich 3: geometrische Abbildungen

Anforderungsbereich |: Reproduzieren

Setze das durch Verschiebung entstandene Muster noch einmal daran.

Abbildung: Aufgabe AB1a-3 (in Anlehnung an Miiller-Wolfangel, Schreiber & Heilig, 2007, S. 53).

Sind die Verkehrsschilder symmetrisch? Zeichne die Symmetrieachsen ein!

Abbildung: Aufgabe AB1b-3 (in Anlehnung an Leininger, Ernst, Kistella & Wallrabenstein, 2005, S. 94).
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Anforderungsbereich Il: Zusammenhange herstellen

Spiegele die Figur an allen Achsen!

Abbildung: Aufgabe AB2a-3 (in Anlehnung an Fuchs & K&pnick, 2008, S. 112).

Zeichne die Figur verkleinert, jede Linie halb so lang.

iy
Deine Zeichnung
ist damn im <

. s Mabstab
RN EREE N verkleinert.

= "

Abbildung: Aufgabe AB2b-3 (in Anlehnung an Eidt, Lammel, Vo8 & Wichmann, 2009, S. 87).

Anforderungsbereich Ill: Verallgemeinern und Reflektieren

Irina hat eine Regel gefunden, wie sie ein Haus vergrofRern kann. Wie sieht das
flnfte Haus aus? Zeichne es auf!

Abbildung: Aufgabe AB3a-3 (in Anlehnung an Schiitte, 2006, S. 73).
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Ergdnze zu einer achsensymmetrischen Figur!

Abbildung: Aufgabe AB3b-3 (in Anlehnung an Miiller-Wolfangel, Schreiber & Heilig, 2007, S. 53).

Inhaltsbezogener Kompetenzbereich 4: Flaichen- und Rauminhalte

Anforderungsbereich I: Reproduzieren

Wie viele Zentimeterquadrate passen in das
Rechteck? Zeichne und rechne.

Abbildung: Aufgabe ABla-4 (Eidt, Lammel, VoR & Wichmann, 2009, S. 83).

Wie groR ist der Umfang dieser Flache?

Abbildung: Aufgabe AB1b-4 (in Anlehnung an Schiitte, 2006, S. 71).
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Anforderungsbereich Il: Zusammenhange herstellen

Abbildung:

Zeichne eine weitere Figur mit derselben FlachengréRe, aber einer anderen
Form.

Aufgabe AB2a-4 (in Anlehnung an Leininger, Ernst, Kistella & Wallrabenstein, 2005, S. 97).

Wo muss man die Flache, wo den Umfang berechnen?
Schreibe ein weiteres Beispiel dazu!

Umfang Flache

Teppichrand Leseteppich

Abbildung: Aufgabe AB2b-4 (in Anlehnung an Gierlinger, 2009, S. 93).

Anforderungsbereich lll: Verallgemeinern und Reflektieren

Tim und Lea wollen 28 quadratische Bilder aufhdngen. Jedes Bild ist 20 cm
lang. Welche Pinnwand reicht, um alle Bilder aufzuhdangen?

Diese Piwand it
150 om Lang und
30 em breit.

Diese st

0,80 m breit
und 7,20 m hoch.

Antwort:

Pinnwand reicht, um alle Bilder aufzuhangen.

Abbildung: Aufgabe AB3a-4 (in Anlehnung an Eidt, Lammel, VoR & Wichmann, 2009, S. 83).
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Ein Kantenmodell soll 12 cm lang,
8 cm breit und 6 cm hoch werden.

Wie viel Draht
wird bendtigt?

Antwort:

Es wird cm Draht bendtigt.

Abbildung: Aufgabe AB3b-4 (in Anlehnung an Leininger, Ernst, Kistella & Wallrabenstein, 2005, S. 31).

AnhangS: Teilstudie Ill: Auflistung der gewonnenen Erkenntnisse
Folgende Dokumente kdnnen bei der Autorin eingesehen werden:

a) Aufgabenbearbeitungen der 270 Schiilerinnen und Schiiler (Aufgabenbégen)

b) Losungsverhalten der 270 Schilerinnen und Schiiler (Excel)

c¢) Losungshaufigkeiten insgesamt

d) Losungshaufigkeiten klassenweise

e) Losungshaufigkeiten Geschlecht

f) Losungshaufigkeiten Leistungsgruppen

g) Loésungshaufigkeiten Leistungsgruppen und Geschlecht

h) Losungshaufigkeiten mit den aus den Unterrichtsprotokollen gewonnenen Erkenntnissen
i) Varianzanalyse (F-Test mit Post-hoc-Test Tukey HSD)

j) EffektgroRen (Cohens d, Z-Test)

Auszug zu: b) Losungsverhalten der 270 Schiilerinnen und Schiiler (Excel)

Tabelle: Lésungsverhalten

Name |ABla-1 |AB2b-1 |AB3b-4 |AB1b-2 |AB2b-4 |AB3b-3 |ABla-2 |AB2a-3
0101 1 1 1 1 0 0 0 0
0102 1 1 1 1 0 0 0 0
0105 1 1 1 1 1 1 1 1
0106 1 1 0 0 1 0 0 0
0108 1 1 0 1 1 0 0 1
0109 1 1 1 1 0 1 0 1
0110 1 1 0 1 0 1 1 1
0111 1 0 1 1 0 1 0 1
0112 1 0 0 1 0 0 0 0
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Anhang T: Teilstudie Ill: Geometrische Aufgaben bearbeitet

Die insgesamt 6480 bearbeiteten geometrischen Aufgaben der 270 Schiilerinnen und Schiiler kénnen
vollstandig bei der Autorin eingesehen werden. Anbei sind Auszilige zu sechs der 24 geometrischen
Aufgaben mit unterschiedlichen Anforderungen dargestellt, um die Anmerkungen aus Kapitel 9 zu
veranschaulichen.

Aufgabe ABla-2 wurde von 32% der Schilerinnen und Schiler vollstandig und korrekt beantwortet,
in Kapitel 9.1.2 wurde sie bereits genauer betrachtet. Anbei zuerst eine als richtig gewertete
Aufgabenbearbeitung, gefolgt von einer fehlerhaften Bearbeitung.

7. Elille die Tabelle aus:

Form der Gesamtzahl | Anzahl der | Anzahl der | Beispiel

Flachen der Flachen Ecken Kanten
Wiirfel 0 rbhy : ) - :
er ”"’h Q A 4 A x|
Kegel , /
Zylinder il N ~ o)
| rivk O ¢ A | A

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB1a-2 (durch eine aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4)
als leistungsstark eingestufte Schiilerin 01.10)

7. Eiille die Tabelle aus:

Form der Gesamtzahl | Anzahl der | Anzahl der | Beispiel [
Flachen der Flachen Ecken Kanten |

Warfel (ten (ﬁ /( ( ‘ 3/ W;} V/PL
Zylinder \,"\Q {7, 5 0 ‘v/ D@f

N oo

-~

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB1a-2 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsstark eingestufter Schiiler 03.14)
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Aufgabe AB3a-2 wurde lediglich von 14% der teilnehmenden Schiilerinnen und Schiiler richtig
bearbeitet. Die erste Abbildung zeigt eine als korrekt gewertete Schilerlésung. Die folgenden beiden
Abbildungen zeigen die Probleme der Mehrheit der Schiilerinnen und Schiiler beim Begriinden auf.

15. stimmt das? Begriinde mit den Eigenschaften der Figuren oder zeige ein
Gegenbeispiel.

a) Jedes Viereck ist ein Parallelogramm. '

Neon w2 N
-

b) Jedes Rechtec,k ist ein Parallelogramm.

}O\W\W( u\lWﬂLQ\A{(WMMU w

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB3a-2 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) LG 2
zugeordneter Schiiler 04.05)

15. stimmt das? Begriinde mit den Eigenschaften der Figuren oder zeige ein
Gegenbeispiel.

a) Jedes Vlereck ist ein Para!lelogramm J\éﬂ‘/\« ,d/jb\ W\- NW’ A
\': /yﬂi@’ ?j\gﬁﬁf fivug\ Qm’ % f‘w’f;mf@-;

b) Jedes Rechteck ist ein Parallelogramm ﬁ@/\’\u P{“\AC,}/\J
Sga&f; Rochedde i @i Mlﬂm MUV
O

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB3a-2(aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) LG 2
zugeordnete Schiilerin 04.16)

15. stimmt das? Begrunde mit den Eigenschaften der Figuren oder zeige ein
Gegenbeispiel.

a) Jedes Viereck ist ein Parallelogramm.

o Nein, denn es gibt auch  schiefe und
\ um%@%m&@ 92 Vierecken .

b) Jedes Rechteck ist ein Parallelogramm.

Nem denn Dec%ﬁ ecken (adamnen auch
bCfr”)(éi"(" wnd Uﬁ@wﬁ?hhﬂ&iﬁ*ﬁ Sean, 0

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB3a-2(aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) LG 2
zugeordnete Schiilerin 04.20)
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Aufgabe ABla-1 konnte von 90% der Schilerinnen und Schiiler richtig gelost werden. Die folgenden

drei Abbildungen sollen die Spannweite der fehlerhaften Aufgabenbearbeitungen der brigen 10%
aufzeigen.

1.

Aus wie vielen Wiurfeln besteht der Wirfelbau?

Antwort: J
Der Wirfelbau besteht aus /... Wiirfeln.

~

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe ABla-1 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) LG 2
zugeordnete Schiilerin 05.26)

1. Aus wie vielen Wiirfeln besteht der Wurfelbau?
Antwort:
Der Wiirfelbau besteht aus % Wiirfeln.
Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe ABla-1
(aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) LG 2 zugeordnete Schiiler 08.04)
1.

Aus wie vielen Wirfeln besteht der Wirfelbau?

Antwort: A -
Der Wiirfelbau besteht aus /i<~ Wirfeln.

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe ABla-1(aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsschwach eingestufter Schiiler 12.02)




Anhang

Aufgabe AB2a-3 konnte von 56% der Schilerinnen und Schiiler, wie auf der ersten Abbildung zu
sehen, zufriedenstellend bearbeitet werden. Die weiteren vier Abbildungen zu dieser Aufgabe zeigen
die Probleme der librigen Schiilerinnen und Schiiler auf, denen es unmoglich war, die Figur an allen
Achsen zu spiegeln.

8. Spiegele die Figur an allen Achsen!

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2a-3 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsstark eingestufte Schilerin 12.12)

8. Spiegele die Figur an allen Achsen!

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2a-3 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) LG 2
zugeordneter Schiiler 14.03)




Anhang

8. Spiegele die Figur an allen Achsen!

o

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2a-3 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsschwach eingestufter Schiiler 05.07)

8. Spiegele die Figur an allen Achsen!

O

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2a-3 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsschwach eingestufter Schiiler 07.09)

8. Spiegele die Figur an allen Achsen!
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Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2a-3 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsschwach eingestufter Schiiler 11.07)




Anhang

Aufgabe AB2a-2, die von 41% der Schiilerinnen und Schiiler wie auf der ersten Abbildung ersichtlich

bearbeitet werden konnte, stellte groRe Schwierigkeiten fiir die Gbrigen Schiilerinnen und Schiler
dar.

1 nanEN

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2a-2 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) LG2
zugeordnete Schiilerin 06.22)

14. zZeichne nach und male an:

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2a-2 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) LG2
zugeordneter Schiiler 11.01)

14. zeichne nach und male an:
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Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2a-2 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsschwach eingestufter Schiiler 05.10)




Anhang

14. zeichne nach und male an:

I
1

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2a-2 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsschwach eingestufte Schiilerin 18.12)

1‘y Zeichne nach und male an:

.

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2a-2 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsschwach eingestufter Schiiler 07.06)

14. Zeichne nach und male an:

O

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2a-2 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsschwach eingestufter Schiler 09.02)




Anhang

Aufgabe Ab2b-1 konnte insgesamt von 72% der Schiilerinnen und Schiiler richtig bearbeitet werden.
Die Probleme der (brigen Schilerinnen und Schiller zeigen die folgenden drei
Aufgabenbearbeitungen exemplarisch auf.

2. In dem Netz fehlt eine Flache, um daraus einen Quader zu falten. Erganze die
fehlende Flache. Es gibt mehrere Méglichkeiten, zeige eine davon!

o

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2b-1 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) LG 2
zugeordneter Schiiler 06.01)

2. In dem Netz fehlt eine Fliche, um daraus einen Quader zu falten. Erganze die
fehlende Flache. Es gibt mehrere Moglichkeiten, zeige eine davon!

B O

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2b-1 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsschwach eingestufter Schiiler 08.01)

2. In dem Netz fehit eine Flsche, um daraus einen Quader zu falten. Erganze die
fehlende Flache. Es gibt mehrere Maglichkeiten, zeige eine davon!

Tt

Abbildung: Bearbeitung der Aufgabe AB2b-1 (aufgrund des Subtest Geometrie (DEMAT 4) als
leistungsschwach eingestufter Schiiler 13.01)
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