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Kurzfassung

Das Ziel dieser Bachelorarbeit ist es, die diskrete Fouriertransformation, die diskrete
Kosinustransformation und die Hadamard-Walsh-Transformation im Kontext der Bild-
verarbeitung zu vermitteln und diese unter ausgewdihlten Gesichtspunkten zu verglei-
chen. Hierfiir soll allgemein das Wissen fiir den aus der linearen Algebra stammenden
Begriff der Transformation gefoérdert werden und auf die Bildverarbeitung iibertragen
werden. AnschlieBend wird das Verstidndnis fiir die Fouriertransformation sukzessive
aufgebaut und mit den beiden weiteren Transformationen verkniipft. AbschlieBend wer-
den die Transformationen verglichen und ihr Nutzen innerhalb der Bildverarbeitung er-
lautert.

Abstract

This bachelor thesis’s objective is to offer the reader insight into the discrete Fourier
transform, the discrete cosine transform and the discrete Hadamard-Walsh transform in
the context of image processing, and also to compare these transformations under var-
ious aspects. For this purpose the term of transformation, originated in linear algebra,
will be explained and applied to image processing. Subsequently, the understanding of
the Fourier transform will successively be built up and connected to the two remain-
ing transforms. Finally, the transformations will be compared and their usefulness in
relation to image processing will be explained.
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Kapitel 1

Einleitung

Der franzosische Mathematiker Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) beschiftigte
sich mit der Frage, wie Wirmeleitungsgleichungen geldst werden konnen und verdof-
fentlichte 1822 in seinem Werk ,, Théorie analytique de la chaleur* seine Ideen dazu [3|].
Seine Theorie war es, diese Losungen mittels geeigneter Exponentialreihen berechnen
zu konnen, was ihn zu der Annahme fiihrte, dass beliebige Funktionen als Summe von
Schwingungen darstellbar sind. Diese Idee 16ste viele Kontroversen aus, konnte aber fiir
periodische Funktionen belegt werden und hat sich 200 Jahre spéter in der Mathematik
und Physik als ein wichtiges Werkzeug etabliert, welches als Fourierreihe beziehungs-
weise Fouriertransformation bekannt ist.

Schwingungen lassen sich an verschiedenen Stellen finden. Angenommen ein Stein
wird in ein stilles Gewisser geworfen, so ergeben sich schwingungsformige Wellen, die
von dem Punkt ausgehen, an dem der Stein die Wasseroberflache durchbrochen hat. Das
Gleiche passiert ebenfalls bei Gerduschen, die erzeugt werden. Ob Melodien, Rauschen,
Geraschel oder beim Sprechen, es gibt immer gerduscherzeugende Objekte, deren In-
formationen iiber Luftschwingungen getragen, wahrgenommen werden konnen. Die-
se Schwingungen sind vielfach iiberlagert, was sich am Klang von Musikinstrumenten
nachvollziehen ldsst. Die mechanische Schwingung einer Flote wird durch das Instru-
ment beim Hineinblasen erzeugt. Die Luftsdule innerhalb der Flote kann infolge des
Offnens und SchlieBens der Locher entweder verlingert oder verkiirzt werden, wodurch
tiefere oder hohere Tone entstehen. Wird geflotet, ist der entstehende Ton nicht etwa
rein, sondern wird durch die Vibration des Klangkorpers, also des vibrierenden Holzes
der Flote, iiberlagert [15]]. Noch deutlicher ist dies bei Instrumenten wahrzunehmen, die
einen groBeren Korpus besitzen, wie eine Geige oder ein Kontrabass. Dies ist dadurch
zu erkldren, dass Menschen in der Lage sind Tone von 20 bis 20000 Hz wahrzunehmen
und deren Hohenunterschiede in gewissem MaBe differenzieren konnen [4]. Da der Ton
einer Geige durch den voluminoseren Klangkorper komplexer aufgebaut ist als der einer
Flote, sind die Uberlagerungen der Schwingungen besser herauszuhéren [3].

9



10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Mittels der Fouriertransformation ist es moglich den Klang eines Singers oder einer
Sdngerin zu bearbeiten, indem fiir das menschliche Gehor unharmonische Schwingung-
en herausgefiltert werden. Das Endergebnis klingt folglich harmonischer. Dies fiihrt un-
mittelbar zur Signalverarbeitung, bei der das Eingangssignal, das durch den erzeugten
Ton entsteht, iiber ein Mikrofon aufgenommen und an einen Computer weitergeleitet
wird. Dieser komplexe Ton wird vom System durch eine Software in seiner Schwingungs-
form dargestellt und dann in eine Form umgewandelt, in der er bearbeitet werden kann.
Das bearbeitete Ergebnis entspricht dem Ausgangssignal. Es ist iiblich, dass Systeme
periodische Eingangssignale aufnehmen, die periodisch fortgesetzt werden und diese in
eine fiir sich verwertbare Form umwandeln, bearbeiten und weiterleiten.

Ein weiteres Anwendungsgebiet stellt der Bereich der Optik dar. Der gesamte Zweig
der Fourieroptik beschiftigt sich mit Schwingungen, was nicht weiter verwunderlich ist,
da Licht ebenfalls aus Schwingungen besteht [8]. Die Fouriertransformation kann also
praktisch iiberall dort genutzt werden, wo Schwingungen auftauchen, diese als eine Art
Eingangssignal interpretiert und periodisch fortgesetzt werden. Im Fokus dieser Arbeit
steht die Anwendung der Fouriertransformation innerhalb der Bildverarbeitung, einem
Anwendungsgebiet, in welchem diese Transformation erst einmal nicht vermutet wird.

Was Bilder mit Schwingungen gemeinsam haben und warum Bilder in Schwing-
ungen zerlegt oder aus ihnen rekonstruiert werden konnen, wird in dieser Arbeit geklirt
werden. AuBler der Fouriertransformation gibt es einige andere Transformationen dieser
Art, wie die Sinustransformation, die Kosinustransformation und die Hadamard-Walsh-
Transformation, die im Grunde alle mit demselben Prinzip arbeiten.

Die Fourierreihe sowie die Fouriertransformation sind stark mit verschiedenen ma-
thematischen Bereichen, wie der linearen Algebra und der Analysis, verzahnt. Diese
Arbeit soll den entsprechenden Kontext anwendungsorientiert herstellen und dazu bei-
tragen, den Studierenden einen Zugang zu diesem Teilbereich der Bildverarbeitung zu
schaffen. Dabei werden die komplexen Sachverhalte auf das Eindimensionale herunter-
gebrochen und dann auf die zweidimensionale Anwendung in der Bildverarbeitung
ibertragen. Mathematische Grundlagen werden hierfiir zur Auffrischung angeboten und
auf einer fiir die Thematik angemessenen Ebene behandelt. Weiterhin wurde darauf ge-
achtet, die Unterkapitel in eine Form zu bringen, die den Leser mit einem jeweils ange-
messenen Informationgehalt nicht iiberfordern sollen und getroffene Aussagen zahl-
reich mit Bildern unterstreichen. Dies soll auf moglichst anschaulichem Wege dazu
fiihren, die anwendungsorientierte Fouriertransformation zu erldutern. Dariiber hinaus
wurde fiir das Grundverstdndnis darauf verzichtet iiberfliissige Formeln einzubringen,
die den Einstieg in die Thematik erschweren konnten. Dies soll dazu fiithren, dass Stu-
dierende das abstrakte, mathematische Konstrukt anwendungsbezogen kennenlernen,
die Grundlagen verstehen und in anderen Bereichen sukzessive auf den Kenntnissen
aufbauen konnen. Die Grundlage dieser didaktisch motivierten Arbeit bildet demnach
ein anschaulicher Ansatz, der auf mathematisch harte Einstiege verzichtet und den In-
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halt iiber einen nachvollziehbaren Weg vermittelt. Diese Veranschaulichung wird dann
mit den notigen mathematischen Konzepten untermauert.

Nach der Fouriertransformation wird die ihr verwandte Kosinustransformation vor-
gestellt, deren Kapitel sich die zuvor gelegten Grundlagen zu Nutze macht und einen
schnellen Einblick in die Materie gibt. AbschlieBend wird sich der Hadamard-Walsh-
Transformation zugewandt, die sich von den zuvor gezeigten Transformationen etwas
abgrenzt, aber durch ihre Einfachheit besticht. Zusammenfassend werden diese drei li-
nearen Transformationen untereinander verglichen und ihre Eigenschaften diskutiert.






Kapitel 2

Hintergrundwissen

In diesem Kapitel werden die mathematischen Grundlagen zum Verstindnis der Fou-
riertransformation gelegt.

2.1 Analysis

Im Abschnitt der Analysis wird sich auf das Konvergenzverhalten sowie die Reihendar-
stellung von cos(z), sin(x) und e” beschrinkt.

2.1.1 Konvergenz

Konvergenz wird oft mit dem Schaubild gemif3 Abbildung ([9] Quelle: Eigene Dar-
stellung) veranschaulicht. Hier wird das Verhalten einer Funktion iiber die natiirlichen
Zahlen a,, mit n € N dargestellt. Eine solche Funktion wird auch als Folge bezeichnet.
a, oszilliert um den Grenzwert g, bis bei einer hinreichend grofen natiirlichen Zahl n
fast kein Unterschied mehr zwischen dem Wert von ¢g und a,, existiert. Es gilt, dass a,,
fiir ein unendlich groBes n den Wert von g asymptotisch annéhert [Pap09].

Konvergenz ist ein essentieller Begriff der Analysis. Im Allgemeinen werden Funk-
tionen auf ihr Verhalten untersucht, wenn bestimmte Zahlen in sie eingesetzt werden.
Bei Kurvendiskussionen ist es oft interessant zu wissen, wie sich eine Funktion f(z)
fiir  gegen unendlich (formal: xlirgo f(x)) oder an Stellen verhilt, an denen sie nicht

definiert ist, den sogenannten Polstellen. Dazu wird beobachtet wie sich f(x) verhilt,
wenn x schrittweise gegen einen bestimmten Wert wandert. Néhert sich die Funktion
einem festen Wert an, wird dies Konvergenz genannt, andernfalls Divergenz.

Gilt lim f(z) = +4oo oder lim f(z) = —oo handelt es sich um eine bestimmte
T—00 T—r00

Divergenz[Pap09].

13



14 KAPITEL 2. HINTERGRUNDWISSEN

an

Abbildung 2.1: Konvergenzverhalten einer Folge a,,

2.1.2 Reihen

Das Konvergenzverhalten kann an Summen untersucht werden. Summen, die unendlich
viele Summenterme besitzen, werden als ,,Reihen® bezeichnet. Bekannte Funktionen
wie e”, sin(x) und cos(z) sind als Reihen ausdriickbar:

o0 (_1)71_1 J:Qn—l

sinx = Z —(Qn )

n=0

& 1)" 2n

(—1)"=x
cosT = Z anl

n=0

Das bedeutet, dass unendlich viele aufaddierte Glieder dieser Reihen genau der je-
weiligen Funktion entsprechen. Beispielsweise sei e! betrachtet. Nach der Reihendar-
stellung ergibt sich:
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I RN
et n! —~ n!
Die ersten fiinf Glieder ergeben:

24:1_ 1 +1+1+1
:On 2! 3!

1 1 1
~1+1 — =2
e + +2+6+24 7083

Dies ist eine Niherung der eulerschen Zahl e ~ 2.718 und verdeutlicht zusitzlich,
dass Reihen ebenfalls konvergent sein konnen, denn der Grenzwert der Exponentialrei-
he fiir x = 1 ist e. Im néchsten Kapitel wird ein weiterer niitzlicher Zusammenhang
untersucht, den diese drei Reihen bieten.

2.2 Komplexe Zahlen

Die bekannten Zahlenmengen beschreiben bestimmte Sachverhalte. Typischerweise sind
diese Mengen aus bestimmten Anwendungsfillen hervorgegangen. So werden natiirli-
che Zahlen dazu genutzt, Gegenstidnde zu zédhlen, und rationale Zahlen, um Verhiltnis-
se zum Ausdruck zu bringen. Letztendlich verhilt es sich mit komplexen Zahlen als
Erweiterung der reellen Zahlen dhnlich. Anwendungsgebiete finden sich in der Mathe-
matik und Physik, wo sich Zusammenhénge leichter mit Hilfe der komplexen Zahlen
ausdriicken und berechnen lassen. Als Anwendungsbeispiel wird im Kapitel 3.1] die
Fouriertransformation vorgestellt, fiir die die Berechnung und Darstellung durch kom-
plexe Zahlen vereinfacht wird. An dieser Stelle wird auf die komplexe Zahlenebene
eingegangen, an der noch einmal verdeutlicht wird, wie sich komplexe Zahlen vorzu-
stellen sind. Des Weiteren wird der Bezug zwischen der komplexen Exponentialreihe,
zur Sinusreihe und Kosinusreihe hergestellt und darauf aufbauend eine Interpretation
der komplexen Exponentialfunktion gegeben.

2.2.1 Komplexe Zahlenebene

Komplexe Zahlen (C) in ihrer allgemeinen Form z = a + bi bestehen aus einem Realteil
a € R und einem Imaginérteil b € R. 7 entspricht der imaginédren Einheit, die es zuldsst,
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die Wurzel aus einer negativen Zahl zu ziehen. Der Wert von i ist auf \/—1 festgelegt.
Die Zahl z wird als zweikomponentige Zahl verstanden, die in einer Ebene abgebildet
wird, analog zur Menge der Zahlen des R? [MWO6]. Die x-Achse bildet den Realteil
ab und die y-Achse (Imagindrachse) den Imaginirteil, wie Abbildung [2.2] ([9] Quelle:
Eigene Darstellung) zeigt:

2.5

15

0.5

-0.5

-1.5

-2

Abbildung 2.2: Komplexe Zahlenebene

Der Betrag einer komplexen Zahl (dargestellt als griiner Vektor) ergibt sich aus dem
Abstand vom Ursprung zu den Koordinaten von z. Dieser ergibt sich aus der Wurzel der
Summe der Quadrate vom Real- und Imaginérteil. Hier konkret:

2| = VETE = V8

Der Betrag wird auch als Amplitude bezeichnet. Die Phase oder der Winkel, den der
Vektor mit der x-Achse einschlieB3t, berechnet sich durch den Arcustangens:

2
a= arctan(é) =45.0°
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Festzuhalten ist, dass komplexe Zahlen eine Zahlenebene bilden und jede komplexe
Zahl durch ihre Phase und Amplitude eindeutig darstellbar ist.

2.2.2 Zusammenhang: Sinus, Kosinus und Exponentialfunktion

Zuvor wurde angedeutet, dass zwischen den Reihen ein interessanter Zusammenhang
hergestellt werden kann. Durch die Reihendarstellung von Kosinus und Sinus lisst sich
zeigen, dass

i

e'” = cos(x) + isin(x)

gilt.

Erlduterung:

(i@ | (i} (i) (o)

TR T T
@f @) @ @
A T T R R

= cos(z) + isin(z)

Benjamin Peirce (1809-1880) soll einst iiber die eulersche Identitit (/™ + 1 = 0)
gesagt haben [1]:

,Gentlemen, that is surely true, it is absolutely paradoxical; we cannot un-
derstand it, and we don’t know what it means. But we have proved it, and
therefore we know it is the truth.*

Es geniigt an dieser Stelle die komplexe Exponentialfunktion aus einem bestimmt-
en Blickwinkel zu verstehen. Da die e-Funktion iiber sin(x) und cos(x) ausgedriickt
wird, kann bei der Interpretation stets auf beide Funktionen zuriickgegriffen werden. In
Abbildung ([9] Quelle: Eigene Darstellung) sind die Punkte P, und P, auf dem Ein-
heitskreis gegeben. P; wird durch cos(«) in x-Richtung beschrieben und durch sin(«) in
y-Richtung. Gezeigt wurde, dass dieser Punkt P; genau e'® entspricht. Das Argument
der Exponentialfunktion multipliziert mit 2 ergibt den Punkt P,. Ein Punkt, der immer
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noch auf dem Einheitskreis liegt, allerdings um 45° gegen den Uhrzeigersinn um den
Nullpunkt gedreht ist. Wird der Faktor des Winkels als Zeit ¢ und der Einheitskreis als
Uhr interpretiert, so wiirde ¢t = 3 der 22 Uhr-Position entsprechen. Anschaulich kann
der Winkel als schrittweise Abtastung der Uhrzeit verstanden werden, was bei einer
normalen Uhr entweder Sekunden oder Minuten sind. Entsprechend einer haushaltsiib-
lichen Uhr wire also die Schrittweite in einen Winkel umgerechnet 5°. ¢ kann nach der
Analogie als konkrete Angabe des Zeitpunktes der aktuellen Stunde verstanden werden.
Allgemein gilt, dass eine Verdnderung des Arguments der Exponentialfunktion als eine
Drehung (Rotation) der komplexen Zahl zu verstehen ist.

1.5

Pz — ei2a

P1 — eila

2c : sin(«)

15 2

Abbildung 2.3: Komplexer Einheitskreis

2.3 Lineare Algebra

Das Kapitel der linearen Algebra stellt eine Wiederholung der Begriffe Vektorraum,
Linearkombination, Basis, Transformation und Skalarprodukt dar.

2.3.1 Vektorraum

Den zentralen Begriff der linearen Algebra bildet der Vektorraum [Beu(9]. Vektorrdume
werden vor allem im R"™ betrachtet, wobei n die Dimensionen des Raumes beschreibt.
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Vereinfachend lassen sich die Dimensionen gedanklich auf den R? (ein Blatt Papier)
oder auf den R? (einen Raum) reduzieren. In der folgenden Abbildung ([10] Quelle:
Eigene Darstellung) werden die Komponenten eines Vektorraums ersichtlich:

werden werden
genutzt ~ genutzt
von von

Skalare
einer Vektorraum
Menge

Abbildung 2.4: Graphische Darstellung der Zusammensetzung eines Vektorraums

Operationen
eines
Vektorraums

In der Mitte der Abbildung stellt der Wiirfel den Vektorraum dar. Dies ist als Veran-
schaulichung zu verstehen, denn der Vektorraum des R3 ist keineswegs endlich, wie das
Bild suggeriert. Ein Vektorraum wird hauptsichlich iiber die Skalare und iiber die Oper-
ationen mit diesen und den Vektoren definiert. Skalare entspringen einer bestimmten
Menge. Da diese Menge die Korperaxiome erfiillen muss, wird meistens von Skalar-
en aus den Mengen R oder C, den reellen oder den komplexen Zahlen, gesprochen
[BeuO9]]. Demnach sind Skalare nichts weiter als Variablen, die diesen Mengen ange-
horen, wie etwa 2, da 2 € R.

Wie im Kapitel iiber komplexe Zahlen [2.2.1] erldutert, konnen Vektoren als Zeiger
auf einen bestimmten Punkt verstanden werden. Diese Vektoren sind fester Bestandteil
des Vektorraums. Durch sie kann jeder Stelle des Raumes ein fester Wert zugeordnet
werden. Innerhalb dieser Arbeit werden Vektoren wie folgt notiert:

U1

U3
Die Eintrédge vy, v und v werden als Komponenten des Vektors bezeichnet und ihre
Anzahl spiegelt gleichzeitig die Dimension des Raumes wider. In diesem Fall also den

R3. Die Verkniipfung der Vektoren und der Skalare findet iiber geldufige Operationen
statt:

1 4 )
21+ 15 =|7
3 6 9
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Durch eine einfache Addition zweier Vektoren kann demnach ein anderer Vektor be-
schrieben werden.

Festzuhalten ist, dass Vektorrdume aus drei Komponenten bestehen:
1. Skalare, eine Menge von reellen oder komplexen Zahlen.

2. Vektoren, die Grundbausteine eines jeden Vektorraumes, die beschreiben, wo et-
was innerhalb des Raumes liegt.

3. Operationen, mit deren Hilfe verschiedene Sachverhalte ausgedriickt werden kon-
nen.

2.3.2 Linearkombination

Wie zuvor angesprochen, konnen Vektoren durch Operationen verkniipft werden. Aus
der Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar ergibt sich ein neuer Vektor, wobei
jede Komponente des alten Vektors mit dem Skalar multipliziert wurde:

4 12
3o =115
6 18

Aus dieser Operation und der Addition lésst sich der Zusammenhang der Linearkombi-
nation beschreiben:

n
E SpUp = S1V1 + SoU2 + S3V3 + ...
n=1

Wobei s,, aus der Menge der Skalare und v,, aus der Menge der Vektoren stammt.
Wie die Abbildung[2.5]([9] Quelle: Eigene Darstellung) verdeutlicht, ist es gemal dieser
Formel moglich, mit Hilfe einer gewichteten Kombination anderer Vektoren auf genau
denselben Punkt zu zeigen, der schon durch einen Vektor beschrieben ist:

Es gilt:

w=Tu+05 =1 @ 05 (3) ) @
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3.5

(5,3)

25

15

0.5

-0.5

Abbildung 2.5: Beispiel einer Linearkombination

Vereinfacht gesagt, wird die volle Lange des Vektors w genommen und von dem
Punkt aus, auf den dieser zeigt, mit Vektor v weitergegangen. Da v allerdings vier
Schritte in x-Richtung geht und nur zwei bendtigt werden, wird seine x-Richtung durch
den Faktor 0.5 gekiirzt, sodass der gewiinschte Punkt erreicht wird. Jener Punkt, auf den
w ebenfalls zeigt. Zuvor wurde von der gewichteten Summe der Vektoren gesprochen.
Die Skalare entsprechen bei der Linearkombination den Gewichten, da sie das Verhilt-
nis im Sinne davon angeben, ,,wie viel* oder ,,wie wenig* von dem jeweiligen Vektor
benotigt wird.

2.3.3 Basis

Wie erldutert, konnen Vektoren durch die gewichtete Summe anderer Vektoren ausge-
driickt werden. Auf Grund dessen stellt sich die Frage, ob eine Mindestmenge existiert,
aus der alle Vektoren eines Vektorraumes mit Hilfe der Linearkombination dargestellt
werden konnen. Diese Mindestmenge von Vektoren wird als Basis bezeichnet. Ein ein-
faches Beispiel dafiir ist die kanonische Basis des R?:
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o100 0y

Alle Vektoren des R? kénnen durch die Linearkombination dieser beiden Vektoren
ausgedriickt werden. Es sei erwihnt, dass Vektoren einer Basis auch als Basisvektoren
bezeichnet werden. Es ist nicht moglich, einen dieser beiden Basisvektoren wegzu-
lassen, da sonst die x-Richtung beziehungsweise y-Richtung nicht mehr beschrieben
werden kann. Dies zeigt, dass die beiden Vektoren linear unabhéngig voneinander sind,
also nicht jeweils durch den anderen Basisvektor ausgedriickt werden konnen. Demnach
bildet diese zweielementige Menge eine Mindestmenge des R? [Sch10]].

Festzuhalten ist, dass ein Vektorraum unendlich viele Basen haben kann und dass
mit Hilfe einer Linearkombination der Basisvektoren alle Vektoren innerhalb des Vek-
torraums darstellbar sind.

2.3.4 Lineare Transformation

Knapp formuliert konnte gesagt werden, dass Lineare Transformationen Vektoren zwi-
schen verschiedenen Basen abbilden [AHK™09]. Da Transformationen die wichtigste
Grundlage sind, wird an dieser Stelle noch einmal genauer auf sie eingegangen.

Wie im vorherigen Abschnitt festgestellt, kann ein Vektorraum durch verschiedene
Basen beschrieben werden. Angenommen der R? wird durch zwei verschiedene Basen
B und B, beschrieben und die beiden Darstellungsmoglichkeiten sollen in Bezug zu-
einander gesetzt werden. Dazu muss die Uberlegung getroffen werden, wie Vektoren,
die durch B; erstellt werden, mit Hilfe von B, ausgedriickt werden konnen. Selbiges gilt
fur den umgekehrten Fall. Das folgende Schaubild [2.6|([10] Quelle: Eigene Darstellung)
beschreibt diesen Zusammenhang:

[Vl > [T(V)]s,
J B, l
A
Toy
L

Toy
Y
B,
[T(V)]s,

[v]B,

Y

Abbildung 2.6: Transformationszyklus von zwei Basen



2.3. LINEARE ALGEBRA 23

Gegeben sind zwei verschiedene Basen B und B,. Ein Vektor v wird jeweils durch
die Basis B; oder By so abgebildet, dass sich das Bild T'[v]p, beziehungsweise das
Bild T'[v] s, ergibt. Im Folgenden wird nun untersucht, wie die Transformationsmatrix
von T'[v]|p; zu T'[v] pa, also 1o, berechnet werden kann. Hierzu seien folgende Basen
gegeben:

Es besteht die Moglichkeit, einen beliebigen Vektor mit den Komponenten v; und v zu
nehmen, diesen mit der Matrix, bestehend aus den Basisvektoren, zu multiplizieren und
die Darstellung mit der jeweiligen Basis zu erhalten:

(1) ()= () e (2 5) (1) = C2)

Angenommen der Vektor v besitzt die Komponenten v; = 2 und v, = 2, dann berech-
net sich die Abbildung T'[v]p, tiber diese Matrix durch:

T[v]s, = G 5) @ B @

Das Bild ist in dieser Basis der Vektor mit den Komponenten 4 und 6. Fiir die Basis B,
ergibt sich allerdings ein anderes Bild:

Tv]p, = (3 3) @) B <160)

Hieraus folgt, dass das gewiinschte Ergebnis T'[v]|g, = T'|v]p, nicht gegeben ist. Ge-
sucht ist demnach die Losung dieser Gleichung, um den zugehdrigen Vektor fiir By zu
finden:
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G)-CHEm-0n-62 (.

Mit der Berechnung der inversen Matrix, ergibt sich:

(o= 20 )= )

Dies entspricht der gesuchten T7,-Matrix. Der gesuchte Vektor berechnet sich nun aus:

T(v] 5, = (_11 é) @ B (g)

Zur Probe wird

L 3E)=0)

berechnet. Dies ergibt das gleiche Ergebnis.
Das Bild, welches entsteht, wenn eine Basis mit einem Vektor multipliziert wird,
wird als Transformation des Vektors an der Basis bezeichnet:

T[v] =Tv

Die Umkehrung entspricht:

v T =T

Kurzum, es wird eine beliebige Basis und ein Vektor benotigt, um diesen Vektor der
Basis spezifisch abzubilden. Transformationen dieser Art sind nicht auf die Dimensio-
nen beschriankt und konnen daher ebenfalls im R™ ausgefiihrt werden.
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2.3.5 Skalarprodukt

In diesem Abschnitt wird erldutert, wie das Skalarprodukt als ein Ahnlichkeitsmaf ge-
nutzt werden kann. Seien die Vektoren

=)= ()

gegeben, so berechnet sich das Skalarprodukt aus der Summe der komponentenweisen
Multiplikation:

(v,u) = (_13> 0 G’>z1.3+<—3-(1)):o

Das Ergebnis 0 zeigt die Orthogonalitét der Vektoren. Allgemein ist das Skalarprodukt
definiert als:

(v,u) =vou = |v||u| - cos(a)

Wobei v den Winkel zwischen den Vektoren bezeichnet und |v| die Linge von v be-
schreibt. Es gilt cos(90°) = 0, daher ist auch das Skalarprodukt 0. Das erklirt, weshalb
fiir eine Priifung auf Orthogonalitit zweier Vektoren (v, u) = 0 getestet wird.
Angenommen u und v sind normiert, dann ist die Lidnge beider Vektoren jeweils 1. In
der oben genannten Formel ergibt sich nun:

(U, Up) = Uy 0 Uy, = |Up||Uy] - cos(a) =11 cos(a) = cos(a)

Somit bewegen sich die Werte, die durch das Skalarprodukt angenommen werden,
nur im Wertebereich des Kosinus (im Intervall [—1, 1]). Der maximale Wert zweier Vek-
toren ergibt sich genau dann, wenn der Winkel zwischen ihnen 0° ist und beide Vektoren
in dieselbe Richtung zeigen. Das Ergebnis ist dann 1. Analog ergibt sich der niedrigste
Wert, wenn beide Vektoren im 180° Winkel zueinander stehen, also in entgegengesetzte
Richtungen zeigen. In diesem Fall wire das Ergebnis —1.
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Das Skalarprodukt liefert demnach Informationen iiber die Beziehung der unter-
suchten Vektoren.



Kapitel 3

Lineare Transformationen

3.1 Fouriertransformation

In der Bildverarbeitung ist das Bild von Lenna geldufig [11]]. Kantendetektion und Glét-
tung von Bildern durch Faltung, wie in Abbildung [3.1] dargestellt, wird vorausgesetzt.

Abbildung 3.1: v.l.n.r. Lenna; Kantendetektion (invertiert); Glattung

Besonders ist, dass diese beiden Operationen hier nicht das Resultat von Faltungen
sind, sondern das der diskreten Fouriertransformation (DFT). Die DFT ist eine Basis-
transformation (siehe Lineare Transformationen [2.3.4), die ein Bild in einen Funktions-
raum abbildet, der nur aus Schwingungen besteht. Dieser sogenannte Frequenzraum
erleichtert die einfachere Handhabung von Filterungen, lisst sich effizient berechnen
und bietet weitere Anwendungsfelder. Die Bilder werden im Frequenzraum so abge-
dndert, sodass beispielsweise wie in Abbildung [3.1] bei der Riicktransformation eine
Kantendetektion oder Glittung entsteht. Faltungsmasken wie der Sobelfilter, werden im
Frequenzraum nicht benétigt, sondern durch pixelweise Multiplikationen ersetzt. Alle
Bearbeitungen die nicht mit Geogebra oder DrawlO erstellt wurden sind mittels Python
und OpenCV erstellt [6].

27
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3.1.1 Mathematischer Hintergrund

Periodische Signale (oder Funktionen) sind iiberlagerte sinusoidale Schwingungen, die

in ihre Bestandteile zerlegt und aus ihren Bestandteilen wieder rekonstruiert werden
konnen. Diese Zerlegung beziehungsweise Zusammensetzung ist eindeutig. Dies ist né-
herungsweise die Aussage der Fourierreihe [AHK™09]]. Diese Zerlegung von Signalen
entspricht der in ihre Grundschwingung und Oberschwingungen, wobei Oberschwingungen
auch als Harmonische bezeichnet werden [AHK™09].
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Abbildung 3.2: Grundschwingung und Oberschwingungen einer Sinusfunktion

In Abbildung [3.2]ist zu erkennen, dass die Grundschwingung (blau) der Sinusfunk-
tion einmal im Intervall [0, 27] durchschwingt, wobei die Amplitude 1 betriigt. Bei der
orangen Sinusfunktion handelt es sich um die erste Oberschwingung (erste Harmoni-
sche). Diese Funktion schwingt mit einer geringeren Amplitude im selben Intervall
zweimal komplett durch, wobei der erste und letzte Nulldurchgang mit der Grund-
schwingung iibereinstimmen. Analog nimmt bei der zweiten Harmonischen (griin) die
Amplitude weiter ab und die Funktion schwingt doppelt so oft in demselben Intervall
wie die erste Harmonische. Im dem Kontext der DFT sind Oberschwingungen und
Grundschwingungen mit dem Begriff der Frequenz oft austauschbar, da durch die je-
weiligen Oberschwingungen die Frequenz implizit gegeben ist. Die erste Harmonische
beschreibt die doppelte Frequenz der Grundschwingung.
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Dass es grundsitzlich moglich ist, verschiedenste periodische Signale zu zerlegen,
wird an dieser Rechteckfunktion gezeigt (siche Abbildung [3.3):

Abbildung 3.3: Rechtecksignal

Charakteristisch fiir Rechtecksignale ist, dass sie stufenweise Werte annehmen. In
diesem Fall die Werte -1 und 1. Werden Schwingungen in einer bestimmten Weise iiber-
lagert, fillt auf, dass diese einem Rechtecksignal immer @hnlicher werden. Abbildung
[3.4] verdeutlicht dies in einer Abfolge von Bildern:

ACARCAS \
-1 -1
-2 -2 -

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8
2 2

Abbildung 3.4: Approximationen eines Rechtecksignals
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Auf der linken Seite kann der Verlauf der verschiedenen Sinuskurven nachvollzo-
gen werden. Auf der rechten Seite sind nun die Funktionen aufaddiert und bilden die
jeweils dargestellte blaue Funktion. Wie im Verlauf von oben nach unten zu erkennen
ist, wird das Rechtecksignal, welches dargestellt werden soll, angenihert. Die auffillig
starken Uberschwingungen bei den Spriingen von -1 auf 1 oder umgekehrt werden als
Gibbs-Phinomen bezeichnet und treten immer dann auf, wenn die Ursprungsfunktion
eine Sprungstelle hat [7]. Dieses Uberschwingen wird fiir weitere dieser Art hinzuge-
fiigte Sinusschwingungen verschwindend gering. Grund dafiir ist, dass die Summe die-
ser Schwingungen sich der Funktion immer weiter annihert, da die Fourierreihe unter
gewissen Umstinden konvergent ist (sieche Konvergenz 2.1.1) [AHK™09].

In diesem Abschnitt wurde eine interessante Betrachtung von Funktionen einge-
fiihrt, die auf die Fourierreihe zuriickzufiihren ist. Grundbausteine verschiedener peri-
odischer Funktionen sind Schwingungen, die in ihrer gewichteten Summe die Funktion
wieder darstellen (siehe Kapitel [2.3.2)). Umgekehrt kann eine Funktion in ihre einzelnen
gewichteten Schwingungen zerlegt werden.

3.1.2 Eine Idee einer geeigneten Transformationsmatrix

In diesem Kapitel wird anschaulich erklért, wie die Transformationsmatrix der Fourier-
transformation aufgebaut ist. Weiterhin wird in den folgenden Kapiteln eine Ubersicht
3.5 ([10] Quelle: Eigene Darstellung) angeboten, auf der mit griin farblich markiert ist,
was bereits behandelt wurde, beziehungsweise vertieft wird, und mit blau aufzeigt, was
im Kapitel thematisch neu hinzukommt:

] beeinflusst
p Ort = Schwingung [€---========--==-=-muumuny )
Pixel pro '
‘ Wert komplexen H
SLCEN——
Amplitude
DFT
] "1 | kompl
Bild | [ 0\;\,”5 nee"e < +
l—— —
iDFT
S B
Ortsbereich Frequenzraum

Abbildung 3.5: Ubersicht

Bei der Bearbeitung der DFT wird, der Abbildung [3.5|gemil, das im Verlauf zu be-
handelnde Bild zunichst zeilenweise untersucht. Die einzelnen Pixel wurden in der Gra-
fik explizit aufgelistet, um zu verdeutlichen, dass sowohl der Pixelwert als auch der Pi-
xelort eine Rolle spielen werden. Das Bild wird vom Ortsbereich iiber die DFT-Matrix in
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den Frequenzbereich abgebildet, wobei komplexe Werte entstehen. Aus diesen werden
Amplitude und Phase berechnet (siehe Kapitel 2.2.T)) [Bov09]]. Die bearbeitete Amplitu-
de hat Auswirkungen auf die Schwingungen. Da es sich um eine lineare Transformation
handelt, kann von den verdnderten komplexen Werten iiber die inverse DFT-Matrix zu
dem Bild zuriicktransformiert werden. Gesucht ist eine Transformationsmatrix

die diese Transformation vom Ortsbereich in den Frequenzbereich und zuriick bewerk-
stelligen kann. Der Ortsraum wird intuitiv als ein Raum verstanden, der durch Vektoren
in kartesischen Koordinaten beschrieben werden kann. Der Begriff Ortsbereich ist eben-
falls geldufig und kann synonym verwendet werden. Der Frequenzraum oder Frequenz-
bereich ist ein Funktionsraum, der aus Schwingungen besteht [Bov(09]]. Mathematisch
gesehen ist es unproblematisch einen Vektor des R? oder einen Vektor des R® zu trans-
formieren. Neu ist, dass Vektoren v auf Vektoren T'[v] abgebildet werden sollen, die
Informationen von Schwingungen in ihren Komponenten enthalten. Gibt es eine solche
Matrix, so kann diese auch wieder in den Ortsbereich zuriicktransformieren:

v=T""'T[v]

Dies entspricht der Eigenschaft einer linearen Transformation. Gewiinscht ist eine
Transformationsmatrix, die zeilenweise als Basisfunktionen Schwingungen enthilt. Je-
de Schwingung wird hierbei mit dem zu transformierenden Vektor v verkniipft, woraus
das Ergebnis dieser Verkniipfung Fj, resultiert.

Fy Vo
F U1
F V2
Fy _ U3
Fy - Vg
Fy Us
Fg Ve
F U7

Abbildung 3.6: Transformationsmatrix

Die Matrix besteht beispielsweise aus acht Zeilen (wie in Abbildung|3.6|dargestellt),
von denen jede wiederum eine gestrichelte und eine durchgehend gezeichnete Funktion
enthilt. Die gestrichelte Funktion entspricht hierbei einer Sinusfunktion und die durch-
gezogene einer Kosinusfunktion. Der Wertebereich jeder dieser Funktionen liegt zwi-
schen —1 und 1. Die gestrichelte horizontale schwarze Linie kennzeichnet die x-Achse
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durch den O-Punkt. Natiirlich wiirde eine Multiplikation kontinuierlicher Funktionen
mit diskreten Werten des Vektors v nicht funktionieren. Die Funktionen innerhalb der
Matrix miissten abgetastet werden, sodass sinnvollerweise in diesem Beispiel zeilenwei-
se acht diskrete Werte enthalten wiren. Diese diskretisierten Funktionen werden auch
als Basisfunktionen bezeichnet und ihre einzelnen abgetasteten Werte werden als Sam-
ples bezeichnet. Dass als Basisfunktionen Sinus- und Kosinusfunktionen gefordert sind,
ist kein Zufall. Dies wird im nachfolgenden Kapitel deutlich werden. Jede berechnete
Komponente Fj, des Vektors T'[v] trigt Informationen iiber die multiplizierte Schwing-
ung in sich.

Ziel war es, die Idee der Matrix aufzugreifen, die den Kern der DFT bildet und nichts
weiter ist als rethenweise diskretisierte Werte abgetasteter Schwingungen, die mit einem
Vektor multipliziert, diesen in den Frequenzbereich abbilden.

3.1.3 Uber die Fourierreihe zur DFT-Matrix

peem
= Schwingung [€-------==--~-------conony .
Pixel pro '
Wert komplexen H
Wert
Amplitude
DFT
" komplexe |
Bild Werte [€ +
iDFT
Phase
Ortsbereich Frequenzraum

Abbildung 3.7: Ubersicht

In diesem Kapitel wird erldutert, wie die Definition der Fouriertransformation in eine
kompakte Matrixschreibweise iiberfiihrt werden kann. Die Fourierreihe, deren funkti-
onsweise am Rechtecksignal verdeutlicht wurde (siehe Kapitel [3.1.1]), ist in ihrer kom-
plexen Form gegeben als [AHK09]:

Die Formel driickt die Zerlegung einer Funktion f(x) in eine gewichtete Summe
ihrer zu Grunde liegenden Schwingungen geméll der komplexen e-Funktion aus. Die
e-Funktion kann entsprechend des Zusammenhangs des Kapitels[2.2.2]in

71‘;?\7;2” (—ikn27r) 4 L. (—i/{ZTLQ?T)
e = COS(—— s ——
N N
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zerlegt werden, daher besteht f(x) aus sinusoidalen Funktionen. p,, entspricht in der
Bildverarbeitung den einzelnen Pixelwerten. Wird der Fokus auf die einzelnen Infor-
mationen der vorkommenden Schwingungen, gemil der Zerlegung, gelegt aus der die
Funktion f(z) besteht, ergibt sich die Formel der Fouriertransformation:

Jedem F}; wird durch die Multiplikation der Pixelwerte mit den gegebenen e-Funktionen
ein komplexer Wert zugeordnet. k£ gibt an, um welche Oberschwingung es sich handelt,
die gerade untersucht wird. Demnach wiirde £ = 1 bedeuten, dass der komplexe Wert
der Grundschwingung ermittelt wird. NV entspricht der Anzahl der Komponenten des
Vektors. n beschreibt als Laufindex der Summe den Zugriff auf den jeweiligen Pixel-
wert des Vektors p, der zerlegt werden soll.

Angewandt auf fortlaufendes n und £ folgt gemif der Formel:

_ i27-0-0 _ i27w-0-1 _i27-0-(n—1)

Fo=e "N pp+e N pi+..+e N Pno1

_i27w-1-0 i2mw-1-1 _i27-1-(n—1)

Fil=e "~ pyo+e ~¥ pi+..+e N Pno1

_ i27w-2-0 _ i27w-2-1 _i27-2-(n—1)

Fo=e""N pp+e ~¥ pi+..+e N Pt

_ i27w-3-0 _i27w-3-1 _i27-3-(n—1)
Fy=e""N po+e ¥ pr+..+te Pn—1
_ 27 (N—-1)-0 _ 27 (N—-1)-1 _ 27 (N—-1)-(n—1)
Fyoi=e N pote NTopit..te N Pn—1

Bei genauer Betrachtung fillt auf, dass die Exponentialfunktionen (Basisfunktionen)
und die Koeffizienten als Skalarprodukt miteinander verkniipft sind. Das Skalarprodukt
entspricht genau einer Multiplikation eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektor (sie-
he Skalarprodukt[2.3.5)). Daher kann dieser Sachverhalt auch ausgedriickt werden als:
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_ i27-0-0 _ i2m-0-1 _i2m-0-(n—1)
e N e N e N
FO _ i27w-1.0 _i27w-1-1 _i2w-1-(n—1) po
F e N e N e N 2}
_ i27w-2.0 _i2mw-2-1 _i27-2-(n—1)
F2 e N e N e N P2
= i27-3- i27-3- i127-3-(n—1
F3 e 127TN5 0 e 127TN5 1 o 27 ]\S’n ) p3
Fn_ i2 <£N—1)-0 2 <£N—1)-1 i2 »(N'—1)~( —1) _
N—1 672‘” i 672‘” i 67z7r = n pN 1
Diese Matrix kann noch etwas kompakter dargestellt werden:
1 1 1 1 1 - 1
1 Wt w? w3 w? . w1
1 w2 W W6 W8 W2(N-1)
T = 1 w3 Wb 0 w12 W3V -1)
1 WwN-1 2(N=1)  B(N-1) AN-1)  (N=1)(N-1)

Hier wurde w = e~ '~ gesetzt. Der Exponent iiber w entspricht der Multiplikation von
n - k. Diese Matrix ist die sogenannte Vandermonde Matrix [[12]. Fiir w? ergibt sich zum
Beispiel (e 7 )’ = e .

Die im jeweiligen Anwendungsfall berechnete Matrix (hier fiir n = 8) wird als
DFT-Matrix bezeichnet:

1 1 1 1 1 1 1 1
1 w - —w -1 —w 1 w
1 — -1 1 1 - -1 w
1 w 1 w -1 w -1 —w
T= 1 -1 -1 1 -1 1 -1
1 —w — w -1 w 1 —lw
1 ¢+ -1 — 1 ) -1 —
1 w 7 —w -1 —w — w

227

Bsgiltw=e¢"5 = 5 - &
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Da sich das Argument der e-Funktion immerzu anders berechnet, nimmt w stets andere
Werte an.

Eine genaue Betrachtung der Vandermonde Matrix ldsst feststellen, dass ihr Inverses
gegeben ist als:

1 1 1 1 1 . 1

1wt w2 w3 w™ . w-N=1)

1 w2 ol w6 w8 o w2(N=1)
T = 1 w3 WO w? w2 WD

i w—(}V—l) w—2(‘N—l) w—S(.N—l) w—4(.N—l) o w—(N—‘l)(N—l)

Daraus ergibt sich analog die Formel der inversen diskreten Fouriertransformation [AHK™09]:

N-1

1 ikn2m
o= 2 FOA

n=0

Der Faktor % dient der Mittelung der Werte und wird an anderer Stelle erldutert (siche
Kapite[3.1.5)).

Die komplexe Fourierreihe wurde als ein Werkzeug vorgestellt, das es erlaubt, Funk-
tionen in Schwingungen zu zerlegen. Liegt das Interesse in der Information jeder ein-
zelnen vorkommenden Schwingung, wird dies als Fouriertransformation bezeichnet, die
explizit jede Schwingung mit dem zu transformierenden Vektor verkniipft und die Infor-
mation dieser Multiplikation als komplexe Zahl abbildet. Dieser Sachverhalt kann als
lineare Transformation ausgedriickt werden. Die Matrix dieser Transformation wird als
Vandermonde Matrix bezeichnet. Das Inverse dieser Matrix ergibt sich im Wesentlichen
durch den Vorzeichenwechsel des Exponenten jedes Eintrags. Ist von den konkret be-
rechneten Werten im Anwendungsfall der DFT die Rede, so wird dies als DFT-Matrix
bezeichnet.
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3.1.4 Interpretation der Zerlegung einer Bildspalte

Or = Sahwi beeinflusst

=oCNwiNngung [-=--=======--~=-======-=-=- \

Pixel pro '
Wert komplexen H

Wert
Amplitude
DFT
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Ortsbereich Frequenzraum

Abbildung 3.8: Ubersicht

Durch die Fourierreihe werden periodische Funktionen in Schwingungen zerlegt, oder
Funktionen durch ihre enthaltenden Schwingungen approximiert. Im Folgenden wird
dies anhand der Bildverarbeitung interpretiert. Gegeben seien die Pixelwerte einer Bild-
spalte: 12, 36, 196, 220, 22,64, 132 und 17. Diese Pixelwerte in ein Koordinatensystem
tibertragen, ergeben folgende Abbildung[3.9}

250 A
200 A °
150 A
100 A

50 A

0 1 2 3 4 5 6 7
Abbildung 3.9: Eingetragene Pixelwerte

Es existiert eine Funktion f(x), die alle Pixelwerte beinhaltet und die durch die
Fourierreihe eindeutig ermittelt werden kann. Es kann also bei mehrfacher Zerlegung
nicht passieren, dass unterschiedliche Werte entstehen.

Eine Funktion kann daher dadurch beschrieben werden, dass sie geniigend abgeta-
stet wird [[13]]. Die griine Funktion der Abbildung [3.9|entspricht der Grundschwingung.
Es handelt sich hierbei um eine bekannte Funktion. Im Falle des Pixelvektors der Bild-
spalte ist es genau umgekehrt: Es handelt sich um eine abgetastete Funktion, aber die da-
hinterliegende Funktion ist nicht bekannt. Es ist nur klar, dass diese Funktion durch die
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Fourierreihe eindeutig zerlegt wird. In ein Koordiantensystem eingetragen, werden die
Schwingungsfunktion und die Pixelwerte wie folgt dargestellt (siche Abbildung [3.10):

0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 3.10: Korrelation zwischen Basisfunktion und Pixelwerten

Die abgetasteten Werte der e-Funktion, also der additiven Verkniipfung der Sinus-
und Kosinusfunktion, die in der Vandermonde Matrix die Zeilenvektoren bilden, sind
an den gleichen z-Werten zu finden, wie die Pixelwerte selbst. Wie im Kapitel [2.3.5]
erldutert, gibt das Skalarprodukt an, wie dhnlich die Pixelwerte zur gegebenen abgeta-
steten Schwingung sind. Diese sogenannte Korrelation zwischen den Pixelwerten und
der Schwingung entspricht in der Abbildung[3.10]der schwarzen Geraden. Eine negative
Steigung, wie hier gegeben, deutet darauf hin, dass diese Schwingung nicht gut mit den
Pixelwerten korreliert. Anders formuliert konnte gesagt werden, dass die Schwingung
die Pixelwerte nicht gut beschreibt. Das heilit konkret, wenn die Vandermonde Matrix
mit einem Vektor multipliziert wird, kann das als Ahnlichkeit des Zeilenvektors zum
Spaltenvektor interpretiert werden. Dadurch lédsst sich die Matrix-Vektor-Multiplikation
als Ahnlichkeitsermittlung zwischen den Zeilenvektoren und dem Spaltenvektor auffas-
sen. Diese Ahnlichkeit wird als komplexe Zahl ausgedriickt.
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3.1.5 Beispiel: Fouriertransformation am Spaltenvektor

Ort = Schwi beeinflusst
[Ort = Sehwingung |-~~~ pro T g

Pixel

Wert komplexen
Wert [
/——>| Amplitude
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Abbildung 3.11: Ubersicht

Da F{ ein Sonderfall ist, wird dieser separat betrachtet und zuerst auf F eingegangen.
Fiir die Pixelwerte 12, 36, 196, 220, 22, 64, 132 und 17 und die Ahnlichkeit zur Grund-
schwingung ergibt sich gemél der Fouriertransformation:

i27:1-0 _i2ml1 _i2r1.7
8

+36-¢ 8 ...+ 17-e 8
=12 [cos(3) +isin()] + 36 - [cos(3) +isin(3)] + ..+

17 - [COS(MTW)) + iSiﬂ(MTﬂ))]

=12-1+36-(0.707 + 0.7073) + ... + 17 - (0.707 — 0.707%)
~ —173.34 — 187.74i

Bei dieser Berechnung wurde ausgenutzt, dass sich die komplexe Exponentialfunkti-
on umschreiben ldsst. Das Argument der Exponentialfunktion wird zum Argument der
Sinus- beziehungsweise Kosinusfunktion. Fiir £ = 1 wurde im Grunde untersucht, wie
viel der Grundschwingung in jedem Samplewert steckt. Das Ergebnis dieser Analyse
liefert die komplexe Zahl —173.34 — 187.74% aus der dann die Amplitude berechnet
wird:

2| = | — 173.34 — 187.74i| = /(—173.34)% + (—187.74)% ~ 255.52

Dies ist die Gewichtung der Grundschwingung.
Im Hinblick auf die beschriebene Fouriertransformation, ist der Ablauf folgender:

1. p, steht fiir die einzelnen Pixelwerte.
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2. Uber die Fourierreihe wird berechnet, wie viel von der Grundschwingung oder
den Oberschwingungen in jedem Pixelwert p,, steckt. £ = 1 bedeutet daher, dass
die p,, fiir die Grundschwingung untersucht werden. k = 2 bedeutet analog, dass
die p,, fiir die erste Harmonische untersucht werden.

3. Der komplexe Zahlenwert, der dann erhalten wird, beinhaltet die Amplitude der
untersuchten Oberschwingung.

4. Die Amplitude berechnet sich aus: |z| = |a + bi| = Va? + b?

5. Diese Analyse wird fiir jedes Pixel durchgefiihrt.

Wie angemerkt, ist F{, ein Sonderfall:

_i27-0-0 _i27-0-1 _ 2707

Fo=12-e 78 4+36-e7 8 4+ ...+17-e" " 3
= 12-[cos(0) +isin(0)] +36 - [cos(0) +isin(0)] +... 4+ 17 [cos(0) 4+ sin(0)]
=12-1+36-14...+17-1

= 699

Was hier berechnet wurde, ist der sogenannten Gleichanteil. In ihm steckt die In-
formation der durchschnittlichen Helligkeit der Pixelwerte. Das kommt daher, dass nur
die einzelnen Pixelwerte aufaddiert werden. Wird dieser Wert durch N geteilt ergibt
sich 87,375, das arithmetische Mittel der Pixelwerte. Der Faktor % der inversen Fou-
riertransformation bildet demnach das Mittel der Pixelwerte, was bei der Riicktrans-
formation benotigt wird. Fiir die anderen Samples sind die Berechnungen analog. Das
Amplitudenspektrum, also die konkrete Darstellung aller berechneten Amplitudenwerte
der komplexen Zahlen F}, sicht wie in Abbildung aus:

1000

750 A

500 A

"Wl ]

Abbildung 3.12: Amplitudenspektrum der Pixelwerte
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Auf der z-Achse befinden sich die Eintrége fiir alle £}, und auf der y-Achse ist die
Amplitudenhdhe festgelegt. Fiir F; wurde der Wert 173.34 — 187.744 ermittelt, aus dem
wiederum die Amplitude 255.52 ermittelt wurde. Um die inverse Fouriertransformation
anwenden zu konnen, ist es also notwendig, aus der Amplitude die kartesische komplexe
Zahl zu ermitteln. Dies ist jedoch nicht moglich. An dieser Stelle wurde die Tatsache
unterschlagen, dass eine komplexe Zahl erst dann eindeutig bestimmt ist, wenn sowohl
die Phase als auch die Amplitude bekannt sind. Die Phase fiir F} entspricht:

a = arctan(—187.74/173.34) ~ 312.7°

Jede komplexe Zahl ist iiber ihre Polarkoordinaten darstellbar,

z=a-cos(a)+a-isin(a)

wobei a der Amplitudenwert ist und o der Phase entspricht. Eingesetzt folgt hieraus:

7 = 255.52 - cos(312.7°) + 255.52 - i sin(312.7°) = 173.34 — 187.74i

Dies entspricht exakt dem Wert von F. Bei einer Senkung der Amplitude auf 200 wiirde
F einen anderen Wert annehmen.

z =200 - cos(177.716°) + 200 - i sin(312.773°) ~ 135.82 — 146.81;

Dies ist faktisch, was bei der Fouriertransformation ausgenutzt wird. Diese Anderung
kann fiir alle /3, durchgefiihrt werden. Dadurch ergeben sich die neuen beziehungsweise
urspriinglichen komplexen Werte.

Fy: 699 + 07 Fy: 254+ 0e

Fy: 135.82 — 146.81: Fy: 153.34 4 59.74¢
Fy: 294 + 1371 Fs: 294 — 1374

F3: 153.34 — 59.744 Fr: 135.82 4 146.81:

F} und F% sind geméall des neuen Ergebnisses abgedndert. Es ist auffillig, dass sich
die komplexen Werte ab einem gewissen Abstand wiederholen, wobei beim Imaginirteil
ein Vorzeichenwechsel stattfindet. Das liegt an der Periodizitit der Funktionen, die ver-
wendet werden, und fiihrt zu einer Symmetrie, die an anderer Stelle ausgenutzt werden
wird. Da die Berechnung der inversen DFT sehr dhnlich zur normalen Fouriertransfor-
mation ist, wird hier nur der Ansatz fiir p; gegeben:
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i27m-1-1

+(135.82 — 146.81) - 5 + ... = 83.42

i27w-1-0
8

p1 =699 -¢

Im Folgenden werden die Werte fiir alle p,, aufgelistet:

Po: 236.29 py: 91.70
P1: 83.42 D5 16.58
pa: 38.76 pe: —4.76
p3: 1568.11 p7: 78.88

Abbildung [3.13] zeigt die neuen eingetragenen Werte. Zur Erinnerung: p,, waren die
urspriinglichen Pixelwerte der Folge 17, 132, 64, 22, 220, 196, 36 und 12 (blau). Obwohl
nur F7 in seiner Amplitude gedndert wurde, haben sich alle anderen Pixelwerte (griin)
geidndert. Diese Anderungen sind daher groB, da F die Information der Grundschwing-
ung enthilt, also jener Schwingung, welche die Pixelwerte am besten approximiert. Da
diese Werte nicht alle im Intervall von [0, 255] liegen, werden sie betragsmifig ange-
passt:

250 1
[ ]
[ ]
200 1 .
150 -
[ ]
100 - .
[ ] [ )
50 4 °
° b N
[ ) [ ] [ ] ° [}

0 1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 3.13: Vergleich der alten und neuen Pixelwerte

Es wurde ein Zeilenvektor der Vandermonde Matrix mit dem Bildspaltenvektor mul-
tipliziert. Als Resultat ergibt sich eine komplexe Zahl, die die Information dieser Mul-
tiplikation enthiilt. Diese Information kann als Ahnlichkeit zwischen dem Zeilen- und
dem Spaltenvektor interpretiert werden. Die komplexe Zahl ist in ihrer kartesischen
Form nicht niitzlich. Daher wird aus ihr die Amplitude berechnet, die dann verdndert
werden kann. Die Anderung einer Amplitude beeinflusst alle Pixelwerte. Die Abbil-
dung iiber alle Amplitudenwerte nennt man Amplitudenspektrum. Zur Riicktransforma-
tion werden beide Informationen, Phase und Amplitude, der komplexen Zahl benétigt.
Abidnderungen tiefer Frequenzen (zum Beispiel der Grundschwingung) haben grof3e
Auswirkungen auf die riicktransformierten Werte.
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3.1.6 2D-DFT im Zusammenhang mit der Bildverarbeitung

=T T beeinflusst
= Schwingung
Pixel pro
Wert komplexen
Wert

Amplitude

DFT —

komplexe

Bl Werte

+

iDFT
Phase
Ortsbereich Frequenzraum

Abbildung 3.14: Ubersicht

In diesem Kapitel wird das angeeignete Wissen auf Bilder iibertragen. Da Bilder zweidi-
mensional sind, miissen Uberlegungen der erliuterten Sachverhalte angepasst werden.
Im eindimesionalen Fall wird eine Funktion durch Schwingungen dargestellt und in die-
se zerlegt. Dies verhilt sich im zweidimensionalen Fall nicht anders. Ein Bild wird als
Funktion interpretiert, die in ihre Basisfunktionen zerlegt werden kann. Fiir ein 4 x 4-
Bild wiren dies Kombinationen dieser Funktionen (siche Abbildung [3.15):

Abbildung 3.15: v.l.n.r. Kosinusbasisfunktionen; Sinusbasisfunktionen

Die Schwingungen werden aus der Vogelperspektive betrachtet. Schwarz bedeutet,
dass sich die Schwingung am unteren Ende ihres Wertebereichs befindet, fiir weill ana-
log am oberen Ende. In der ersten Reihe und Spalte wird deutlich, was im Prinzip im
Beispiel [3.1.5|berechnet wurde. Von oben nach unten beziehungsweise links nach rechts
nimmt die Frequenz der Schwingungen zu. In der Diagonalen liegen die Schwingungen,



3.1. FOURIERTRANSFORMATION 43

die zwischen den anderen korrelieren. Fiir den Pixel p; ; bedeutet das, dass die dort ab-
gebildete Schwingung genau zwischen py ; und p; ¢ liegt und daher um 45° rotiert ist.
Die Amplitude des berechneten £}, gibt nun genau wieder, zu welchem Anteil die jewei-
ligen Schwingungen (in diesem Fall die einzelnen Bilder) vertreten sind. Der Pixelort
gibt also nicht nur den Wert des Pixels an, sondern auch die Schwingung, zu der die
Amplitude berechnet wird. Wiirde ein groferes Bild untersucht werden, so wiirde, wie
hier bereits zu sehen, fiir jede weitere Basisfunktion die Frequenz um eins zunehmen.
Als nichstes wurde iiberlegt, wie einzelne Vektoren transformiert werden konnen.
Auf ein Bild angewandt, dndert sich dank Linearitit bei der Berechnung nicht viel:

N—-1 M-1
7zlm27r —ikn2m
(3 (™55 ), e =5
n=0 m=0
Die Formel besagt nichts anderes als dass fiir jeden komplexen Wert die Fourier-
transformation einmal auf jeden Spaltenvektor des Bildes und anschlieBend auf jeden

Zeilenvektor anzuwenden ist. Durch weitere Uberlegungen ist festzustellen, dass sich
die 2D-DFT wie folgt berechnen lisst:

1. Multipliziere das Bild von links mit der DFT-Matrix.
2. Invertiere die DFT-Matrix.

3. Multipliziere die invertierte DFT-Matrix von rechts an das Bild.

Das fiihrt dazu, dass jede Basisfunktion auf ihren komplexen Wert F},; abgebildet
wird. Fiir die erste Oberschwingung in horizontaler Richtung kann dies wie folgt veran-
schaulicht werden [3.16)

/(

N

Pixelort gibt

. = = F
Schwingung an: Po,2 0.2

Abbildung 3.16: Pixelort zeigt welche Frequenz untersucht wird.

In Abbildung wird noch einmal der Zusammenhang zwischen der Aufspaltung
einer reellen Zahl in einen Real- und Imaginérteil im Eindimesionalen und der Auf-
spaltung eines Bildes in zwei Bilder im Zweidimensionalen deutlich. Das Bild, das die
Information der Phase beinhaltet, wird Phasenbild genannt. Es driickt aus ,,wo* sich et-
was im Ursprungsbild befunden hat. Das Amplitudenbild driickt aus, zu welchem Anteil
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die Frequenzen dort vorkommen. Beide Bilder werden bendtigt, um das urspriingliche
Bild wiederherzustellen. Dies verlduft analog wie zum Eindimensionalen. Das Phasen-
bild wird normalerweise nicht bearbeitet.

Abbildung 3.17: v.L.n.r. Lenna; Amplitudenspektrum; Phasenbild

Auf Grund von vertikal und horizontal auftretenden Symmetrien, wie sie im Berech-
nungsbeispiel (Kapitel[3.1.5)) erldutert wurden, ist das Amplitudenspektrum in vier Qua-
dranten aufgeteilt, von denen jeder die gleichen Informationen enthilt, wie in Abbildung
[3.17) zu sehen ist. Das Amplitudenspektrum wird ebenfalls aus der Vogelperspektive
betrachtet. Jedes Pixel enthilt demnach die Amplitude einer bestimmten Schwingung.
Wie aus Abbildung [3.15] zu erkennen ist, befinden sich die niedrigsten Frequenzen in
den Ecken dieser Quadranten. Konventionsgemill werden diese in die Mitte des Bildes
gedreht, sodass eine einfachere Bearbeitung méoglich ist (siche Abbildung [3.18):

Abbildung 3.18: Amplitudenspektrum (tiefe Frequenzen in die Mitte gedreht)

Werden jeweils nur das Amplitudenspektrum beziehungsweise das Phasenspektrum
zuriicktransformatiert, ergeben sich die zwei Bilder der Abbildung[3.19;
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Abbildung 3.19: v.L.n.r. zuriicktrans. Amplitudenspektrum; zuriicktrans. Phasenbild

Beide Bilder sind alleine nicht niitzlich. Im Phasenbild lassen sich zumindest die
Umrisse von Lenna erahnen. Dies verdeutlicht, dass zur Riicktransformation sowohl
Phase als auch Amplitude benétigt werden.

Es wurde festgestellt, dass sich die DFT auf Bilder anwenden ldsst. Dazu wird jedes
Bild in zweidimensionale Basisfunktionen zerlegt, die aus Sinus- und Kosinuswellen
zusammengesetzt sind. Ein Bild wird durch die Transformation zweikanalig, spaltet
sich also in sein Amplitudenspektrum und Phasenspektrum auf, wovon meistens das

Amplitudenspektrum bearbeitet wird. Fiir die Riicktransformation sind beide Bilder er-
forderlich.

3.1.7 Anwendungen der DFT auf Bilder

m beeinflusst
Ort = Schwingung pro

Wert komplexen
Wert

Pixel

Amplitude
DFT

i komplexe
Bild Werte
iDFT

Phase

Ortsbereich Frequenzraum

Abbildung 3.20: Ubersicht

Als Motivation der Fouriertransformation wurde gezeigt, dass die DFT auf Bilder ange-
wandt zu einer Glittung beziehungsweise Kantendetektion fithren kann (siehe Kapitel
3.I). Eine Glittung kann im Ortsbereich durch die Anwendung eines GauBfilters her-
beigefiihrt werden. Die Glittung auf ein transformiertes Bild entspricht der Anwendung
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des Ergebnisses des transformierten Gauffilters auf das Amplitudenbild, wie den Ab-
bildungen [3.21] und [3.22] zu entnehmen ist:

—_ N
DN = DN
—_ DD =

Abbildung 3.21: Transformierter Gauf3filter

Das Ergebnis der Abbildung [3.21] kann als Maske interpretiert werden, die, iiber
das Amplitudenspektrum gelegt, die Amplituden tiefer Frequenzen mit dem Faktor 1
gewichtet und die Amplituden hoher Frequenzen mit dem Faktor 0. Dies wird ebenfalls
als Tiefpassfilter bezeichnet.

Abbildung 3.22: v.l.n.r. verdndertes Amplitudenspektrum; Riicktransformation (Glittung)

Wie im Berechnungsbeispiel [3.1.5] gesehen, fiihrt eine Verdnderung der Amplitu-
de zu einer Anderung der anderen Pixelwerte. Dieser Zusammenhang gilt ebenfalls
umgekehrt. Amplituden, die aulerhalb des Zentrums des Amplitudenspektrums liegen,
fiihren zu kleinen Anderungen im Bild. Dies bedeutet, dass die tiefen Frequenzen den
groften Informationsgehalt des Bildes mit sich tragen. Das kommt der Anndherung der
Rechteckfunktion aus Abbildung [3.3] gleich. Ohne die erste Oberschwingung kann der
Grofteil der Rechteckschwingung nicht rekonstruiert werden. Analog dazu werden fei-
nere Anderungen des Signals mit kleinen Frequenzen angeglichen. Auf das Bild m
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bezogen bedeutet das, dass die Details beim Loschen der Amplituden der hohen Fre-
quenzen aus dem Bild entfert werden. Da die Amplitude mit 0 multipliziert wird, ist

die dazugehorige Schwingung nicht mehr vorhanden. Analog ergibt sich fiir die beiden
Sobelmasken Abbildung[3.23}

1 0 -1 DFT
2 0 -2 —
1 0 -1

1 2 1 DT
0 0 O —
-1 -2 -1

Abbildung 3.23: Transformierte Sobelfilter

Beide Filter haben in ihrer transformierten Variante gemeinsam, dass die Amplitu-
den des Zentrums nicht beriicksichtigt werden. Daraus ergibt sich Abbildung [3.24}

Abbildung 3.24: v.1.n.r. verindertes Amplitudenspektrum; Kantendetektion (invertiert)

Die Kantendetektion entspricht dem Loschen der Amplituden der tiefen Frequenzen,
was ebenfalls als Hochpassfilter bezeichnet wird. Der Grofteil der Informationen des
Bildes geht hierbei verloren, sodass nur noch die Uberlagerungen der hohen Frequen-
zen bleiben. Diese Uberlagerungen sind die Kanten. Wie erwihnt kann das Loschen
der Amplituden als Multiplikation mit 0 und 1 interpretiert werden. Daher entspricht
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die Faltung im Ortsraum einer Multiplikation im Frequenzraum und dies entspricht der
Aussage des Faltungstheorems [Fol92]], welches in Abbildung@] ([10] Quelle: Eigene
Darstellung) dargestellt ist:

) W filtertes
Bild get
J Filter Bild
A
DFT iDFT
transformierter
Filter
(pixelweise .
transformiertes W Multiplikation) bearbeitetes
. Amplituden-
Bild J
spektrum

Abbildung 3.25: Veranschaulichung des Faltungstheorems

Wie bereits erldutert, wird beim Loschen der tiefen Frequenzen im Frequenzraum
eine Kantendetektion im Ortsbereich erzeugt. In Abbildung[3.26|ist die Holzverkleidung
einer Wand zu erkennen:

Abbildung 3.26: Holzverkleidung

Die Grundaussage ist, dass das Phasenbild die Ortsinformationen des transformier-
ten Bildes enthilt. Es soll versucht werden, die schwarzen Streifen des Bildes nur mit
Hilfe des Amplitudenspektrums verschwinden zu lassen. Angenommen das Bild werde
horizontal abgelaufen und die Punkte zu einem gegebenen Zeitpunkt in ein Koordina-
tensystem eingetragen, so wire zu erwarten, dass fiir jede Bildzeile weitestgehend eine
konstante Funktion entsteht. Wird das Bild vertikal abgelaufen, folgen auf helle Fliachen
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dunkle Fldchen. Vereinfacht konnte angenommen werden, dass von weill zu schwarz
gesprungen wird und umgekehrt. Diese Spriinge wurden im eindimensionalen Fall als
Rechteckfunktionen vorgestellt, die tiber Sinusfunktionen unterschiedlicher Amplitude
angenihert wurden, wie Abbildung zeigt:

\

-2 T T T T T T T T T -2 T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

VOV WNYS N I W b W
W

Abbildung 3.27: v.L.n.r. Schwingungen; addierte Schwingungen

Die Approximation des Rechtecksignals ist nur gegeben, da die Schwingung mit
der hochsten Amplitude den GroBteil des Signals approximiert. Wenn diese Schwing-
ung nicht existiert, kann das Signal schlechter angendhert werden, wie Abbildung[3.2§|
verdeutlicht:

2 2
1A 1A
0o LAAA O ALA N AN ol AN AN NN
\VARVAAVAR VAR VAAVAE VR S ARVAR VA=A VARV ASSARY
-1 -1 A
-2 T -2
o 1 2 3 4 5 6 7 8 o 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 3.28: v.L.n.r. Schwingungen; addierte Schwingungen

Um im Bild die schwarzen Streifen zu entfernen, miissen demnach die Basisfunktio-
nen gefunden und geloscht werden, die das dem Bild unterliegende zweidimensionale
Rechtecksignal am besten anndhern. Da diese Rechtecksignale, wie im Bild auch, im
Amplitudenspektrum horizontal verlaufen miissen, werden diese entfernt (siche Abbil-
dung[3.29).

Das Ergebnis bestitigt die Annahme nicht eindeutig. Die invertierten schwarzen
Streifen sind noch deutlich zu erkennen. Werden die Frequenzen grofziigiger geloscht,
ergibt sich Abbildung[3.30}

Hier scheinen die ausschlaggebenden Frequenzen des Amplitudenspektrums besser
entfernt worden zu sein. Die Methodik, die angewandt wurde, sorgt nicht dafiir, dass
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Abbildung 3.30: v.1.n.r. Holzverkleidung; bearbeitetes Amplitudenspektrum; inv. Ergebnis

nur die schwarzen Streifen verschwinden, sondern viel mehr dafiir, dass die Uberg'einge
von schwarz nach weif3 und umgekehrt nicht mehr so hart ausfallen. Das gesamte Bild
erscheint homogener. Bei einem geeigneten Bild scheint es moglich, Streifen im Am-
plitudenspektrum zu finden und diese zu entfernen. Durch diese beiden bearbeiteten
Amplitudenspektren féllt auf, dass die Ergebnisbilder nicht gleich hell geblieben sind.
Der Grund dafiir ist, dass Bearbeitungen des Amplitudenspektrums das urspriingliche
Signal, oder in diesem Fall Bild, abschwéchen oder verstiarken konnen. Werden wie im
Beispiel Frequenzen entfernt, so wird das Signal des Ergebnisses abgeschwicht, was in
der Bildverarbeitung zur Folge hat, dass das Ergebnisbild dunkler wird. Je mehr Fre-
quenzen entfernt werden, desto dunkler wird das Ergebnisbild. Diese Auffélligkeit ist
die Interpretation des parsevalschen Theorems [14]:

[e.e]

1 m
5 [ Mouta)de = 3 Inuf

n=—oo
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Die Funktion fou(x) bezeichnet hierbei die komplexe Fourierreihe. An einer Bild-
spalte interpretiert, ldsst sich die rechte Seite der Gleichung als Summe des Ortsbe-
reichs iiber alle quadrierten Pixelwerte verstehen, wobei der Laufindex der Summe n
auf Grund der formalen periodischen Fortsetzung der Bildspalte von —oo bis oo lduft.
Auf der linken Seite kann das Integralsymbol als die Summe kontinuierlicher Werte ver-
standen werden. Konkret ausgedriickt: Es werden alle Amplituden der Schwingungen,
die in der zu untersuchenden Funktion vorkommen, berechnet, diese jeweils quadriert
und deren Summe durch die Integration berechnet. Bekannt ist, dass der gemittelte Wert
von Fy (siehe Kapitel [3.1.5) der Wert der durchschnittlichen Helligkeit des Bildes ist.
Die rechte Seite ldsst sich ebenfalls auf diese Art interpretieren. Wird ein Pixelwert
geloscht, sinkt demnach die durchschnittliche Helligkeit des Bildes, was sich wiederum
auf den Frequenzbereich auswirkt. Ist das Pixel nicht mehr existent, verdndert sich eben-
falls die Summe aller Amplitudenwerte, was zu einem Helligkeitsverlust fiihrt. Dies ist
auch umgekehrt der Fall.

Die Bildvergroerung stellt ein weiteres praktisches Anwendungsgebiet der Fou-
riertransformation dar. Um ein Bild zu vergroBern ist es eine Moglichkeit bilinear zu
interpolieren, wodurch dem Bild Informationen hinzugefiigt werden, die urspriinglich
nicht vorhanden waren. Eine andere Losung bietet die DFT:

Abbildung 3.31: v.L.n.r. Lenna; Amplitudenspektrum

In Abbildung[3.3T]ist eine verkleinerte Abbildung des Beispielbilds und dessen Am-
plitudenspektrums zu sehen. Die Idee der BildvergroBerung mittels DFT ist, die Matrix
des Amplitudenspektrums mit Nullen aufzufiillen, bis die gewiinschte Gré8e erreicht
ist, wie Abbildung [3.32]zeigt:

Das Amplitudenspektrum geht vom Ursprung aus, damit keine neuen Frequenzen
in das Bild aufgenommen werden. Da das Amplitudenspektrum so gro3 wie das Bild
selbst ist, resultiert aus der Riicktransformation ein vergrofertes Bild, wie Abbildung
3.331zu entnehmen ist:

Das Amplitudenspektrum dieses Bildes ist allerdings nicht, wie zu erwarten, ge-
streckt oder im Bildursprung geblieben (siehe Abbildung [3.34):

Offensichtlich wurde bei der Riicktransformation das Amplitudenspektrum mit dem
Informationsgehalt automatisch in die Mitte verschoben. Die Informationen wurden al-
so nicht vermehrt, wie es bei der bilinearen Interpolation der Fall wire.

Es lasst sich feststellen, dass die fouriertransformierten Sobel- und GauBfilter Aussa-
gen dariiber treffen, wie das Amplitudenspektrum zu verdandern ist, um den gleichen Ef-
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Abbildung 3.32: aufgefiilltes Amplitudenspektrum

Abbildung 3.33: Ergebnis nach Riicktransformation

Abbildung 3.34: Ergebnis nach erneuter Transformation

fekt bei der Riicktransformation zu erhalten. Die Erkenntnis fiihrt zum Faltungstheorem,
welches besagt, dass Faltungen im Ortsbereich durch Multiplikationen im Frequenzbe-
reich bewirkt werden konnen. Weiterhin zeigt sich, dass sich harte Kanten eines Bildes
in bestimmten Fillen mit Hilfe der Verdnderung des Amplitudenspektrums beseitigen
lassen. Bei der Riicktransformation dieser Spektren wird deutlich, dass die Bilder ei-
nem Helligkeitsverlust unterliegen, was auf das parsevalsche Theorem zuriickzufiihren
ist. Es besagt, dass Auswirkungen im Frequenzbereich, Auswirkungen im Ortsbereich
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nach sich ziehen und umgekehrt. Basierend auf der angewandten Methodik kann eine
BildvergroBerung mittels der DFT herbeigefiihrt werden, die zum Vorteil hat, dass dem
Bild keine weiteren Informationen hinzugefiigt werden.

3.1.8 Die Fast Fourier Transform (FFT)

e
= Schwingung [€------------------muonony .
Pixel pro :
Wert komplexen H
Wert
Amplitude
DFT
. komplexe |
Bild Werte [€ +
iDFT
Phase
Ortsbereich Frequenzraum

Abbildung 3.35: Ubersicht

Die schnelle Fouriertransformation ist ein Algorithmus zur schnellen Berechnung der
DFT [Pri13)]. Wie bei der Anwendung implizit angedeutet, ist die Berechnung der DFT
aufwendig. Fiir zwei Werte p; und p, berechnen sich die komplexen Werte aus (wobei
exp die Exponentialfunktion an der jeweiligen Stelle beschreibt):

Fy = p-expy + py - expy
Fy = p - expy + p2 - expy

Fiir einen Vektor mit drei Samplewerten wiéren dies bereits drei Multiplikationen pro
Wert:

Fiy = p1 - expy + pa - expr + ps - expo
Fy = p1 - expy + pa - expr + ps - expo
F3 =py - expg + pa - expr + ps - expo

Die Anzahl der benotigten Operationen steigt quadratisch, was bei gro3en Bildern zu
langen Laufzeiten fiihrt. Die Idee der FFT ist es, Symmetrien der Transformationsmatrix
auszunutzen. Die 4-DFT Matrix ist definiert als:

T,

e el
|
—_
—_
|
—_
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Werden die Werte der geraden und ungeraden Indizes der zweiten und vierten Zeile
verglichen, so ist zu erkennen, dass die Summe jeweils zu dem gleichen Ergebnis fiihrt:

R =1—-1=—1+1=R;

10({({ = Z - Z = _Z _I_Z = R3(}dd

Diese Symmetrie ist durch die Periodizitit der Basisfunktionen bedingt, was dazu fiihrt,
dass eine Zeile mit jeweils einer anderen ein Pirchen bildet, sodass die Ergebnisse der
gebildeten Summen ausgenutzt werden konnen [Pril35]].

Dies kann ausgedriickt werden indem die Summe der Fourierreihe geméll gerader
und ungerader Indizes aufteilt wird:

—ikm2m —ik(2m+1)27

—ikn2m
(e~ pr = (™ ¥ )pam + (e N )pami

Bei der Summe der ungeraden Indizes ist es moglich, einen Teil der e-Funktion auszu-
klammern und, da dieser Teil in keiner Abhéngigkeit zur Summe steht, vor die Summe
zu ziehen:

[z

—1 N_q
2
—ik(2m+1)27 _ —ik2w —ik(m)27w
(6 N )me—i—l =e N (6 N Pom+1

=0 m=0

3

Diese Umformung ist bei weiteren rekursiven Aufspaltungen der Summen in gerade
und ungerade Indizes moglich. Fiir die Matrix vierer Samplewerte ergibt sich:
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k=0
e N\

1 —1k:]<]n27r ikom 1 7ik(1<]n)27r

> (e T pom e N (e 2 )pam

m=0 m=0

e N vd N

0 0 —ikdm 0 0 0 0 —ikdmw 0 0
> ()pao e Yo ()paor2| D0 (€)paora e 0 (€%)paoss
m=0 m=0 m=0 m=0

Mit rot sind die Summen mit ungeraden Indizes gekennzeichnet und mit griin die mit
geraden Indizes. Im ersten Schritt wird fiir /{, die Summe der Blitter der Baumstruktur
gebildet:

Fo=4+2+3+1=10
Aus aufgezeigten Griinden werden die Summen der geraden und ungeraden Indizes
explizit gebildet und sich gemerkt:
Foo(lzl
F. ., =3+1=4

=44+2=6

[ bildet sich aus der Summe der dariiberliegenden Ebene:

—ik4m —ik2m —ik4m

Fi=pot+e 1 pote i (pr4pse i) =4+ (=1)-24(=))B+(=1)-1)=2—2i

Erneut werden sich die Werte der geraden und ungeraden Summen gemerkt:

Loy = 2
F, =2
Aus Symmetriegriinden gilt:
.. =6=F
F,,=4=F,,
F,,  =2=F;
F,,=2=F;,

Daraus ergibt sich:
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—ik2m

F2:F0 +e N FO()(1(1:6+<_1)'4:2

—1

F3:F1 +e 1627TF1

=2+

odd

Insgesamt ergeben sich Fy = 10, Fy =2 — 27, F5 = 2 und F5 = 2 + 2i.

Es wurde eine Methode vorgestellt, mit der die DFT schnell berechnet werden kann.
Die Grundidee dabei ist, die Symmetrien der jeweiligen DFT-Matrix auszunutzen, in-
dem die Summen zur Berechnung der einzelnen Frequenzen rekursiv entsprechend ge-
rader und ungerader Indizes aufteilt werden. Dies hat den Vorteil, dass zuvor berech-
nete Ergebnisse ausgenutzt werden konnen und sich die Laufzeit fiir die Berechnung
verkiirzt.
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3.2 Diskrete Kosinustransformation

In diesem Kapitel wird die diskrete Kosinustransformation (DCT) am Beispiel der Glit-
tung und Kantendetektion als Alternative zur DFT vorgestellt.

3.2.1 Ahnlichkeiten zwischen DCT und DFT

Bei der DFT wurde festgestellt, dass es sich bei den Basisfunktionen der Transforma-
tionsmatrix um Exponentialfunktionen handelt, die jeweils als eine Verkniipfung von
Sinus- und Kosinusschwingungen ausgedriickt werden konnen. Wie gezeigt wurde, bil-
den diese Funktionen, in ihrer diskretisierten Form, die Zeilen dieser Matrix, mit der ein
Vektor in den Frequenzraum abgebildet wird. Bei der diskreten Kosinustransformation
finden nur noch Kosinusschwingungen Anwendung. Da die Imaginirteile, die Sinus-
funktionen, nicht existieren, wird die Darstellung in der Exponentialform redundant.

Analog zu Abbildung[3.6|kann diese Transformation ebenfalls anschaulich dargstellt
werden:

Fo i i Vo

F1 I I U1

F2 i i V2

F3 _ | | vs

Fy | | V4

F5 I I Us
| —— e |

F6 [ | Vg
| —— i I |

F7 | ~1 Uy

Abbildung 3.36: Transformationsmatrix mit kontinuierlichen Basisfunktionen (DCT)

Wie bekannt, ist in Abbildung fiir jede Zeile der 8 x 8-Matrix die Kosinusfunk-
tion dargstellt, die bei der Multiplikation mit dem Vektor v in dquidistanten Schritten
diskretisiert wird. Die DCT ist im eindimensonalen Fall gegeben als:

Fe= Y (cos(qe(nk + 5)

Es wird die durch p,, (Pixelwerte) gewichtete Summe der Kosinusschwingungen ge-
bildet. Diese Linearkombination kann anwendungsspezifisch eine Zerlegung oder eine
Approximation einer gegebenen Funktion sein. £ gibt an, welche Frequenz untersucht
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wird. Innerhalb des Arguments der Kosinusfunktion taucht der Faktor % auf, der im Ka-
pitel3.2.2| ndher untersucht wird. Aus dieser Formel, kann analog zur DFT, eine Trans-
formationsmatrix hergeleitet werden.

Die DCT kann als eine DFT, die mit reellen Zahlen und geraden Symmetrien arbei-
tet, interpretiert werden. Dies erklart die Ahnlichkeiten dieser beiden Transformationen.

3.2.2 Wichtige Unterschiede zur DFT

Im Kapitel [3.1.6] wurde erklirt, dass das Phasenbild, die visualisierten Phasenverschie-
bungen der Schwingungen im Bild, die Ortsinformationen des urspriinglichen Bildes
beinhaltet. Durch die additive Kombination von Sinus- und Kosinusschwingungen kon-
nen alle Phasen dargestellt werden, wie Abbildung verdeutlicht:

NANN/ZAN//AN
LN\ N\ N

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 3.37: grau: Kosinus; schwarz: Sinus; blau: normierte Addition

Die normierte blaue Funktion ergibt sich aus der Addition der Sinus- und Kosinus-
schwingung und liegt, um 7 verschoben, zwischen den beiden urspriinglichen Funktio-
nen. Eine Phasenverschiebung durch die additive Verkniipfung der durch die DCT gege-
benen Kosinusfunktionen ist nicht moglich. Es wird sich damit geholfen, die Schrittwei-
te um den Faktor % innerhalb des Kosinusarguments zu erh6hen, was zur Folge hat, dass
nicht wie bei der DFT ganzschrittige, sondern halbschrittige Frequenzen untersucht wer-
den. Aus diesem Grund ist es nicht moglich alle verschiedenen Phasenverschiebungen
abzubilden. Durch die Erhohung halber Frequenzschritte wird dies allerdings ausgegli-

chen. Die 2D-DCT ist gegeben als:

N—1M-1
T [

Foo= 3" 3 (cos((mk + 5))pmn(cos(17 (0l + 3)

n=0 m=0
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Aus ihr ergeben sich die Basisfunktionen der 2D-DCT fiir ein 4 x 4-Bild (siehe
Abbildung 3.38):

Abbildung 3.38: 2D-DCT Basisfunktionen

Die tiefen Frequenzen gehen vom Ursprung des transformierten Bildes aus und neh-
men gemdl des Faktors % halbschrittig zu. Aus der Linearkombination dieser Funktio-
nen besteht das zweidimensionale Bild. Ein durch die DFT zerlegtes Bild zerfillt in sein
Amplituden- und Phasenspektrum (wie Abbildung [3.39]zeigt),

Abbildung 3.39: v.L.n.r. Lenna; Amplitudenspektrum; Phasenbild

wobei die Eingangswerte reelle Pixelwerte sind, die auf komplexe Zahlen abgebildet
werden, aus denen das Amplituden- beziehungsweise Phasenspektrum berechnet wird.
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Da es bei der DCT keinen Imaginirteil gibt, werden die reellen Zahlen des zu trans-
formierenden Bildes ebenfalls auf reelle Zahlen abgebildet. Daher ist das Ergebnis ein
Bild, in dem Phase und Amplitude nicht separiert sind. Fiir das Beispielbild ergibt sich
unter Verwendung der DCT die Abbildung [3.40}

Abbildung 3.40: v.l.n.r. Lenna; transformiertes Bild (DCT)

Da die durch die Exponentialfunktion erzeugte Periodizitit entféllt, enthélt das Er-
gebnisbild jede Information einmal, wodurch sich beispielsweise das Vorkommen der
tiefen Frequenzen auf den Ursprung links oben im Bild beschrinkt. Werden die tiefen
Frequenzen des transformierten Bildes geloscht (Hochpassfilter) ergibt sich Abbildung

B.41E

Abbildung 3.41: Hochpassfilter: 100 x 100

Analog zur DFT wird beim Loschen der Amplitude die Phasenverschiebung ge-
16scht, da die zugehdrige Schwingung nicht mehr existiert. Fiir einen Tiefpassfilter lie-
fert die DCT Abbildung[3.42}
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Abbildung 3.42: Tiefpassfilter: 100 x 100

Das Ergebnis ist eine Glittung. Bei Beibehaltung der tiefen Frequenzen und Lo-
schen der hohen Frequenzen, wird ein Grofteil des transformierten Bildes geldscht,
dem zuriicktransformiertem Bild fehlen jedoch nur Details. Fiir weitere Tiefpassfilter
mit unterschiedlichen Fenstern ergeben sich die Bilder der Abbildung [3.43}

Abbildung 3.43: Tiefpassfilter: 25 x 25, 50 x 50, 75 x 75 und 100 x 100

Es wird deutlich, dass erst bei einem hohen Verlust der tiefen Frequenzen fiir das
menschliche Auge erkennbar wird, dass Informationen des Bildes fehlen. Dies wird bei
der JPEG Bildkompression ausgenutzt. Die gegebenen Qualitdtsstufen geben an, wie
die unterschiedlichen Frequenzen des Frequenzsprektrums des DCT-Bildes gewichtet
werden. Frequenzen werden hierbei reduziert und bei schlechten Qualitétsstufen ver-
mehrt entfernt als bei guten Qualitétsstufen, was im Bild zu einem groBeren Detailver-
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lust fiihrt. Dieser Informationsverlust kann, je nach Anwendungsfall, gewiinscht sein,
da auf diese Weise zum Beispiel Speicherplatz gespart werden kann [2]].

Im Kapitel [3.1.1 wurde versucht die Rechteckfunktionen, die bei der Wandverklei-
dung auftauchen, mit Hilfe des Amplitudenspektrums herauszurechnen. Abbildung|3.44]
zeigt den Versuch, dies mit Hilfe der DCT zu bewerkstelligen:

Abbildung 3.44: v.1.n.r. Holzverkleidung; bearbeitetes Amplitudenspektrum; inv. Ergebnis

Im Ergebnis sind die schwarzen Streifen noch sichtbar. Der Grund hierfiir konnte
sein, dass sich die DCT-Basisfunktionen schlecht fiir die Loschung von Rechtfunktionen
eignen, wie auch eine Uberlagerung von Kosinusschwingungen deutlich macht:

AAVEVAVIVANE B ANVANVAN
VARV I VARV

0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Abbildung 3.45: v.l.n.r. Kosinusschwingungen; addierte Kosinusschwingungen

Aus Abbildung lisst sich ableiten, dass Kosinusschwingungen bei Uberlage-
rung eher zackige Funktionen ergeben, was erklidren konnte, dass die schwarzen Streifen
nicht verschwinden. Allerdings, ist wie bei der DFT auch, das Bild homogener gewor-
den.
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Zusammenfassend ist zu sagen, dass die DCT ausschlieBlich auf reellen Zahlen be-
ruht und, durch die Kosinusfunktionen bedingt, auf geraden Symmetrien basiert. Durch
die Nutzung der gegebenen Kosinusschwingungen konnen nicht alle Phasenverschie-
bungen dargestellt werden, was dadurch ausgeglichen wird, dass halbschrittige Frequen-
zen berechnet werden. Obwohl es nicht moglich ist Amplituden- und Phasenspektrum
getrennt voneinander zu bearbeiten, konnen durch Hoch- beziehungsweise Tiefpassfil-
ter Kantendetektionen und Gléttungen erzielt werden.
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3.3 Hadamard-Walsh-Transformation

In diesem Kapitel wird die diskrete Hadamard-Walsh-Transformation (DHTW) als eine
lineare Transformation vorgestellt, die nicht mit der DFT beziehungsweise DCT ver-
wandt ist.

3.3.1 Aufbau der Basisfunktionen

Die Basisfunktionen der Hadamard-Walsh-Matrix bilden Rechteckfunktionen und un-
terscheiden sich daher von den zuvor betrachteten sinusformigen Schwingungen [Fol92]].
Anschaulich ergeben sich fiir die 8 x 8-Transformationmatrix folgende Funktionen 3.46}

Fo i i Vo
B [
B % { % || v
F3 _ | | Vs
Fy | | Uy
F5 I I Vs
| 1 | |
F [ 1 1 | )
Y e — 1\,
7 U7

Abbildung 3.46: Transformationsmatrix (Hadamard-Walsh-Basisfunktionen)

Diese Matrix ist das Ergebnis einer Rekursion [TKO8]. Sei H, definiert als

11
me (i)

dann berechnet sich H,, durch:

anl anl
H, =
(Hn—l - n—l)

Den in Abbildung[3.46|gezeigten Funktionen liegt demnach diese Matrix zu Grunde:
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—
|
—
|
—
=== =
—_
|
[S—
|
[

1 1 1 -1 -1 -1 -1
-1 1 -1 -1 1 -1 1
1 -1 -1 -1 -1 1 1
-1 -1 1 -1 1 1 -1

I
|
= e e

Alternativ kann diese Art der Transformationsmatrix iiber das Kroeneker-Produkt

berechnet werden:
1 1 1 1
cGh) G

H, = H,® H, =
S A) e ()

Es wird jede Komponente der linken Matrix (blau) jeweils mit der kompletten rech-
ten Matrix verkniipft und die Ergebnisse in eine neue Matrix eingetragen [TKO8]]. Einige
Eigenschaften dieser Transformation werden unmittelbar deutlich:

1.) Die Transformationsmatrix besteht aus den reellen Werten 1 und —1.
2.) Es wird auf reelle Werte abgebildet.
3.) Durch den rekursiven Aufbau ergeben sich Matrizen der Grofe 2" (wobein € N).

4.) Die Berechnung der Transformationsmatrix ist einfach.

Die Hadamard-Walsh-Transformation wurde als eine weitere Moglichkeit kennen-
gelernt Vektoren iiber Recheckfunktionen in einen Frequenzraum abzubilden.

3.3.2 Anwendung in der Bildverarbeitung

Im weiteren Verlauf wird behandelt inwieweit die Hadamard-Walsh-Transformation fiir
die Bildverarbeitung geeignet ist. Die Anwendung auf ein Bild erfolgt analog zur DCT
und DFT:
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1.) Hintransformation: Jeder Zeilen- und Spaltenvektor des Bildes wird mit der Ma-
trix multipliziert.

2.) Riicktransformation: Jeder transformierte Zeilen- und Spaltenvektor wird mit der
inversen Matrix multipliziert.

3.) AnschlieBend werden die Werte gemittelt.

In Abbildung [3.47| wurde aus dem Beispielbild das transformierte Bild berechnet:

Abbildung 3.47: v.L.n.r. Lenna; transformiertes Bild (ungeordnete DHTW)

Ein angewandter ,,Hochpassfilter* liefert folgendes Ergebnis (sieche Abbildung[3.48):

Abbildung 3.48: v.L.n.r. ,,Hochpassfilter; Ergebnis

Ausgehend von der DCT und DFT wire eine Kantendetektion zu erwarten. Proble-
matisch ist, dass die Frequenzen nicht wie bei den zuvor behandelten Transformationen
geordnet sind:
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Abbildung 3.49: ungeordnete Hadamard-Walsh-Funktionen

In Abbildung [3.49) ist beispielsweise zu erkennen, dass die letzte Frequenz nicht
gleichmiBig ist, da sie mal ldnger und mal kiirzer den Wert 1 beziehungsweise —1 bei-
behilt. Das schlechte Ergebnis der Hochpassfilterung beruht darauf, dass nicht zuver-
lassig tiefe Frequenzen entfernt werden, sondern ebenfalls hohe, die beibehalten werden
sollen. Fiir jede Zeile der Matrix sind die Vorzeichenwechsel gezihlt worden. Die Idee
ist, die vorhandenen Frequenzen der Transformationsmatrix anhand dieser Vorzeichen-
wechsel zu sortieren, wie Abbildung [3.50] zeigt:

NN DN R W= O

Abbildung 3.50: geordnete Hadamard-Walsh-Funktionen (nach Vorzeichenwechsel)

GleichmifBige Schwingungen der anderen behandelten Transformationen konnen
durch die Ordnung nicht ausgeglichen werden, jedoch ergibt sich zumindest eine Rei-
henfolge, die der frequentiellen Ordnung der anderen Transformationen dhnelt.
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Abbildung zeigt die Basisfunktionen fiir ein 4 x 4-Bild:

m

==
n .,

==

Abbildung 3.51: 1.: ungeordnete Basisfunktionen; r.: geordnete Basisfunktionen

Wird auf die geordneten Frequenzen des Spektrums eine Hochpassfilterung ange-
wandt, ergeben sich die Bilder[3.52}

Abbildung 3.52: Hochpassfilter: 50 x 50; Ergebnis (invertiert)

Analog ergeben sich die Ergebnisse mehrerer Tiefpassfilter (sieche Abbildung[3.53).

Es ist deutlich zu erkennen, dass sich die Rechteckmuster der Basisfunktionen in
den gefilterten Bildern wiederspiegeln. So fallen bei kleinen Hoch- und Tiefpassfiltern
die Kanten ins Gewicht und liefern daher Ergebnisse, die sich von der DFT und DCT
unterscheiden.
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Abbildung 3.53: Hochpassfilter: 25 x 25, 50 x 50, 75 x 75 und 100 x 100

Zuvor wurde fiir das Bild der Wandverkleidung untersucht, inwieweit die auftau-
chenden Rechteckfunktionen iiber das Amplitudenspektrum herauszurechnen sind. Fiir
die Hadamard-Walsh-Transformation ergibt sich durch die Bearbeitung des Frequenz-
spektrums foldendes Ergebnis [3.54

Abbildung 3.54: v.l.n.r. Holzverkleidung; bearbeitetes Amplitudenspektrum; inv. Ergebnis

In dem Ergebnisbild sind nach wie vor die Streifen zu erkennen. Obwohl zu erwarten
wire, dass die Bearbeitung durch die Hadamard-Walsh-Transformation auf Grund der
rechteckigen Basisfunktionen gut klappen konnte, ist das Ergebnis erniichternd.

Die Hadamard-Walsh-Transformation hat durch die rechteckigen Basisfunktionen
also eine Sonderstellung innerhalb der linearen Transformationen. Dennoch kénnen der
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DCT und DFT ihnliche Ergebnisse erzielt werden. In diesen Ergebnissen bilden sich
fiir kleinere Filter deutlich die rechteckigen Basisfunktionen ab, die bei zunehmender
Filtergrole immer geringer ausfallen.



Kapitel 4

Vergleich der Transformationen

In diesem Kapitel werden die Transformationen im Hinblick auf ihre vorgestellten Merk-
male verglichen. Zuerst werden einige Eigenschaften der Transformationen wiederholt.
Anschlieend werden Gemeinsamkeiten hervorgehoben, Unterschiede untersucht und
abschlieBend in der Bildverarbeitung erzielte Ergebnisse miteinander verglichen.

Eingangswerte Ausgangswerte  Basisfunktionen Anz. Spektren
DFT reelle Zahlen =~ komplexe Zahlen Exponentialfunktionen 2
DCT reelle Zahlen  reelle Zahlen Kosinusfunktionen |
DHTW reelle Zahlen  reelle Zahlen Rechteckfunktionen 1

Tabelle 4.1: Vergleich einiger Eigenschaften der behandelten Transformationen

In der Tabelle[d.I|sind verschiedene Eigenschaften der Transformationen aufgefiihrt.
Jede Transformation erhilt reelle Zahlen als Eingangswerte. Der Wertebereich ist fiir die
DCT und die Hadamard-Walsh-Transformation ebenfalls reell. Die DFT hingegen bildet
auf komplexe Werte ab, was in der Folge dazu fiihrt, dass ein Phasenspektrum und ein
Amplitudenspektrum entstehen. Die Basisfunktionen jeder behandelten Transformation
sind verschiedene, diskretisierte, schwingungsformige Funktionen, wobei es sich bei der
DFT um komplexe Exponentialfunktionen, bei der DCT um reelle Kosinusfunktionen
und bei der Hadamard-Walsh-Transformation um reelle Rechteckfunktionen handelt.
Da alle drei Transformationen linear sind, existiert jeweils eine Transformationsmatrix,
bestehend aus den jeweiligen Basisfunktionen, durch die in einen Frequenzraum abge-
bildet werden kann. Dieser Vorgang ist umkehrbar. Die Matrix-Vektor-Multiplikation
kann als Ahnlichkeit zwischen den Zeilenvektoren und dem zu transformierenden Spal-
tenvektor interpretiert werden.

In Abbildung@4.1|sind die Ergebnisse eines kleinen Tiefpassfilters mit Hilfe der ver-
schiedenen Transformationen nebeneinander aufgezeigt:

71
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Abbildung 4.1: v.L.n.r. 15 x 15 Tiefpassfilter: DHTW (geordnet); DCT; DFT

Bei diesen Glittungen fillt auf, dass die Fouriertransformation (rechts) das deut-
lich beste Ergebnis liefert. Wihrend sich bei Anwendung der DCT der Bildinhalt noch
erahnen ldsst, konnen fiir die geordnete Hadamard-Walsh-Transformation (links) nur
noch Pixel wahrgenommen werden. Diese Unterschiede liegen darin begriindet, dass die
DFT auf Exponentialfunktionen aufbaut, wodurch jede Phasenverschiebung dargestellt
werden kann. Bei der DCT hingegen wird dies durch halbschrittige Frequenzschritte
ausgeglichen, was zu einem Ergebnis fiihrt, welches sich qualitativ mittig einordnet.
Innerhalb des Vergleichs dieser drei Transformationen schneidet die Hadamard-Walsh-
Transformation offenbar bei der Anwendung kleiner Tiefpassfilter am schlechtesten ab.
Dies ist der Tatsache geschuldet, dass keine Frequenzen im eigentlichen Sinne exi-
stieren, sondern innerhalb einer Zeile der Transformationsmatrix eher Takte angegeben
werden. Den Vergleich kleiner Hochpassfilter liefert Abbildung 4.2}

Abbildung 4.2: v.l.n.r. 15 x 15 Hochpassfilter: DHTW (geordnet, inv.); DCT; DFT (inv.)

Die zuvor dargelegte Argumentation scheint ebenfalls fiir Hochpassfilter zu gelten.
Fiir ein gutes Resultat miissen viele im Bild vorhandene Kanten detektiert werden,
wobei im Ergebnisbild die Kantenverldufe nicht zu groBziigig ausfallen sollten. Auch
hier fillt das schlechtere Ergebnis der geordneten Hadamard-Walsh-Transformation, das
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durch harte Kanten der Rechteckfunktionen gezeichnet ist, auf. Diese Transformation
findet zwar Kanten, aber ihr fehlt die Feinheit diese korrekt darzustellen. Beim Resultat
der DCT werden Kanten besser detektiert, konnen jedoch nur ungenau dargestellt wer-
den. Die DFT besticht durch die Feinheit, mit der Kanten aufgezeigt werden kénnen
und liefert dadurch das beste Ergebnis. Fiir einen groferen Tiefpassfilter ergeben sich
die Effekte der Abbildung 4.3}

Abbildung 4.3: v.I.n.r. 100 x 100 Tiefpassfilter: DHTW (geordnet) ; DCT; DFT

Das Bild der geordneten Hadamard-Walsh-Transformation entspricht eher dem, was
von einer Glittung erwartet wird. Die rechteckigen Basisfunktionen fallen nicht mehr so
sehr ins Gewicht, wie bei der Anwendung des kleinen Tiefpassfilters. Interessanterwei-
se ist das Resultat der DCT fiir diese Grofe des Filters dem der DFT nahezu identisch.
Erst bei genauer Betrachtung konnen feine Unterschiede wahrgenommen werden. Dies
fiihrt zu der Annahme, dass die geordnete Hadamard-Walsh-Transformation und die
DCT besser mit groBeren Tiefpassfiltern arbeiten, als mit kleinen. Diese These soll nun
unter Anwendung eines groBeren Hochpassfilters iiberpriift werden. Abbildung [4.4] ver-
anschaulicht den duBlerst verschiedenen Effekt der Transformationen bei Nutzung eines
groBeren Hochpassfilters.

Auch hier fillt auf, dass, wenn die Details nicht mehr so ins Gewicht fallen, alle
Transformationen ein brauchbares Ergebnis liefern. Die geordnete Hadamard-Walsh-
Transformation kann auf Grund des groBeren Filters die Kanten des Bildes genauer
beschreiben, als bei einem Kleineren, wodurch Kanten gefunden werden, wie sie auch
im Bild vorhanden sind. Die DFT und DCT liefern wiederum fast identische Resultate.
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Abbildung 4.4: v.l.n.r. 100 x 100 Hochpassfilter: DHTW (geordnet, inv.); DCT; DFT inv.

SchlieBlich werden die Bilder der Wandverkleidung miteinander verglichen (sieche
Abbildung [4.5)):

Abbildung 4.5: v.l.n.r. DHTW (geordnet, inv.); DCT (inv.); DFT (invertiert)

Untersucht werden sollte, in welchem Ausmafe sich schwarze Streifen des Bildes
mit Hilfe der Frequenzspektren herausrechnen lassen. Die Idee dahinter war, dass der
Ubergang von hell nach dunkel beziehungsweise dunkel nach hell in vertikaler Rich-
tung des Bildes als Rechteckfunktion interpretiert werden kann, die sich ebenfalls im
Frequenzspektrum vertikal erstreckt. Die Ergebnisse spiegeln das Loschen dieser Fre-
quenzen wieder, wobei fiir die DFT nur das Amplitudenspektrum bearbeitet wurde. In
allen drei Fillen sind die invertierten schwarzen Streifen deutlich zu erkennen, wobei
diese aus dem DCT Ergebnisbild am besten hervorgehen. In allen drei Fillen konn-
te und sollte erreicht werden, dass die Ergebnisbilder in ihren Graustufen einheitlicher
verlaufen, was durch das Loschen dieser Frequenzen bewirkt wurde.

Abschlieflend ist festzuhalten, dass alle drei behandelten linearen Transformatio-
nen sich in ihren Basisfunktionen unterscheiden und somit unterschiedlich gute bezie-
hungsweise schlechte Ergebnisse mittels Tief- oder Hochpassfiltern liefern. Allgemein
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scheint zu gelten, dass die DFT am besten, sowohl bei kleinen als auch bei grof3en Fil-
tern, abschneidet. Auf Grund der Basisfunktionen, welche die DCT und die geordnete
Hadamard-Walsh-Transformation bieten, konnen diese bei kleinen Filtern nicht konkur-
rieren, da Details nicht hinreichend beschrieben werden konnen. Bei groferen Filtern
liefert die geordnete Hadamard-Walsh-Transformation im Bezug auf die Einfachheit ih-
rer Basisfunktionen bei Hoch- als auch bei Tiefpassfiltern, gute Ergebnisse. Die Resul-
tate der DCT und DFT sind fiir das menschliche Auge fiir geniigend grof3e Filter kaum
noch zu unterscheiden. Zusitzlich wurde festgestellt, dass sich die angewandte Metho-
dik auf die Frequenzspektren am Beispielbild der Wandverkleidung offenbar nicht gut
dazu eignet die Struktur des Bildinhalts zu bearbeiten. Da beim Loschen der Amplituden
immer die zugehorigen Schwingungen geldscht werden, geht dies zu lasten der Genau-
igkeit des Bildinhalts, wodurch sich kein gutes Ergebnis erzielen lédsst. Zu einer Zeit
rechenschwacher Computer war die Existenz der Hadamard-Walsh-Transformation be-
rechtigt, da sich iiber einen Algorithmus, dhnlich der FFT, die Berechnungen reduzieren
lassen. Die DCT hat, auf Grund ihrer Fahigkeit Daten ohne deutliche Qualitétsverluste
einsparen zu konnen, ihren Platz in der Bildkompression gefunden. Da leistungsstarke
Computer heute gegeben sind und die DFT iiber den FFT Algorithmus ebenfalls effi-
zient berechnet werden kann, wird die Transformation den anderen in vielen Bereichen
vorgezogen.
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Notationstabelle
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eulersche Zahl
enthalten in
Menge der natiirlichen Zahlen
Menge der reellen Zahlen
Menge der komplexen Zahlen
komplexe Zahl
Realteil
Imagindrteil
imaginire Einheit
Winkel
Kreiszahl
Punkt in der komplexen Zahlenebene
Zeit
Vektor
Vektor
Vektor
Skalar
Basis
Transformationsmatrix
Korrelation des Skalarprodukts von Zeilen- und Spaltenvektor
abgetastete Werte (Samples)
abgetastete Werte (Samples)
Pixelwerte
zu untersuchende Frequenz
zu untersuchende Frequenz
Substituierte e-Funktion
komplexe Fourierreihe
Platzhalter einer Exponentialfunktion
Hadamard-Walsh-Transformationsmatrix
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