UNIVERSITAT
KOBLENZ - LANDAU

Fachbereich 4: Informatik

Raytracing von NURBS

Bachelorarbeit

zur Erlangung des Grades Bachelor of Science (B.Sc.)
im Studiengang Computervisualistik

vorgelegt von

Richard Markgraf

Erstgutachter: Prof. Dr.-Ing. Stefan Miiller
(Institut fiir Computervisualistik, AG Computergraphik)

Zweitgutachter: M. Sc. Bastian Krayer
(Institut fiir Computervisualistik, AG Computergraphik)

Koblenz, im Mai 2019



Erklarung

Ich versichere, dass ich die vorliegende Arbeit selbstandig verfasst und kei-
ne anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt habe.

Ja Nein

Mit der Einstellung der Arbeit in die Bibliothek bin ich einverstanden. O O

(Ort, Datum) (Unterschrift)



1 Kurzfassung

NURBS sind eine Art von Splines, die besondere Eigenschaften besitzen.
Das ray tracen von NURBS ist eine der Darstellungsmoglichkeiten von NURBS.
Dies ist durch das konkrete berechnen von Schnittpunkten mit Strahlen
moglich. Durch die vielseitige Moglichkeiten der Modellierung mittels NURBS
sind diese beliebt in Anwendungen die im Maschinenbau verwendet wer-
den und auch anderen CAD-Programmen. Diese Arbeit befasst sich mit der
Berechnung von NURBS-Kurven und -Oberflichen, dem direkten rendern
von diesen und wégt ab ob sich der Aufwand dafiir im Vergleich zu Tesse-
lierung lohnt.
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2 Einleitung

In der Computergraphik werden hdufig Dreiecke und Rasterisierung ein-
gesetzt, um Umgebungen und Objekte darzustellen. Dies liegt daran dass
das Dreieck ein einfach zu berechnendes, primitives Geometrieobjekt ist,
welches relativ geringe Rechenleistung benotigt. Aufgrund der stark ge-
wachsenen Rechenleistung moderner Computer ist es moglich komplexe-
re geometrische Objekte in Echtzeit oder in kurzer Berechnungszeit darzu-
stellen. Eines dieser Objekte wird Nicht-uniforme rationale Basis-Splines
(NURBS) genannt. Diese ermoglichen es Geometrie mit glatten Oberfla-
chen zu entwerfen, welche durch Dreiecke nur unter Nutzung von ho-
her Polygonzahl angendhert werden kénnen. NURBS sind ein beliebtes
und maéchtiges Werkzeug zum Definieren von Kurven und Freiformfla-
chen. NURBS eignen sich als Werkzeug zum Entwurf und der Darstellung
von Zeichensitzen und komplexen Fahrzeugkarosserien.

2.1 Anwendungsbereiche

Die Anwendungsbereiche fiir NURBS-Oberfldchen sind vielféltig. Sie sind
unerldsslich in der modernen computerunterstiitzten Modellierung. Im Ma-
schinenbau werden NURBS-Oberflachen ebenfalls wegen ihrer mathema-
tischen Eigenschaften verwendet. Die Anforderungen in diesen Bereichen
an die Qualitdt der Geometrie sind sehr hoch, weshalb fiir einige Objek-
te NURBS und andere Splines benotigt werden. Ebenfalls verwendet die
Automobilindustrie zum entwurf von Fahrzeugen hdufig NURBS. Abbil-
dung [1a| zeigt ein Beispiel bei dem das gesamte Fahrzeug durch NURBS
modelliert wurde.

(@) Mercedes SLR. [1] (b) Autodesk Beispielszene. [2]

Abbildung 1: Anwendungsfall Automobilindustrie



3 Grundlagen

3.1 NURBS

Nicht-uniforme rationale Basis-Splines (NURBS) sind Funktionen, wel-
che stiickweise aus Polynomen zusammengesetzt werden. Eine NURBS-
Kurve C vom Grad p wird durch

Z Nip(u)w; P;
Clu) = =5
Z N; p(uw)w;

i=0

definiert [11] [4]. Hierbei sind { P;} die Kontrollpunkte, {w;} die Gewichte

und {N; ,(u)} die B-Spline Basisfunktionen vom Grad p, welche auf einem
nicht-periodischen (und nicht-uniformen) Knotenvektor

a<u<b @)

U={a,...,aupi1,..., Um—p-1,b,...,b}
~—— ~———
p+1 p+1

definiert sind. Wenn es nicht anders angegeben wird, dann wird angenom-
men dass a = 0,b = 1 und w; > 0 fiir alle i ist.

@p=1 (b)p=2 @p=3

Abbildung 2: NURBS-Kurven mit Kontrollpunkten

3.2 Basisfunktionen

Die Definition von

N; o, (uw)w;
Rip(u) = # (2)
> Njplww;
=0
erlaubt es Formel (1)) in
Cu) =) Rip(u)P; 3)
i=0

umzuschreiben [10]. { R; ,} werden als rationalen Basisfunktionen bezeich-
net und besitzen die folgenden Eigenschaften [10] [3]:
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1. Nicht negativ: R; ,(u) > 0 fiir alle ¢, p und fiir v € [0, 1].
2. ) Rip(u) =1firalleu € [0,1]
=0

3. Rop(0) =Ry p(1) =1.

4. Ist p > 0, dann besitzen alle R;,(u) exakt ein Maximum auf dem
Intervall u € [0, 1].

5. Lokaler Trager/support: R; ,(u) = 0 fir u ¢ [u;, Witpt1)-

6. Alle Ableitungen von R; ,(u) existieren innerhalb eines Knoteninter-
valls bei dem die rationale Funktion keine Null im Nenner besitzt.

7. Istw; = a fir alle i und a # 0, dann folgt R; ,,(u) = N; ,(u) fiir alle i.
Daraus folgen ebenfalls einige Eigenschaften fiir die Kurve C [11]:

1. Cistinvariant zu affinen Transformationen. Eine Transformation wird
auf die Kurve angewendet, indem sie auf die Kontrollpunkte ange-
wendet wird.

2. Cist invariant zu perspektivischer Projektion.

3. Ist u € [uj, uj+1), dann liegt C'(u) innerhalb der konvexen Hiille aus
den Kontrollpunkten P;_,, ..., P;.

4. Start- und Endpunkt liegen auf dem ersten bzw. dem letzten Kon-
trollpunkt. C(0) = Py und C(1) = P,.

o Nis
Ny .
4 m N3
Ny
mN

[
uN;

m N,
u N,z
m N,

@p=1 b p=2

Abbildung 3: Graphen von Basisfunktionen
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Abbildung 4: Graphen von Basisfunktionen

3.3 Cox-de Boor

Um die rationalen Basisfunktionen {R;,} berechnen zu konnen, miissen
die Basisfunktionen {N;,} berechnet werden. Dies ist durch Anwenden
der Cox-de Boor Formel moglich [11] [4]. Diese ist definiert als

1 falls u; < u < w;qq
io(u) =
0 andernfalls

U — Uy (7 1—U
Nip(u) = %Ni,p—l(”@ + wf]vi-i—l,p—l(u) 4)
Uj4p — Uj Uj+p4+1 — Ui+1

Anschaulich baut sich zur Berechnung einer Basisfunktion ein Baum aus
Basisfunktionen von niedrigerem Grad auf. Mochte man nun einen Punkt
auf der Kurve berechnen, dann wird dieser iiber eine Kombination aus Ba-

sisfunktionen und Kontrollpunkten berechnet. Abbildung [f] zeigt visuell
wie sich ein Punkt C(3) auf der Kurve berechnen lasst.

Noo |
I N'UJ -. _
Nio : | No,2 -
BLUE : | Nos
Noo : IR
Tnaa |
Nso |

Abbildung 5: Baum aus Basisfunktionen



Abbildung 6: NURBS-Kurve mit Kontrollpunkten

3.4 Berechnen von Ableitungen

In vielen Féllen ist es niitzlich die Ableitung der Kurve an einer Stelle zu
berechnen. Um dies zu berechnen, betrachten wir Formel [1] als eine Kur-
ve im vierdimensionalen Raum [10]. Hierbei bilden die Gewichte {w;} die
vierte Koordinate. Da durch diese spiter wieder geteilt wird, wird diese
auch homogene Koordinate genannt. Somit wird C(u) zu H{C"(u)} und
tiber diese lassen sich die Ableitungen berechnen.

Clu) = H{C®(u)} = H {Z Ni,p(u)Piw} (5)
=0

Aus den Kontrollpunkten {F;} und den Gewichten {w;} werden die ge-
wichteten Kontrollpunkte P = (wj;z;, w;y;, w;z;, w;) gebildet. H steht fiir
die perspektivische Abbildung

P = H{P"}
H{X.Y.Z.W)) (&, 5. L) falls W #0  (6)
o Richtungsvektor(X,Y,Z) fallsW =0
Sei nun . ) w(w)Clw) B Alu) ]
(u) = wu)  wu) @



Hierbei ist A(u) die Funktion, welche den Vektor mit den ersten drei Koor-
dinaten von C"(u) enthilt. A(u) ist hierbei nichts anderes als der Zahler in
Formel|l| Dann ist die erste Ableitung von C'(u)

w(u)A'(u) — w' (u)A(u)

C'(u) =

w(u)?
w(@A () - W @u@Cu) _ Aw) - @Cw) O
w(u)? w(u)

Die Formel fiir C’(u) wird auch hodograph Formel genannt [5]. Um die
Ableitungen A’(u) und w’(u) zu erhalten wird die Formel zur Ableitung
von B-Splines auf C* angewendet.

n

C* M) =3 N ()P ©9)

i=0
Die Basisfunktionen lassen sich nach [10] durch

(k—1) (k—1)
N® () = p Nip—1' Nty (10)
ub Uitp — Ui Uigp+1 — Uitl

ableiten. Sei k = 1, dann enthalt C*(%)(v) die Werte von A’(u) und w’(u).
Fiir andere k erhalt man dementsprechend A*)(u) und w® (u).
C*'(u) = (XY, 2!, W) (11)
—_———
Al(w)  w'(w)
Weitere Ableitungen erhalten wir durch das Anwenden der allgemeinen
Produktregel fiir hohere Ableitungen (auch als Leibniz Regel fiir Differen-

tiale bekannt) [8]]. Seien u und v zwei Funktionen, dann berechnet sich die
k-te Ableitung des Produktes durch

k
B\ . .
(k) — (@),,(k—1) 12
uw E <Z>u v (12)

=0
Wenden wir Formelzur Berechnung von A*(u) an, dann folgt

Mk

A9 = o) =Y (§)e et W

=0 (13)

= w(u)C® (u) + (’;) w® (u)C*=) (4)

k
=1

Durch umformen erhilt man

A )~y (’f) 0 () 0= (1)

1
Cc®(u) = =1 ey (14)




Welches einem ermoglicht die k-te Ableitung an einem Punkt fiir einen
Wert u von einer NURBS-Kurve zu berechnen.

Abbildung 7: Ableitungen einer NURBS-Kurve

3.5 Freiformflichen

Durch NURBS-Flachen lésst sich komplexe Geometrie beschreiben und ent-
werfen. Eine solche Flache entsteht durch das Kombinieren mehrerer NURBS-
Kurven zu einer NURBS-Fliache. Eine NURBS-Fliche vom Grad p in Rich-
tung © und vom Grad ¢ in v Richtung ist eine bivariate stiickweise rationale
Funktion der Form [3]]

n

m
> Nip(u)Njg(v)wi ;P
S(u,v) = == 0<u,v<1 (15)

n m
Nip(u)Nj q(v)w
=0

i=0 j



//\

Abbildung 8: NURBS-Freiformfldche

Die Kontrollpunkte {P; ;} bilden ein Kontrollnetz in zwei Richtungen,
die Gewichte {w; ;} bilden ebenfalls ein Netz und {N; ,(u)} und {N;,(v)}
sind die nicht-rationalen B-Spline Basisfunktionen, welche auf den Knoten-
vektoren

U:{0,...,Oup+1,...,ur_p_l,l,...,l}
N—_—— N——
p+1 p+1
V= {0,...,qu+1,...,’Us_q_l,l,...,l}
N — N —
q+l q+1

definiert sind. Hierbei ist» = n+p+1und s = m+q+1. Ahnlich zu Formel
lasst sich auch eine stiickweise rationale Basisfunktion formulieren

Ni N;

R1J<’U, 1)) — P( ) Jp( )w »J (16)
zzjjizﬁﬁma w) Ni g (v)wh g
k=0 t=0

Somit erhilt man zusammen mit Formel [15]
=> > Rij(u,v)P; (17)
i=0 j=0

NURBS-Flachen lassen sich so wie in Formel 5} iiber homogene Koordina-
ten darstellen [10] Sei PZ% = (wi,jazi,j, Wi, Y55, Wi jZi, 5, wi,j)

S(u,v) = H{S"(u,v)}

= H Y S NN 0P

=0 j=0

(18)
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Analog zu Formel [8 und Formel [14] lassen sich auch die Ableitungen
von NURBS-Oberflichen berechnen [5]. Allerdings konnen hier mehrere
partielle Ableitungen berechnet werden. Diese sind vom Parameter der
zum Ableiten gewdhlt wird abhédngig.

w(u,v)S(u,v)  Au,v)

= = 1
S(u,v) w(u,v) w(u,v) (19
A(u,v) ist der Zahler von S(u, v) in Formel[15]
S, v) = Aq(u,v) — we(u,v)S(u,v) (20)
w(u,v)
a kann entweder fiir u oder fiir v stehen. Nun gilt allgemein
kg t
(kD) _ (,0) q(k—1,0)
AT = [(wS)M) = (Z% <Z>w S >
_Z< )Z( ) (1) g ki)
j=0 J
(1)
OO)S(k 1) + Z < ) (zO (k—1i,0) + Z < ) (O,j)S(k:,l—j)
+Z< )Z ( ) (i) gk—id—3)
Jj=1 J
Daraus ldsst sich durch Umformen folgendes formulieren
1 "k
§ED = = [ 40D 37 (7 li0) gh=i)
w — {
" l (22)
_Z< ) 0.0) gki—3) Z( >Z< ) (i) g ki~ a))
=1 7j=1
Aus Formel 22] erhilt man
Auv_ uvr? — WyPdy — Wy
S, = WypS — WSy — WyS, (23)
w
Auu —2 urru — Wuu
S, — WSy — Wy S (24)
w
Avv —2 vPv — Wov
Spw = - j WS (25)



Ahnlich zu Formel |9l leiten sich A®*) und w®) aus der Formel zum ablei-
ten von B-Spline-Oberfldchen ab [11]. Es berechnen sich somit alle Ablei-
tungen bis zum Grad d

O =N ) D) puw
Sy S (1 0) = ZZNLP N PY%  0<k+1<d  (26)
Uber die Ableitungen der Oberflichen lassen sich Oberflichennormalen
berechnen, welche fiir Beleuchtung, Reflektion etc. beim rendern der Flache
benotigt werden.

1
n(u,v) = ——— (S x gy (27)
155 % S5

VU uu

Abbildung 9: NURBS-Freiformflache mit Oberflichennormalen

4 Trimmen von NURBS-Oberflachen

Das Konzept des Trimmens beschreibt das Herausschneiden von Formen
aus Spline-Oberflachen. Dies geschieht allerdings nicht direkt auf der Ober-
fliche, sondern im Parameterraum der Oberfliche, welcher durch « und v
aufgespannt wird. Hierbei kann mit einfachen Primitiven, wie z.B. Drei-
ecken,Rechtecken etc., getrimmt werden oder es konnen auch zweidimen-
sionale Kurven, welche innerhalb des Parameterraumes definiert sind, zum
trimmen verwendet werden.
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4.1 Einfaches Trimmen

Fiir einfache geometrische Objekte, wie z.B. Kreise, Dreiecke, Rechtecke,
Ellipsen etc. gibt es die Moglichkeit den Trimmtest direkt iiber die Formel
fur das Primitiv auszufiihren. Somit ist keine Schnittpunktberechnung no-
tig. Um eine rechteckige Flache zu trimmen, werden lediglich zwei u-Werte

:

0 us uz 1

(a) Parameterraum (b) NURBS-Flache

Abbildung 10: NURBS-Fldche mit getrimmtem Rechteck

und zwei v-Werte benotigt. Soll nun getestet werden, ob ein Punkt S(u,v)
innerhalb des getrimmten Intervalls liegt, dann muss nur gepriift werden
obu; <u < upund ob v; < v < wvy. Trifft beides zu, dann liegt der Punkt
S(u,v) innerhalb der getrimmten Flache und der Punkt wird getrimmt.

[Jrera
Y Deete el
\ ,,,,E - A
(a) Parameterraum (b) NURBS-Flache

Abbildung 11: NURBS-Flache mit getrimmter Ellipse

Das Trimmen einer Ellipse lasst sich tiber die Mittelpunktform einer
Ellipse durchfiihren. Seien zwei Radien a, b und der Mittelpunkt ¢ der
Ellipse gegeben, dann gilt

T U 08)
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Formuliert man diese Gleichung in die Ungleichung

(u—cy)?  (v—cy)?
a? + b2

<1 (29)

um, dann lasst sich anhand dieser der Trimmtest durchfiihren. Es wird fiir
alle Punkte S(u,v) gepriift, ob die Ungleichung erfiillt wird. Tut sie dies,
dann ist der Punkt nicht mehr Teil der Oberfliche.

\ /

o 1

(a) Parameterraum (b) NURBS-Fliache

Abbildung 12: NURBS-Fldche mit getrimmtem Kreis

Zum Trimmen einer Kreisfliche werden der Kreismittelpunkt c und ein
Radius 7 benétigt. Hierzu wird der Abstand d zwischen der Eingabe (u, v)
und dem Mittelpunkt berechnet. Ist nun d < r, dann wird der Punkt S(u, v)
getrimmt.

4.2 Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren (auch als Newton-Raphson-Verfahren bekannt) ist
ein Verfahren zur numerischen Nullstellenfindung von nichtlinearen Glei-
chungen. Man benétigt zur Anwendung des Verfahrens eine nichtlineare
Funktion f(z) und einen initialen Startwert xo, welcher in der Ndhe der
Nullstelle liegt. Nun berechnet man die Tangente des Startwertes. Diese
Tangente schneidet die z-Achse und liegt ndher an der Nullstelle als xo.
Dieser Wert wird als x; bezeichnet und man berechnet wieder die Tangen-
te des neuen Wertes, welcher wiederum néher an der Nullstelle liegt. So
setzt sich das Verfahren rekursiv fort, bis die Differenz von zwei aufeinan-
derfolgenden Approximationen kleiner ist als ein bestimmter Schwellwert
e. Der neue Approximationswert wird iiber

Tntl = Tp — f’(.ﬁlﬁ‘ )
n

(30)

berechnet. Diese Rekursionsvorschrift ist das was als Newton-Iteration be-
zeichnet wird. Die Konvergenz der Annédherung an die Nullstelle ist qua-

12



dratisch. Sollte f’(x) = 0 sein, dann ist das Verfahren nicht anwendbar.

Abbildung 13: Newton-Iteration mit Nullstelle

Das Newton-Verfahren ldsst sich auch auf mehrdimensionale Proble-
me erweitern. Hierzu wird anstelle der Ableitung die Jacobi-Matrix, also
die Matrix der partiellen Ableitungen, berechnet. Anstatt nach Nullstellen
der nichtlinearen Funktion f zu suchen, wird nach Nullstellen der linearen
Anpassung von f im Punkt z gesucht.

Tp+1 = Ln — (‘](wn))ilf($n) (31)

Alternativ wird auch haufig

J(xn)Axn = _f(xn)

gelost, um die Berechnung der Inversen der Jacobi-Matrix zu vermeiden.
Man erhilt dann z,, 11 durch

Tnt+l = Tn + Axy,

4.3 Trimmkurven

Das Herausschneiden von Fldachen, welche durch Kurven eingeschlossen
sind, aus NURBS-Oberflichen benétigt eine sogenannte Trimmkurve. Die
Trimmkurve ist in diesem Fall eine NURBS-Kurve, welche in dem Parame-
terraum der Oberfldche definiert ist. Hinzu kommt dass diese Kurve ge-
schlossen sein muss und eine definierte Richtung besitzen muss. Die Rich-
tung wird benoétigt um festzustellen welcher Teil der Oberfldche behalten

13



Abbildung 14: NURBS-Flache mit getrimmter Kurve

werden soll. Entweder der Teil innerhalb der Kurve oder der Teil aufserhalb
wird dann erhalten. Es wird dann festgelegt dass der Teil links der Kurve
behalten wird. Die Kontrollpunkte der Kurve C(u)

Z lep(u)wZPl
Clu) = =

n
Z N; p(u)w;
i=0

liegen auf dem Parameterraum der Oberflache S(a, b). Sie besitzen die Form
P; = (a,b). Um nun zu Priifen ob ein Punkt z = S(a,b) getrimmt wer-
den muss, werden alle Schnittpunkte zwischen der Kurve C'(u) und einem
Strahl (t) = = + d * t berechnet. Der Ursprung des Strahls ist der Punkt «
und die Richtung d wird generiert indem ein zweiter zufélliger Punkt z # x
generiert wird. Aus den Punkten wird die Richtung d = 2z — z berechnet.
Zum verifizieren aller Schnittpunkte wird das Newton-Verfahren verwen-
det. Da dieses Startwerte benotigt, generiert man einen Umriss der Kurve.
Dieser Umriss wird erstellt indem einige Punkte auf der Kurve berechnet
werden und diese {iber Liniensegmente verbunden werden. Zusitzlich zu
den Punkten wird auch der Parameter u, durch welchen die Punkte berech-
net werden, gespeichert. Nun berechnet man alle Schnittpunkte zwischen
dem Umriss und dem Strahl r. Zu jedem Schnittpunkt wird ebenfalls ge-
priift ob der Strahl in den Umriss eindringt oder diesen verldsst. Dies wird
mit —1 beim Eindringen und mit +1 beim Verlassen notiert. Anhand der
definierten Richtung der Kurve lassen sich Normalen auf den Linienseg-
mente berechnen, die nach aufSen zeigen. Durch diese ldsst sich bestimmen,

(32)
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ob der Strahl aus dem vorderen oder hinteren Halbraum kommt. Fiir den

v w

Abbildung 15: Liniensegment fiir den Kurventrimmtest

Fall dass der Strahl genau entlang der Richtung eines Segmentes verlauft
und es ein komplettes Segment als Intersektion gibt, wird einfach eine neue
zuféllige Richtung fiir den Strahl gewéhlt und der Test wird von vorne ge-
startet. Sobald alle Schnittpunkte bekannt sind, werden die aus diesen be-
rechneten u-Werte als Startwerte fiir die Newton-Iteration verwendet. Uber
die Newton-Iteration wird nun fiir jeden Schnittpunkt {iberpriift ob die-
ser ein giiltiger Schnittpunkt zwischen Kurve und Strahl ist. Die Newton-
Iteration nimmt die Form

f(un)
f'(un)

Unp4+1 = U — (33)
mit
fu) = (C(u) -n+d)

Der Strahl wurde hierbei {iber die hessesche Normalform dargestellt. n ist
die Normale zum Strahl. Dann wird aus den Werten der giiltigen Schnitt-
punkte fiir das Verlassen und Eindringen der Kurve die Summe gebildet.
Ist die Summe 1, dann wird der Punkt getrimmt. Ist die Summe 0, dann
wird der Punkt nicht getrimmt.

5 Schnittpunktberechnung

Um eine NURBS-Oberfldche zu ray tracen, muss der Schnittpunkt zwischen
dem Strahl r und der Oberfldche S(u, v) berechnet werden. Der Strahl r(¢) =
o + d * t besitzt einen Ursprung o und eine Richtung d. Nach [6] stellt man
den Strahl als einen Schnitt von zwei Ebenen P; = (Nj,d;) und P, =
(Na, dy) dar. Die Normale zur Ebene P; ist definiert als [7]

) (dy,—dy,0) falls[dy| > |dy| und |dy| > |d.| (34)
' (0,d,,—d,) andernfalls

15



Somit ist Ny immer orthogonal zur Richtung d des Strahls r. Dann ist Vo
A@ ZIDGVX d
Beide Ebenen gehen durch den Ursprung o somit ergibt sich

d1 =:—<Aﬁ Y
inZ-pﬁg-O

Ein Schnittpunkt mit der Oberflache S muss nun

Py - S(u,v) =1

35
Py S(u,v) =1 (35)
erfiillen. Daraus ldsst sich die Funktion F'(u,v) fiir die Newton-Iteration

formulieren.
_ (N1-S(u,v) +dy
FYU,U)—— <A&~;S(U,U)4-d2)

Das Problem liegt nun dabei das Gleichungssystem nach den Nullstellen
(ux, v4) zu 16sen. Hierzu wird die mehrdimensionale Newton-Iteration ver-
wendet. Somit nimmt die Iteration nach Formel 31|die Form

(36)

(“nﬂ) _ (“n) Tty o) * F (i, 0n) (37)
Un+1 Un
J ist die Jacobi-Matrix von F'
J = (Fy, Fy) (38)
F,, und F, sind die Vektoren
j - Dﬁ,-S@(u,v)
A\ Ny - Sy(u,v)
(39)
F = Dﬁ,‘sb(uav)
YA\ Ny - Sy (u,v)
Die Inverse der Jacobi-Matrix ist
-1 _ adj(J)
S = et (40)

Die Adjunkte adj(J) ist gleich der transponierten Kofaktormatrix
Cii Cro
C =
<021 C'22>
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mit Cj; = (—1)"det(J;;). J;; ist die verbleibende Matrix, wenn man die
i-te Reihe und die j-te Spalte entfernt. Somit ist die adj(.J) nun [7]

. J: —J
adi(J) = (_;; Jf)

Fur die Iteration wurden mehrere Abbruchkriterien nach [12] und [7]
gewdhlt. Falls man so nahe an der Nullstelle ist, dass der Wert kleiner ist
als ein vorbestimmtes ¢,

[ (tn, vn) | <€ (41)

dann wird ein Treffer registriert. Die Anzahl der Iterationen wird limitiert
fiir den Fall dass nur eine schwache Konvergenz vorliegt. Meistens sind
nur wenige Iterationen notig, um den Schwellwert zu erreichen. Dies liegt
an der allgemein quadratischen Konvergenz des Verfahrens. Ebenfalls soll-
te die Iteration konvergieren und nicht divergieren. Also darf der nachfol-
gende Iterationsschritt nicht weiter weg von der Nullstelle (u., v,) fithren.

[E (unt1; ong1) || > (| F (tn, vn)| (42)

Die Iteration darf nicht aufSerhalb des Parameterraums der Oberflache lau-
fen:

u F# [up, up), v # [vg, Vm) (43)

Schliefslich noch wird gepriift ob die Jacobi-Matrix Singuldr ist, denn dann
lasst sich die Inverse nicht berechnen. An solchen stellen ist entweder die
Oberflache nicht reguldr (S, x S, = 0) oder der Strahl verlduft parallel
in der Ndahe zum Umriss der Oberfldche. Es wird gepriift ob |det(j)| < e.
Sollte dies der Fall sein, dann wird der momentane Parameter um einen
kleinen Zufallswert verschoben, um Problemregionen zu umgehen.

Ukt1) Uk drand48() * (ug — ug)

(vk+1> N (vk> +0, 1+ <drand48() * (vg — vk)> (44)
drand48() ist eine Funktion, welche nicht-negative Zufallswerte vom Typ
double liefert und diese sind gleichverteilt auf dem Intervall [0.0,1.0]. Mit
dem neu berechneten Vektor wird dann die Iteration weitergefiihrt. Da die
Newton-Iteration nur einen angendherten Wert des Schnittpunktes (u., vy)
liefert, liegt dieser mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit nicht exakt auf dem

Pfad des Strahls r = 0+t *d. Um zu gewdhrleisten dass der Punkt auf dem
Strahl liegt kann man den Punkt P zuriick auf den Strahl projezieren.

t=(P—o0)-d
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Abbildung 16: Tesselierte NURBS-Oberfldche

5.1 Berechnung von Startwerten

Die Newton-Iteration benétigt einen Startwert, welcher in der Néhe des
Schnittpunktes liegt um zu konvergieren. Hierzu wird die Oberflache tes-
seliert [9]. Die Flache muss entsprechend fein tesseliert werden, um die Na-
he zum Schnittpunkt zu garantieren. Zusétzlich zu den generierten Drei-
eckspunkten wird auch der Parameterbereich in dem das Dreieck liegt ge-
speichert. Nun wird das Dreiecksnetz geraytraced. Der daraus resultierende
Schnittpunkt wird in baryzentrische Koordinaten, in Relation zum Dreieck
ABC in dem der Schnittpunkt liegt, tiberfiihrt. Nun ldsst sich der Startwert
(uo, vo) tiber baryzentrische Interpolation berechnen. Da die Eckpunkte alle
einen gespeicherten (u, v)-Wert besitzen, ldsst sich der (u,v)-Wert fiir den
Schnittpunkt ebenfalls berechnen.

f(x) = a(f(za)) +b(f(zB)) + c(f(z0)) (45)

f(x) bildet einen Punkt x auf seinen (u, v)-Wert ab. (a, b, ¢) sind hierbei die
normierten baryzentrischen Koordinaten des Punktes. f(z4), f(zp), f(zc)
sind die (u,v)-Werte der Eckpunkte des Dreiecks ABC in dem der Schnitt-
punkt liegt.
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(a) NURBS-Oberfliache (b) Oberfliche mit Dreiecksnetz

Abbildung 17: NURBS-Oberfldchen

6 Implementation

Die Implementation der Schnittpunktberechnung bezieht sich stark auf die
Formeln. Es wurde ebenfalls eine bounding box fiir die Oberflache gene-
riert um schneller Strahlen auswerfen zu konnen, die nicht die Oberfliche
treffen. In den Zeilen 16-22 wird der Startwert fiir die Newton-Iteration
tiber das Dreiecksnetz berechnet. In Zeile 23 wird F(u,v) nach Formel 36
berechnet. Ebenso wird bevor die Iteration startet gepriift ob die Jacobi-
Matrix singulér ist. Fiir die Newton Iteration wird immer der alte Wert von
F(u,v) und (ug,v) gespeichert, um die Tests fiir den Iterationsabbruch zu
berechnen konnen. Die Zeilen 32-46 entsprechen den Formeln 42,43 und
44.

double NURBSSurface:: GetIntersection (const Ray &ray) {
if (bbox.GetIntersection (ray)) {
Vector3d d = ray.GetDirection () ;
Vector3d N1, N2;
if (abs(d.x) > abs(d.y) && abs(d.x) > abs(d.z)) {
Nl = (d.y, —1.0xd.x, 0);
N1.Normalize () ;
}
else |{
N1 = (0, d.z, —1.0xd.y);
N1.Normalize () ;
}
N2 = glm:: cross(N1,d) ;
double dl1 = glm::dot(—1.0xN1,ray.GetOrigin());
double d2 = glm::dot(—1.0«N2, ray.GetOrigin());
mesh. intersect (ray);
if (mesh.hasintersection (ray)) f{
Vector2d uv = mesh. GetIntersection (ray) ;
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}
else {
return —1;
}
Vector2d uv_start = uv;
Vector2d Fuv = evalFuv (N1,N2,d1,d2,uv);
mat2d ] = jacobian (N1,N2,srf ,uv);
if (det(jacobian) < EPSILON) {
return —1;
}
int iter = 0;
while (glm::length (Fuv)>EPSILON) {
Vector2d Fuv_old = Fuv;
Vector2d uv_old = uv;
if (iter > iterMAX) {
return -—1;

jacobian (N1, N2, uv);
f (glm::length(Fuv) > glm::length (Fuv_old)) {

return —1;

}

Fuv = evalFuv (N1, N2, d1, d2, uv);
] =

i

}

if (det(jacobian) < EPSILON2) {
uv = jitter (uv_old,uv_start);
continue;

}

if (paramcheck(uv, srf)) {
return —1;

}

mat2d inv] = inv]Jacobian(]);
uv = uv_old — (mvmult(inv], Fuv));
iter ++;

}

return glm::dot(srf.evaluate (uv)—ray.GetOrigin () ,ray.
GetDirection () ) ;
}

else
return —1;

}

7 Auswertung und Ergebnisse

Um bewerten zu konnen ob es sich lohnt die Schnittpunkte beim ray tracen
von NURBS-Oberfldchen zu berechnen, ist ein Vergleich der Renderzeiten
zwischen zwei Methoden angebracht. Man konnte NURBS-Oberfldchen ren-
dern indem man diese ausreichend fein tesseliert und dann das Dreiecks-
netz dazu rendert. Hierzu einige Vergleiche anhand von Bildern.

Alle diese Flichen wurden generiert indem Dreiecke aus abgetasteten
Punkten der Oberfldche geformt wurden. Die Punkte wurden in uniformen
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(a) 1250 Dreiecke (b) 5000 Dreiecke

Abbildung 18: Tesselierte NURBS-Oberflédchen

Abbildung 19: Tesselierte NURBS-Oberfldche mit 20000 Dreiecken

Abstanden generiert. Beim Rendern der Dreiecksnetze wurde eine boun-
ding box verwendet um zu priifen ob das Netzt tiberhaupt getroffen wird.
Dies gilt ebenfalls fiir die direkt gerenderte NURBS-Oberfldche. Beim be-
trachten der Oberflichen war erst ab ca. 31250 Dreiecken (bei einer Auf-
16sung von 1920x1080px) kaum noch zu erkennen dass diese aus Dreie-
cken besteht. Bei allen anderen mit weniger Dreiecken ist bei genauerem
betrachten zu erkennen dass diese aus Dreiecken besteht. Dies fallt voral-
lem bei den spekularen Teilen der Beleuchtung auf.
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Abbildung 20: Tesselierte NURBS-Oberflédche mit 31250 Dreiecken

Allerdings ist nicht nur die Qualitdt der Ergebnisse wichtig, sondern
auch wie lange die Zeit zum rendern ist.

Berechnungsmethode ‘ Oberflachen ‘ Dreiecke ‘ Renderzeit(in s)

Tesselierung 1 1250 1.87
Tesselierung 1 5000 2.13
Tesselierung 1 11250 2.67
Tesselierung 1 20000 3.04
Tesselierung 1 31250 3.69
Schnittpunktberechnung 1 1250 4.04
Schnittpunktberechnung 3 3 x 1250 15.11

Tabelle 1: Renderzeiten im Vergleich

Alle Tests wurden auf einem Intel Core i3-4130 unter gleichen Bedin-
gungen gerendert. Somit ist das Rendern {tiber die direkte Schnittpunktbe-
rechnung in diesem Fall ca. 17,6% langsamer als die tesselierte Flache mit
nahezu dhnlicher Qualitit. Der Mehraufwand hierbei entsteht durch die im
Vergleich teure Newton-Iteration. Hierbei miissen unter Umstdnden mehr-
fach die Ableitungen fiir einen einzigen Punkt berechnet werden. Daraus
lasst sich schlieflen dass sich die direkte Schnittpunktberechnung nur dann
lohnt, wenn man die hohere Qualitdt benotigt oder die Eigenschaften der
Oberflache fiir weitere Effekte benotigt.
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Abbildung 21: NURBS-Oberfldche mittels Newton-Iteration gerendert

8 Fazit

In dieser Arbeit wurde sich damit befasst wie NURBS-Kurven und -Oberflachen
aufgebaut sind und wie sich diese berechnen lassen. Zusitzlich wurde ge-
zeigt wie Basisfunktionen berechnet und abgeleitet werden konnen. Eben-
falls wurde auf das Trimmen von Oberflichen mittels verschiedener Pri-
mitive beschrieben und gezeigt. Hinzu kommt noch das Trimmen mittels
Spline-Kurven, welches zur Berechnung Verwendung vom Newton-Verfahren
macht. Das Newton-Verfahren wurde in normaler Form und auch in mehr-
dimensionaler Form beschrieben. Uber das mehrdimensionale Newton-Verfahren
wurde ein Verfahren zur Schnittpunktberechnung von Strahlen mit NURBS-
Oberflachen hergeleitet. Abschlieffend wurde der Aufwand des renderns

der Oberfldchen analysiert und mit einer alternative abgewogen. Zum Schluss
sollte erwdhnt werden dass moderne Ray Tracer oftmals zum rendern von
Dreiecksnetzen Biume verwenden um die Renderzeit zu reduzieren. Aller-
dings lassen sich dhnliche Ideen auch auf die direkte Schnittpunktfindung
anwenden indem man zum Beispiel bounding volume Hierarchien aufbaut.
Jedoch hat bereits die vorhandene Implementierung einige Grenzen beider
Methoden aufgezeigt.
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Abbildung 22: Szene mit drei Oberflichen
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