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1 Einleitung

In der mathematischen Literatur der vergangenen Jahrzehnte findet man eine Viel-
zahl verschiedener Algorithmen zu Berechnung der Hermite-Normalform (abgekiirzt:
HNF) ganzzahliger Matrizen, bei der es sich grundsétzlich um eine ganzzahlige Matrix
in oberer oder unterer Dreiecksmatrixform handelt. Die Algorithmen unterscheiden
sich in ihrer Vorgehensweise unter anderem dadurch, dass ihnen variante Definitionen
der Hermite-Normalform zugrunde liegen. Einige Berechnungsverfahren akzeptieren
als Eingabe nur quadratische, regulire Matrizen [VZG99|, andere nur Matrizen mit
vollem Zeilenrang [Sch99, Nem88] und wiederum einige beliebige ganzzahlige Matri-
zen [The00, Jag01, Kan79]. Auch die erzeugten Hermite-Normalformen kénnen unter-
schiedliche Gestalten annehmen: Sie haben untere oder obere Dreiecksmatrixform und
unter Umstédnden sogar negative Eintrége.

In den meisten Féllen wird die Hermite-Normalform dazu verwendet, ganzzahlige
Losungen fiir lineare inhomogene und/oder homogene Gleichungssysteme zu gewinnen.
Die ermittelten Ergebnisse konnen anschlieflend in weiteren Verfahren zur Berechnung
nichtnegativer ganzzahliger Losungen von linearen Gleichungssystemen herangezogen
werden [Pas86, Han97, Krii87].

In dieser Arbeit werden vier Basisalgorithmen zur Berechnung der Hermite-Normal-
form einer ganzzahligen Matrix vorgestellt und erldutert, wie die HNF zum Auffinden
ganzzahliger Losungen linearer inhomogener Gleichungssysteme herangezogen werden
kann. Das Augenmerk liegt hierbei auf der Arbeitsweise der verschiedenen Algorithmen
und der Verwendbarkeit der Ergebnisse. In den letzten Jahren wurden Berechnungsver-
fahren entwickelt, die die HNF-Gewinnung fiir sehr grole Matrizen optimieren sollen
[St096, Mic01, The00], da die Basisalgorithmen bei Eingabe von Matrizen mit mehreren
Tausend Zeilen und Spalten schnell an ihre Grenzen geraten.

Ein besonderes Anliegen dieser Arbeit ist es, die Basisalgorithmen im Detail vorzu-
stellen. In Kapitel 2 wird zunéchst eine ausfiihrliche und vollstindige Einfithrung in
die dafiir notwendigen mathematischen Grundlagen gegeben. Verschiedene Definitio-
nen der Hermite-Normalform werden in Kapitel 3 diskutiert und darauf aufbauend in
Kapitel 4 die entsprechenden Algorithmen detailliert und beispielorientiert vorgestellt.

Alle Berechnungsschritte sind vollstandig aufgefiihrt und kénnen ,,von Hand“ und ohne



1 FEinleitung

Zuhilfenahme weiterer Literatur durchgefiithrt werden.

Kapitel 5 beinhaltet die Verfahren zur Losung linearer inhomogener Gleichungs-
systeme mittels der Hermite-Normalform. Die HNF-Algorithmen werden zusétzlich
in einem Mathematica-Package bereitgestellt, auf dessen Besonderheiten in Kapitel 6

eingegangen wird. Abschlieffend folgt eine Zusammenfassung des Erreichten.



2 Grundlagen der linearen Algebra

In diesem Kapitel werden linear-algebraische Grundlagen wiederholt, die zum Ver-
stdndnis fiir die in Kapitel 4 behandelten Algorithmen zur HNF-Berechnung notwendig
sind. Zunéchst werden Bezeichnungen und Notationen eingefiihrt, die in der gesamten
Arbeit Verwendung finden. Anschlielend folgt eine kurze Einfiithrung in die Welt der
Matrizen und Vektorrdume. Darauf aufbauend beschéftigt sich Kapitel 2.3 mit der Los-
barkeit homogener und inhomogener linearer Gleichungssysteme, wobei hier zunéchst
ein allgemeines Losungsverfahren beschrieben wird. Die Forderung der Ganzzahligkeit
wird erst in Kapitel 5 einbezogen. Die Definitionen in diesem Kapitel entstammen
hauptséchlich aus [Kna0Ol] und [The00], wurden aber zum besseren Verstindnis teil-

weise umformuliert.

2.1 Definitionen und Notationen

Dieser Abschnitt dient zur Vorstellung einiger numerischer, ganzzahliger und linear-
algebraischer Definitionen und Notationen, die in den meisten Algorithmen verwendet
werden. Zur Bezeichnung der Zahlenbereiche gelten in der gesamten Arbeit die folgen-

den Symbole:
e IN - Menge der natiirlichen Zahlen einschliefllich Null,

e 7 - Menge der ganzen Zahlen einschlieSlich Null.

2.1.1 Ganzzahlige und numerische Funktionen

Fiir a,b € Z sei definiert:

’ Funktion ‘ Ausgabe

GCD(a,b) grofiter gemeinsamer Teiler von a und b

liefert einen Tripel (d, u,v), wobei gilt:

EXTENDEDGCD(a, b) GCD(a,b)=d=a-u+b-v

la] die grofite ganze Zahl < a
[a] die kleinste ganze Zahl > a
|al der Absolutwert (,,Betrag”) von a
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2 Grundlagen der linearen Algebra

Funktion Ausgabe

liefert den Rest der Division von a durch b
a mod b

(z.B. 5mod 3 =2)

Tabelle 2.1: Uberblick iber ganzzahlige und numerische Funktionen

Eine zentrale Rolle in den in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen spielt die Be-
rechnung des erweiterten grofiten gemeinsamen Teilers, die als Algorithmus 2.1 darge-
stellt ist. Mit Hilfe des EXTENDEDGCD werden Matrixeintrége annulliert oder wert-
méfig reduziert. In der Literatur findet man hiufig EXTENDEDGCD-Berechnungsver-
fahren, die als Eingabe nur positive ganze Zahlen akzeptieren. Algorithmus 2.1 akzep-
tiert zwei beliebige ganze Zahlen (vgl. [UT07]), wobei eine von Null verschieden sein
muss’. Die Berechnung selbst erfolgt dann zwar mit den Absolutwerten der Eingabe-

zahlen, jedoch werden vor der Ergebnisriickgabe die Vorzeichen nachtréglich angepasst.

Algorithmus 2.1: EXTENDEDGCD

Eingabe: zwei ganze Zahlen a und b, wobei mindestens eine Zahl #0

Ausgabe: Tripel (y,s,t) mit ggT(a,b)=y=a-s+0b-t

if b=0 then

if a>0 then return (a,1,0)

else return (—a,—1,0);

end_if

else_if a=0 then
if b>0 then return (,0,1)

else return (—b,0,—1);

end_if
end_if

if |a| > b then

x = lal;

y =[]
else

z = [b];

y = lal;
end_if

s:=0; s7:=1; s9

=0;

t:=1; t1:=0; ty:=1;

'Die HNF-Algorithmen, die diese Berechnung verwenden, stellen dies sicher.




22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

2.1 Definitionen und Notationen

while x mody #0 do
g:=|z/yl; r:=1xmody;
S:=81—@g-83; S1:=8Sg; Sg:=38§;
ti=11 —¢g-ta; t1:=12; 1o2:=1;
=y oY=y

end_while

if |a] < |b] then
temp:=s; s:=1; t:=temp;
end_if

if a<0 then
§:=—5;

end_if

if b<0 then
t:=—1;

end_if

return (y,s,t);

2.1.2 Vektoren und Matrizen

In der mathematischen Literatur gibt es viele variante Notationen fiir Matrizen und

Vektoren. Folgende Definitionen gelten in dieser Arbeit:

Definition 2.1 (Matrix, Zeilenvektor, Spaltenvektor)

Sei
ai,1 a2 o Qip
ag1 Q22 '+ A2p
A = (aij)1<i<m1<j<n =
m1 Gm2 ' Amn

eine (m x n)-Matrix dber M, also eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten von
Elementen aus einer beliebigen Menge M. Entsprechend nennt man eine (mx1)-

Matrix
ai,j

a27]
a/*7j =

am ?j



2 Grundlagen der linearen Algebra

den j-ten Spaltenvektor, eine (1 x n)-Matrix
aix= (a1 a2 ... i)
den i-ten Zeilenvektor von A. Die transponierte (n x m)-Matriz
AT = (ag)1<j<n1<i<m
zu einer Matrix A erhdlt man, indem man Zeilen und Spalten von A vertauscht.

Weitere Notationen:

e Die Menge aller (m x n)-Matrizen iiber Z sei definiert als Mat,,,«,,(Z).

e I, € Mat,«,(Z) bezeichnet die (n x n)-Einheitsmatrix. IM sei definiert als
IM .= M-I, M cIN\{0}.

e 0,,xn bezeichnet eine (m x n)-Nullmatrix, d.h. eine (m x n)-Matrix, die nur aus
Nullen besteht.

o A; ji. bezeichnet eine Submatrix von A, die sich aus den Zeilen ¢ bis j und

Spalten k bis | zusammensetzt.

Definition 2.2 (Determinante, Laplacescher Entwicklungssatz, Minor)
Die Determinante einer quadratischen Matriz ist eine Funktion, die einer Matrix

eine ganze Zahl zuordnet. Insbesondere gilt fiir

(1 x 1)-Matrizen A:
det A =det(ai1) = a1

(2 x 2)-Matrizen A:

a1 Q12
det A = det =a11-0a22 —a21 - a12
a1 Q22

(3 x 3)-Matrizen A:

a1 air2 a3
detA = det az1 az2 a3

asz1 G322 G33

= 01,102,203 3 1+ 012023031 + 01,302,103 2

— G1,3022031 — 01,102,303 2 — 11,202,1043.3



2.1 Definitionen und Notationen

(n x n)-Matrizen A:

(Laplacescher Entwicklungssatz, Entwicklung nach der j-ten Spalte)
n . .
det A = Z(—l)ﬁﬂ s Qg g - det Ai,j,
i=1

wobei A; j die ((n—1)x (n—1))-Untermatriz von A ist, die man durch Streichung

der i-ten Zeile und j-ten Spalte von A erhdlt.

Minore sind so genannte Unterdeterminanten einer Matriz A. Sie werden auf
quadratischen Untermatrizen berechnet, die man durch Streichen einer oder meh-

rerer Zeilen und Spalten von A erhdlt.

Fiir eine (n x n)-Matriz A seien (k X k)-Matrizen Ay Teilmatrizen von A, die
durch Streichung der n — k letzten Spalten und untersten Zeilen enstehen. Die

Determinanten dieser Teilmatrizen heiffen Hauptminore.

Die Berechnung bestimmter Minore kommt in Algorithmus 4.2 zur Anwendung. Dort

wird mit der Funktion
MINORS(A4, k)

eine Liste von Determinanten von (k x k)-Submatrizen erzeugt. Jede Submatrix erhélt

man, indem man jede mogliche Menge von k Zeilen und k£ Spalten zu einer Matrix

A:002—3
2 -3 4 -1

MINORS(A, 2) = (0, —4,6,6,—9, 10)

kombiniert. Fiir die Matrix

erhalt man mit

folglich die Determinanten aller moglichen (2 x 2)-Untermatrizen

(A142, Ai43, Aiga, Aoays, Aota, Aszqa),

wobei A; 1, die Kombination der Spalten z und y zu einer Submatrix darstellt. Verwen-
det man bei der Berechnung der Determinanten den Laplaceschen Entwicklungssatz,
so ist es bei der Auswahl der Spalte j sinnvoll, eine Spalte mit vielen Nullen zu wéhlen.
Damit gilt fiir viele Werte a; ;: a; ; = 0. In der Formel werden damit viele Summanden

zu Null und der Rechenaufwand wird erheblich verkiirzt.
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Neben dem Rang einer Matrix, der spéater definiert wird, ist auch die Determinante

einer quadratischen Matrix ein Kriterium fiir die Invertierbarkeit:

Definition 2.3 (Inverse einer Matrix)

FEine (nxn)-Matriz A ist genau dann invertierbar (oder: regulér, nichtsingulér),

wenn det A # 0.
Die zu A inverse Matriz bezeichnet man als A~1.

Esgilt: A-A'=A"1. A=1.

Die inverse Matrix erhélt man aus A, indem man zunéchst eine neue Matrix [A|]]
erzeugt. Durch elementare Zeilenoperationen (vgl. Abschnitt 2.3) transformiert man
diese neue Matrix um in [I|A~!], d.h. man erzeugt aus A eine Einheitsmatrix und

wendet die gleichen Operationen auf I an?. A~! ist danach direkt ablesbar.

Fiir Matrizen A, B, C gelten folgende in dieser Arbeit wichtige Rechenregeln:
e (A-B)-C=A-(B-0)
P ( AT)T — A

o (A-B)y'=pB"1 4!

2.2 Vektorraume

Die Definition des Vektorraumes bildet die Grundlage fiir dieses Kapitel. Alle folgenden
Definitionen und Erlduterungen beziehen sich auf Elemente eines Vektorraumes. Exak-
te Definitionen fiir die Begriffe Kdrper und Gruppe findet man zum Beispiel in [Kna01].
Hier werden zum Verstdndnis und zur Vollstdndigkeit nur die wesentlichen Merkmale

aufgefiithrt, damit anschlieBend der Begriff Vektorraum definiert werden kann:

Gruppe (V,+):

V sei eine Menge von Vektoren. Das Paar (V, +) heifit Gruppe, wenn V' abgeschlossen
gegeniiber der Addition ist (die Summe zweier Vektoren ist wieder ein Element aus V)
und folgendes gilt: Die Addition von Vektoren ist assoziativ, V besitzt ein neutrales
Element (den Nullvektor 6) und jedes Element ¢ € V besitzt ein inverses Element

@ eV, sodass ¥+ @ = 0 gilt.

*Dieses Verfahren heifit GauB-Jordan-Elimination (vgl. [Wei07a]).



2.2 Vektorraume

Korper (K, +,):
Eine Menge KK mit den Verkniipfungen Addition und Multiplikation ist ein Korper,
wenn fiir die Verkniipfungen folgende drei Eigenschaften fiir alle Elemente aus K er-

fiillt sind:

1. Addition: Assoziativitidt, Kommutativitit, Existenz des neutralen Elements 0,

Existenz eines inversen Elements zu jedem Element,

2. Multiplikation: Assoziativitdt, Kommutativitiat, Existenz des neutralen Elements

1, Existenz eines inversen Elements zu jedem Element aus K\{0},

3. Addition und Multiplikation: Fiir Elemente a,b,c € K gilt: a- (b+¢) =a-b+a-c
(Distributivitét).

Definition 2.4 (Vektorraum)

Sei (K, +,-) ein Korper. Eine kommutative Gruppe (V,+) heifit IK-Vektorraum

(Vektorraum I, linearer Raum ), wenn eine duflere Verkniipfung
o . KxV -V

definiert ist, sodass fiir alle r,s € K und alle v, € V gilt:

(rs)ed = re(sed)
(r+s)ed = rev+sev
re(+w) = rev+red

led = 7.

Fiir jeden Korper (K, +,-) ist I\ mit n € IN ein so genannter Standard-Vektorraum.
Die Vektoren v € V sind in diesem Fall n-dimensional. Die folgenden Definitionen

gelten nun fiir Korper IK = R und R-Vektorrdume V bzw. Vektorraume R™.

Definition 2.5 (Erzeugendensystem)

Die Vektoren

1 0 0

0 1 0
61: 762: . ) agn:

0 0 1
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heiffen Einheitsvektoren und bilden eine Standardbasis oder kanonische Basis

von IK™. Jeder Vektor ¥ aus IK™ kann geschrieben werden als

U1
U= = €1v1 + ... + €, Un.
(%0
U heifit dann Linearkombination der Vektoren €1, ..., €y.
Allgemeiner formuliert gelangt man zu einem so genannten Erzeugendensystem.:
Eine Menge von Vektoren vy, ...,7U, heiffit Erzeugendensystem eines K- Vektor-
)T

raumes V, wenn jeder Vektor ¥ = (w1 ... xp aus V geschrieben werden

kann als

="z + ... + Upp.

Eine Basis ist ein spezielles Erzeugendensystem. Auch sie enthélt eine endliche Anzahl

von Vektoren, die jedoch linear unabhéngig voneinander sind.

Definition 2.6 (Lineare Unabhiingigkeit)

Fine Familie von Vektoren (U1, ...,7T;) aus einem IK-Vektorraum V  heif$t linear

abhingig, wenn A1, ..., \x € K so existieren, dass
M1+ Ao + oo + Mgl =0

und mindestens eines der \; # 0 ist.
Sie heifit linear unabhéngig, wenn Ay = Ay = ... = A\ = 0 die einzige Losung fiir
M1+ Xafla + ... + Mgy = O dst.

Definition 2.7 (Basis)

Die mazimal linear unabhdingige Menge von Vektoren eines Erzeugendensystems

heifft minimales Erzeugendensystem oder Basis eines IK-Vektorraumes V.

Die Basis B = (51, gg, - I;k) eines IK-Vektorraumes V ist nicht eindeutig bestimmt; V'
kann mehrere Basen haben, die jedoch immer gleich viele Elemente besitzen. Diese Ele-
mentenzahl heifit Dimension von V iiber K. Zusammenfassend sind folgende Aussagen

dquivalent:

1. B ist eine Basis von V.

10



2.3 Lineare Gleichungssysteme

2. B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.
3. B ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V.

4. B ist maximal linear unabhéngig in V.

2.3 Lineare Gleichungssysteme

Ein Erzeugendensystem fiir eine Menge von Vektoren zu finden, hingt eng mit dem
Losen linearer Gleichungssysteme (LGS) zusammen. Diese haben in der Regel die Form
A-# =b. Die rechte Seite b entscheidet iiber die Gestalt des Gleichungssystems:
Definition 2.8 (Homogenes/Inhomogenes Gleichungssystem)
Ein lineares Gleichungssystem A-& = 0 nennt man homogenes Gleichungssystem.
Ein lineares Gleichungssystem A - ¥ = b mit b £ 0 nennt man inhomogenes
Gleichungssystem.
Insgesamt ergeben sich fiir ein System der Form A - ¥ = b folgende Fragen:
(1) Gibt es eine Losung?
(2) Wie findet man diese Losung?
(3) Gibt es noch weitere Losungen?
(4) Wie findet man alle weiteren Losungen?

Die Losbarkeit des Gleichungssystems ist vom Rang der Matrix A abhéingig:

Definition 2.9 (Rang einer Matrix)

Unter dem Spaltenrang einer Matriz A versteht man die Anzahl linear unabhdn-
giger Spalten von A, unter Zeilenrang die Anzahl linear unabhdingiger Zeilen. Da
Zeilenrang und Spaltenrang einer Matriz identisch sind, spricht man allgemein

vom Rang einer Matriz A, geschrieben rg(A).

Die Fragen (1) und (2) beziehen sich auf die Losbarkeit inhomogener Gleichungssys-
teme, wihrend Fragen (3) und (4) homogene LGS betreffen. Ein hilfreiches Verfah-
ren zum Losen linearer Gleichungssysteme ist die so genannte Gaufs-Elimination (vgl.
[Wei07b]). Es werden dabei elementare Zeilenoperationen so ausgefiihrt, dass das Sys-

—

tem A-Z = b in ein System A’ -7 = b’ {iberfiihrt wird, wobei Matrix A’ eine obere
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2 Grundlagen der linearen Algebra

Dreiecksmatrix ist und sich der Rang nicht dndert. Diese elementaren Zeilenoperatio-

nen sind
e das Vertauschen von Zeilen,
e die Multiplikation einer Zeile mit einem Faktor k € Z\{0},
e die Addition eines ganzzahligen Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile und

e das Vertauschen von Spalten - hierbei miissen die Indizes der Variablen umbe-

nannt werden.

Durch Gau-Elimination gelangt man letztendlich zu der in Abbildung 2.1 dargestellten

!/

Form, wobei aj ;,a3,,...,a;, # 0 gilt. In den folgenden zwei Abschnitten wird die

!/ / / /
al,l a’l,T al’n bl

0 : :

!/ /! . . = ‘/

0 -+ 0 al, - - a, : /br
0 . e e O . e e O {Ifn 7,+1
0 v coi 0 e e 0 b,

Abbildung 2.1: Resultat des Gaufischen Eliminationsverfahrens

Losung linearer Gleichungssysteme auf Basis der Gauf-Elimination und in Anlehnung
an [Mnu07] diskutiert.

2.3.1 Losbarkeit homogener Gleichungssysteme

Gegeben sei ein lineares homogenes Gleichungssystem A - Z = 0, wobei die Matrix A
aus m Zeilen und n Spalten bestehe und r := rg(A) gelte. Das System lisst sich auch
schreiben als

Ay 101 + Q272 + oo + Qun Ty = 6.
Man unterscheidet nun zwei Félle:
1. Fall: r =n
A hat vollen Spaltenrang, die Spaltenvektoren ay 1, ..., @, sind also linear unabhéngig.

Fiir die Unbekannten 1, ..., z, gilt gemif der Definition der linearen Unabhéngigkeit:

r1 = 9 = ... = x, = 0. Das Gleichungssystem hat damit nur die triviale Losung & = 0.

12



2.3 Lineare Gleichungssysteme

2. Fall: r <n
Das System hat die Form

A5 1T1 + oo + Qi p Ty + Qs rp1Tr41 + oo+ Qi Ty, = 0,

wobei 0.B.d.A. die ersten r Spaltenvektoren von A linear unabhingig sind. Mit dem
Gauflschen Eliminationsverfahren gelangt man zu einer Form wie in Abbildung 2.1 mit
v = 6, das heifit die letzten m — r Zeilen bestehen nur aus Nullen und haben die Form

0 = 0. Die Variablen x,41, ..., z, konnen darum frei gewihlt werden. Man setze

(Zrp1 Tpgo o xp )l =(1 0 ... 0)T

und bestimme z1, ..., z, so, dass der Vektor
fi=(xy .. z 1 0 ... 0)T

eine Losung des Systems A’ - # = 0 ist. Die Prozedur wird fortgefiihrt fiir

o = (af .. 2. 01 0 0 ... 0),
i3 = (2 .. 2”7 00 10 .. 0)F
bis
Tpp=(2V .. 2" 0 0 .. 1)

Die errechneten n — r Vektoren &1, ...,Z,_, bilden eine Basis des homogenen Glei-
chungssystems, da sie aufgrund der Festlegung ihrer letzten n —r Komponenten linear

unabhiingig sind. Alle Losungen # von A - & = 0 sind damit gegeben als

r
r= )\ifz', N € K.

2.3.2 Losbarkeit inhomogener Gleichungssysteme

Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem A - % = b hat entweder

-

e genau eine eindeutige Losung (rg(A) = rg([A[b]) = n),

e unendlich viele Losungen (rg(A) = rg([A]b]) =r < n)

e oder keine Losung (rg(A) < rg([A]b)).

13



2 Grundlagen der linearen Algebra

Der Rang wird zunéchst mit der Anzahl der Zeilen in Beziehung gesetzt und es ergeben

sich drei Félle. In Abbildung 2.2 sind die Kriterien graphisch zusammengefasst.

1. Fal: r=m=n
A hat vollen Zeilen- und Spaltenrang, somit hat das System A - & = 0 nur die triviale

Losung. Durch Gaufl-Elimination erhélt man das System

/ / /
a/l’l PR DY al,n bl
0 S
X =
/ /
0 0 am,n bm

Die letzte Matrixzeile ist eine Gleichung der Form

a;n,nxn = b:m (alm,n 7& 0)7

sodass
b/
m

/
am,n

errechnet werden kann. Durch sukzessives Einsetzen der ermittelten Werte in dartiber
liegende Gleichungen kann die eindeutige und einzige Lisung des Gesamtsystems be-

stimmt werden.

2. Fall: r <m und (b]4,...,b;,) = (0, ...,0)
Durch GauB-Elimination gelangt man zu dem System aus Abbildung 2.1. Die letz-
ten m — r Zeilen haben die Form 0 = 0. Damit existiert eine partielle Losung des

inhomogenen Gleichungssystems, in diesem Fall der Vektor
Zo=(z1 .. z 0 .. 0)7,

fiir dessen Elemente .1 = ... = x,, = 0 gilt.

Die verbleibenden Unbekannten x1, ..., z, konnen durch sukzessives Einsetzen wie
in Fall 1 gewonnen werden. Nun gibt es noch ein weiteres Kriterium, das iiber die

Existenz weiterer Losungen Aufschluss gibt:

(a) r=n
A hat vollen Spaltenrang, sodass der errechnete Vektor #y die eindeutige und

einzige Losung des Gleichungssystems ist.
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2.3 Lineare Gleichungssysteme

(b) r<n
Es gibt n — r Vektoren, die zusétzlich zur partiellen Losung &y eine Basis des
zugehorigen homogenen Gleichungssystems bilden. Das gesamte System hat da-
mit unendlich viele Ldosungen. Die Berechnung der Basis erfolgt wie in Fall 2
aus Abschnitt 2.3.1 (mit V= 0). Die allgemeine Losung des Gleichungssystems

A7 =10 ist somit gegeben als

3. Fall: r <m und (b4, ...,0;,) # (0,...,0)
Durch Gauf-Elimination gelangt man zu dem System aus Abbildung 2.1. Nun existiert
mindestens ein b}, r + 1 < i < m, mit b} # 0. Folglich hat mindestens eine der letzten

m — r Gleichungen die Form
0= b,

was einen Widerspruch darstellt. Das Gleichungssystem hat keine Ldsung.

Obige Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme im R”™ ergeben nicht zwangs-
laufig ganzzahlige Losungen. Durch die Transformation einer Matrix A (bzw. der erwei-
terten Matrix [A| — 5}) in ihre Hermite-Normalform ist es moglich, Aussagen iiber die
Existenz ganzzahliger Losungen fiir inhomogene und homogene Gleichungssysteme zu

treffen und diese zu berechnen bzw. direkt aus einer resultierenden Matrix abzulesen.
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2 Grundlagen der linearen Algebra

( Gleichungssystem: )
Amxn - Z = b
mit r := rg(A4).

J

l GauB3-Elimination
4 \
Az =Y
(. J/

!

nein
ja
ja
nein
ja
Losungsraum
n—r
genau eine Losung Zo =2+ E iy, keine Losung

i=1

A € K.

Abbildung 2.2: Kriterien zur Losung eines linearen inhomogenen Gleichungssystems,
basierend auf der Gauf$-Elimination
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3 Die Hermite-Normalform

Nachdem im vorherigen Kapitel erforderliche linear-algebraische Grundlagen gelegt
wurden, wird nun das Kernelement dieser Arbeit vorgestellt: die Hermite-Normalform
einer ganzzahligen Matrix. Sie wird spéter dazu verwendet, ganzzahlige Losungen li-
nearer Gleichungssysteme zu berechnen. In der mathematischen Literatur der letzten
Jahrzehnte findet man eine Vielzahl varianter Definitionen der Hermite-Normalform
(z.B. [Nem88, The00, Sch99]). Abschnitt 3.1 beinhaltet darum zunéchst die urspriing-
liche Definition von Charles Hermite selbst.

Die Hermite-Normalform wird in allen Féllen aus einer Ausgangsmatrix durch An-
wendung unimodularer Zeilen- oder Spaltenoperationen erzeugt, welche man durch
Matrizen beschreiben kann, und ist dadurch dquivalent zu ihrer Ausgangsmatrix. Ent-
sprechende Definitionen und Erlduterungen sind in Kapitel 3.2 zu finden. Anschlielend
werden in Kapitel 3.3 variante Definitionen der HNF vorgestellt und durch Beispiele
veranschaulicht, die jeweils einem der in Kapitel 4 présentierten Algorithmen zugrun-
de liegen. Fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang ist die Darstellung der HNF eindeutig;

einen Beweis skizziert Kapitel 3.4.

3.1 Definition nach Charles Hermite

Bereits im Jahre 1851 veroffentliche Charles Hermite in seinem Artikel ,, Sur [’introduc-
tion des variables continues dans la théorie des nombres* [Her51] die erste Definition
der spéter nach ihm benannten Hermite-Normalform. Hermites Begriffsbestimmung
bezieht sich auf invertierbare, quadratische Matrizen und beschreibt grundsétzlich nur
eine diagonalisierte Matrix mit nichtnegativen Eintrdgen und ein paar weiteren Eigen-
schaften, auf die spéter genauer eingegangen wird. Nachfolgende Definitionen erweitern
die Festlegungen auf rechteckige Matrizen, die nicht zwangslédufig vollen Zeilenrang be-
sitzen und zum Teil nicht einmal vollsténdig nichtnegativ sind.

Definition 3.1 zeigt die Gestalt der Normalform, wie Hermite sie urspriinglich formu-
lierte. Die geforderte Invertierbarkeit der Matrix (det # 0) wird nicht explizit erwihnt,
ist jedoch aus dem Zusammenhang des Artikels erkennbar und wurde in die Definition

iibernommen. Auflerdem wurde der Begriff ,Hermite-Normalform® hinzugefiigt.
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3 Die Hermite-Normalform

Definition 3.1 (Hermite-Normalform)

FEine invertierbare Matriz H € Mat, «,(Z) mit

& g h - 1
0 6 KW .- I
H=10 0 6 - "
0O 0 0 -+ 9,1

ist in Hermite-Normalform, wenn gilt:
— Die Diagonalelemente §;, 0 < i <n — 1, sind positiv.

— Die durch die Buchstaben g, h,...,l reprisentierten Elemente sind positiv

und erfillen die Bedingungen

g <01, h<dbg, ... I <dp_1.

Um eine Matrix nach dieser Definition in Hermite-Normalform zu bringen, wird eine
obere Dreiecksmatrix erzeugt, d.h. alle Elemente unterhalb der Diagonalen werden
yannulliert®. Dieser Vorgang wird als Elimination bezeichnet. In einem weiteren Schritt
muss die Nichtnegativitéit aller restlichen Elemente hergestellt werden; auflerdem soll
jedes Element einer Spalte kleiner sein als das Diagonalelement dieser Spalte. Man
nennt diesen Vorgang Normalisierung.

Jeder der in Kapitel 4 vorgestellten Algorithmen fithrt Eliminations- und Normali-
sierungsschritte aus, um eine Hermite-Normalform in der Gestalt der jeweils zugrunde

liegenden Definition zu erzeugen.

3.2 Matrixaquivalenz und unimodulare Matrizen

Erzeugt man die Hermite-Normalform aus einer Ausgangsmatrix, so konnen die dazu
notwendigen Zeilen- oder Spaltenoperationen durch spezielle, so genannte unimodulare
Matrizen ausgedriickt werden. Eine besondere Eigenschaft der Hermite-Normalform
ist dadurch ihre Aquivalenz zu der Matrix, aus der sie erzeugt wurde. Diese Aquiva-

lenzrelation ist von der Existenz der unimodularen Matrix abhéngig.

Definition 3.2 (Unimodulare Matrix)

FEine Matriz U € Mat,x,(Z) heiffit unimodular, wenn det U = +1 ist.
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3.2 Matrixdquivalenz und unimodulare Matrizen

GL,(Z) bezeichnet die Menge aller unimodularen Matrizen U € Maty,xn (7).

Definition 3.3 (Matrixiquivalenz)

Seien A, B € Mat,,«n(Z). B heifit rechtsiquivalent zu A, wenn eine unimodulare
Matriz U € GL,,(Z) existiert, sodass gilt: B=A-U.

Analog ist B linksdquivalent zu A, wenn eine unimodulare Matriz U € G Ly, (Z)

existiert, sodass B =U - A gilt.

In dieser Arbeit heiflen diese unimodularen Matrizen von nun an Transformations-
matrizen (siehe auch Definition 3.8) oder Permutationsmatrizen. Unimodulare Zeilen-
und Spaltenoperationen kénnen bereits durch sehr einfache Permutationsmatrizen be-

schrieben werden, was im folgenden Abschnitt veranschaulicht wird.

3.2.1 Permutationsmatrizen

Grundsétzlich erzeugt man eine entsprechende unimodulare Matrix U zu einer Matrix
Apxn immer aus einer Einheitsmatrix I, (Rechtsidquivalenz, fiir Spaltenoperationen)
bzw. I, (Linksédquivalenz, fiir Zeilenoperationen). Folgende Beschreibungen beziehen
sich auf Permutationsmatrizen U basierend auf U := I,, und beschreiben unimodulare
Spaltenoperationen. Das Konstruktionsverfahren von U fiir Zeilenoperationen, ausge-

hend von U := I,,, ist identisch.

Anmerkung:

Unimodulare Operationen unterscheiden sich von den elementaren Zeilen- oder entspre-
chenden Spaltenoperationen aus Kapitel 2.3 dadurch, dass bei der Multiplikation mit
einem Faktor z € Z\{0} nur z = +1 erlaubt ist. Sonst ist die Bedingung detU = +1

verletzt.

(1) Vertauschen zweier Spalten

Zum Vertauschen zweier Spalten k£ und [ einer Matrix A,,«, wird die Permutations-

matrix U, wie folgt konstruiert:

1. Man setzt
Uk = 0
ugg = 1
uy = 0
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3 Die Hermite-Normalform

up = 1

2. Nun multipliziert man A mit U und erhélt das gewiinschte Ergebnis.

Beispiel:

A =

N &~
o Ot DN
© O W

Es sollen die Spalten 2 und 3 vertauscht werden. Us wird wie oben beschrieben kon-

struiert und man erhélt folgendes Ergebnis:

1 2 3 1 0 0 1 3 2
Ay=|[4 5 6 0 01|=1]465
7 8 9 010 79 8

(2) Muiltiplikation einer Spalte mit (—1)

Zum Multiplizieren einer Spalte k£ mit (—1) &ndert man in U, folgenden Eintrag:

Uk = —1.

Beispiel:

Ay =

SR
O O W
co ot N

Spalte 2 soll mit (—1) multipliziert werden. Us wird wie beschrieben konstruiert und

man erhélt folgendes Ergebnis:

1 3 2 1 0 0 1 -3 2
Az =14 6 5 -1 0 |=]14 -6 5
79 8 0 01 7 =9 8

(3) Addition eines Vielfachen einer Spalte zu einer anderen Spalte

Zur Addition eines Vielfachen z € Z einer Spalte k zu einer anderen Spalte [ setzt man
in U,

Ug, = 2.
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3.3 Variante Definitionen der Hermite-Normalform

Beispiel:
1 -3 2
As=1 4 -6 5
7 -9 8

Das Zweifache (z = 2) von Spalte k = 2 soll zu Spalte [ = 3 addiert werden. Konstruiert

man Us wie beschrieben, so sieht A nach der Matrixmultiplikation wie folgt aus:

1 -3 2 1 0 0 1 -3 -4
Ag=14 -6 5 |-l01 2 |=|4 -6 -7
7 -9 8 0 01 7 -9 -10

(4) Hintereinanderausfiihrung aller 3 Operationen

Die Hintereinanderausfithrung aller drei Operationen kann ebenfalls durch eine uni-
modulare Matrix ausgedriickt werden, indem man die drei Permutationsmatrizen mit-
einander multipliziert. Man beachte hierbei, dass Matrixmultiplikation allgemein nicht

kommutativ ist.

1 00 1 0 0 1 0 1 0 0
Ugesamt = |0 0 1 0 -1 0 01 2 = 0 0 1
010 0 01 0 1 0 -1 -2
Damit erhalt man:
1 2 3 1 0 0 1 -3 -4
A1 -Ugesamt = |4 5 6 0 0 1 =4 -6 =7 |=A4,
7 8 9 0 -1 -2 7 -9 -10

3.3 Variante Definitionen der Hermite-Normalform

Nach der urspriinglichen Definition von Hermite folgen nun vier variante Definitio-
nen der Hermite-Normalform. Zunéchst beschéftigt sich Abschnitt 3.3.1 mit Hermite-
Normalformen fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang. Die Definitionen sind leicht zu ver-
stehen. Komplizierter wird es bei beliebigen ganzzahligen Matrizen. Die Problematik
wird in Abschnitt 3.3.2 erldutert. Insgesamt erweitern alle Definitionen die Beschrei-
bung der Hermite-Normalform auf nicht quadratische Matrizen und haben drei wichtige
Gemeinsamkeiten: Die HNF ist jeweils eine untere oder obere Dreiecksmatrix mit posi-
tiven Diagonalelementen und die Absolutwerte der zu normalisierenden Eintrige sind

kleiner als das zugehorige Diagonalelement.
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3 Die Hermite-Normalform

3.3.1 Definitionen fiir ganzzahlige Matrizen mit vollem Zeilenrang

Die erste variante Definition, die nun vorgestellt wird, stammt aus [Nem88] und be-
schreibt eine untere Dreiecksmatrix. Es wird hier bereits auf die Existenz einer uni-
modularen Matrix U eingegangen, die eine Matrix A in ihre Hermite-Normalform trans-

formiert.

Definition 3.4 (Hermite-Normalform — Variante 1)

FEine nichtsinguldre (m x m)-Matriz H ist in Hermite-Normalform, wenn

1. H eine untere Dreiecksmatriz ist, also h; j = 0 fiir i < j gilt,

2. hi; >0 firi=1,...,m und

3. hij <0 und |hi;| < hiy firi>j.
Ist A eine ganzzahlige (m x n)-Matriz mit rg(A) = m, dann ezistiert eine uni-
modulare (n x n)-Matriz U, sodass

4. A-U = (H,0) und H ist in Hermite-Normalform;

5. H™'. A ist eine ganzzahlige Matriz.

(H,0) ist die Hermite-Normalform von A.

Neben der Tatsache, dass hier eine untere Dreiecksmatrix erzeugt wird, beschreibt
Punkt 3 einen wichtigen Unterschied zur Definition von Hermite: Die Eintrége sind
zwar normalisiert und kleiner als das entsprechende Diagonalelement, in diesem Fall
aber negativ. Die Punkte 4 und 5 dieser Definition erweitern die Beschreibung der
Hermite-Normalform zusétzlich auf (m x n)-Matrizen A mit m < n. In diesem Fall
hat die HNF die Gestalt (H,0), d.h. die letzten n — m (denn rg(A) = m) Spalten
sind Nullspalten. Demnach kann der Rang der Matrix auch anhand der Anzahl der
Nullspalten sofort abgelesen werden.

Die folgende Definition stammt aus [Sch99] und beschreibt eine fast identische HNF.

Definition 3.5 (Hermite-Normalform — Variante 2)

Fine (m x n)-Matriz A mit rg(A) = m ist in Hermite-Normalform, wenn sie die

e

Form
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3.3 Variante Definitionen der Hermite-Normalform

hat, wobei B eine nichtsinguldre, nichtnegative untere Dreiecksmatriz ist, in der
jede Zeile einen eindeutigen mazximalen Eintrag hat, der sich auf der Hauptdia-

gonalen von B befindet.

Der einzige Unterschied liegt in der Nichtnegativitit der zu normalisierenden Matrix-
eintrdge. Auch hier werden n — m Nullspalten erzeugt, wenn rg(A) = m < n gilt.
Andernfalls gilt HNF(A) = B.

3.3.2 Definitionen fiir beliebige ganzzahlige Matrizen

Bereits in Kapitel 2.3 wurde die Gestalt einer Matrix nach Anwendung eines Gauf-
schen Eliminationsverfahrens beschrieben (vgl. Abbildung 2.1). Fiir eine Matrix A
mit rg(A) < m sind die ersten rg(A) Zeilen in oberer Dreiecksform, die restlichen
Zeilen Nullzeilen. Wie die Gauf-Elimination ist auch die Konstruktion der Hermite-
Normalform ein Diagonalisierungsverfahren. Was passiert nun bei (m x n)-Matrizen
A mit rg(A) < m, wenn sie in HNF gebracht werden? Hier kénnen nur rg(A) Zei-
len ein Diagonalelement besitzen. Zusétzlich liegen diese nicht gezwungenermaflen auf
den Positionen a;;; sie werden darum von nun an auch als Pseudodiagonalelemente
bezeichnet.

In diesem Kapitel werden zwei HNF-Definitionen vorgestellt, die diese Problematik
formal beschreiben. Da sie nicht auf Anhieb versténdlich sein mogen, werden sie jeweils
anhand eines kleinen Beispiels erldutert. Die folgende Definition stammt aus [The00]

und beschreibt die Hermite-Normalform als obere Dreiecksmatrix.

Definition 3.6 (Hermite-Normalform — Variante 3)

Eine Matriz A € Maty,«n(Z) ist in Hermite-Normalform, wenn ein r < n und
eine streng monoton wachsende Funktion f : [r+1,n] — [1,m] existieren!, die

den folgenden Eigenschaften gentigen:
1. Firr <j<n git:
(@) asi); 21,
(b) a;j =0 firi> f(j) (Elimination) und
(c) 0 < appy; < apmy firr <k <j (Normalisierung).

2. Die ersten r Spalten von A sind Nullspalten, d.h. sie bestehen nur aus Null-

elementen.

'Hinweis: r bezeichnet hier nicht den Rang von A, sondern es gilt: r = n — rg(A).
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3 Die Hermite-Normalform

Was bedeutet diese Definition nun fiir die Matrix

-2 1 1
A= 1 -1 0
1 0 -1
und deren zugehorige HNF
0 -1 -1
HNF(A)=H=10 1 0 |7
0o o0 1

Zunichst handelt es sich um eine Matrix mit rg(A4) = 2, somit gilt r = n — rg(A) =
3 — 2 = 1. Die erste Spalte der HNF von A ist somit eine Nullspalte (Eigenschaft 2).
Die Funktion f hat die Form

f:12,3] —[1,3]

und beschreibt die Position der Pseudodiagonalelemente in der HNF. Der Definitions-
bereich [2, 3] besagt, dass sie in diesem Fall in der zweiten und dritten Spalte liegen
miissen. Die Funktion ist streng monoton wachsend, d.h. fiir zwei Diagonalelemente in
den Spalten ¢ und j mit i < j gilt: f(i) < f(j). Dadurch ist gewéhrleistet, dass eine
obere Dreiecksmatrix erzeugt wird. Fiir obige HNF ergeben sich folgende Funktions-

werte:

Die zwei Pseudodiagonalelemente dieser HNF liegen damit auf den Positionen ho o
und hg 3; die erste Zeile von H besitzt kein Diagonalelement. Fiir 1 < j < 3 gilt damit
(Eigenschaft 1):
o j =2
(a) h272 =1>1,
(b) hip =0 fiir i > f(2) =2, d.h. hgo =0.
(¢) 0 < hpmy2 < hypy fir k < 2. Fiir k = 1 ist f nicht definiert, d.h. fiir die
erste Zeile von H gilt diese Eigenschaft nicht.
o j =3

(a) h3,3 =1 > 17
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3.3 Variante Definitionen der Hermite-Normalform

(b) hiz = 0 fiir ¢ > f(3) = 3. Es gibt keine Zeile i > 3, somit muss diese
Eigenschaft nicht weiter betrachtet werden.
(C) 0< hf(k%g < hf(k),k fir k < 3. Fir den Fall k£ = 2 gilt: hf(2)’3 = hg,g =0<
hi(2),2 = ha2.
Zwei weitere Definitionen, die die Hermite-Normalform fiir beliebige ganzzahlige
Matrizen beschreiben, stammen aus [Jag01] und héngen eng miteinander zusammen.
Definition 3.7.1 beschreibt die HNF als untere Dreiecksmatrix, Definition 3.7.2 die so

genannte Zeilen-Hermite-Normalform, bei der aus der transponierten Ausgangsmatrix

eine obere Dreiecksmatrix erzeugt wird.

Definition 3.7 (Hermite-Normalform — Variante 4)

1. FEine ganzzahlige Matriz Apxn mit Rang r ist in Hermite-Normalform, wenn gilt:
(a) Jir,...;ip mit 1 <y < ... <ip <m mita;,; >0 firl <j<r.
(b) a;; =0 fir1<i<i;—1,1<j5<r.

(c) Die Spalten r + 1 bis n sind Nullvektoren.

l

a; .
(d) a’ij,l = aij,l - L 11’
j

2. Die Matriz A ist in Zeilen-Hermite-Normalform (abgekirzt: LHNF'), wenn ihre

transponierte Matriz AT in Hermite-Normalform ist.

J-aij,jfdr1§l<j§r.

Auch diese Definition mag nicht auf Anhieb verstéindlich sein. Angenommen, die Aus-

gangsmatrix sei

-2 1 1
Azxz = 1 -1 0
1 0 -1

mit 7 = rg(A) = 2. Die zugehorige HNF von A und LHNF von A” sehen wie folgt aus:

1 00 10 -1
HNF(A) =H = 0 10|, LHNFAH)=| 0 1 -1
-1 -1 0 00 0

Bei den Elementen a;; ; mit 1 < j < r (Def. 3.7.1(a)) handelt es sich wieder um die
Pseudodiagonalelemente, da die Diagonalelemente bei Matrizen ohne vollen Zeilenrang
nicht zwingend auf der Hauptdiagonalen liegen miissen. In der Matrix H sind es also
die Elemente

hijj, 1<j<2
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3 Die Hermite-Normalform

und damit
hiyp = hi1, hiy2 = has.

Weiterhin gilt gemé&f Definition 3.7.1(b), dass h;; = 0 ist fir 1 < ¢ < i; —1 und
1 < j < 2, d.h. die Eintrige oberhalb eines Pseudodiagonalelements sind Null. Im
Detail gilt also fiir

e j=1:h;; =0fiir 1 <¢ <43 —1=0. Die Grenzen fiir 7 sind nicht erfiillbar, also

muss dieser Fall nicht weiter betrachtet werden.
[ ] j:2: hl‘72:0ﬁir1§iéi2—1:l, alsthg:O.

Da A den Rang 2 hat, sind geméfl Definition 3.7.1(c) Die Spalten r +1 = 3 bis n = 3
Nullspalten. Definition 3.7.1(d) bezieht sich auf die Normalisierung der Matrix. Fiir
1<l<j<2(also fir l =1 und j = 2) gilt in diesem Fall

h
hiyn = ha1 = ha1 — LLMJ “ha o,
2,2

)

d.h. die Eintrdge links von einem Pseudodiagonalelement sind normalisiert. Schlus-
sendlich bleibt noch die dritte Zeile von H iibrig, die kein Diagonalelement besitzt. Sie
ergibt sich durch die Tatsache, dass rg(A4) =2 < m ist.

GeméiB Definition 3.7.2 ist die Zeilen-Hermite-Normalform (LHNF(AT)) die trans-
ponierte Matrix zu H. Die zugehorigen Transformationsmatrizen, die die Ausgangs-
matrizen in HNF bzw. LHNF bringen, sind nach [Jdg01] wie folgt definiert:

Definition 3.8 (Transformationsmatrix)

Sei Apxn eine ganzzahlige Matriz. Dann gibt es eine ganzzahlige unimodulare
Matriz U, ., derart, dass H =A-U in HNF ist.

Sei Apsm = (Amxn)T eine ganzzahlige Matriz. Dann gibt es eine ganzzahlige
unimodulare Matriz U, ., derart, dass H =U - A in LHNF ist.

Bei der Berechnung der Zeilen-Hermite-Normalform wird also durch unimodulare Zei-

lenoperationen eine zu A linksiquivalente Matrix H erzeugt (vgl. Def. 3.3).

Bemerkung:
Die Gestalt der Zeilen-Hermite-Normalform entspricht grundsétzlich der urspriingli-
chen Definition von Hermite. Nicht quadratische Matrizen oder Matrizen ohne vollen

Zeilenrang haben nur durch Nullspalten und m — rg(A) zusitzliche Zeilen eine leicht
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3.3 Variante Definitionen der Hermite-Normalform

verinderte Gestalt. Es gilt allerdings zu beachten, dass eine aus einer (m x n)-Matrix
erzeugte Zeilen-Hermite-Normalform eine andere Bedeutung hat als die anderen hier
vorgestellten HNF, da sie als einzige durch unimodulare Zeilenoperationen gebildet
wurde. Dies hat spéter erheblichen Einfluss auf deren Verwendbarkeit bei der Losung
linearer Gleichungssysteme: Durch die Linksédquivalenz wird kein (m x n)-, sondern das

transponierte (n x m)-Gleichungssystem geldst.

3.3.3 Reduktion beliebiger ganzzahliger Matrizen zu Matrizen mit vollem
Zeilenrang

Zwei der in Kapitel 4 vorgestellten Algorithmen arbeiten nur auf Matrizen mit vollem
Zeilenrang und erzeugen Hermite-Normalformen geméf3 der Definitionen aus Abschnitt
3.3.1. Im Hinblick auf das Losen linearer Gleichungssysteme mittels der Hermite-
Normalform kénnen jedoch (m x m)-Matrizen, fiir die r = rg(A) < m gilt, zu vollem
Zeilenrang reduziert werden, indem man m—r Zeilen 1scht?. Dabei gilt es zu beachten,
dass die ,richtigen“ Zeilen eliminiert werden, sodass in jedem Fall genau r zueinander

linear unabhéingige Zeilen iibrig bleiben. Soll beispielsweise die Matrix

0o 0 2 -3

A 2 -3 4 -1
0 0 —4 6

-4 6 -8 2

mit 7 = rg(A) = 2 zu vollem Zeilenrang reduziert werden, so ist es unzuléssig, die
2. und 4. Zeile zu loschen. Sowohl die verbleibenden Zeilen 1 und 3 sind Vielfache

voneinander, als auch die Zeilen 2 und 4. Zuléssige reduzierte Matrizen wéren in diesem

Fall
2 — _
A = 0 O 3 Ay — 00 2 -3 ’
2 -3 4 -1 -4 6 -8 2
2 — 4 -1 —4
A = 3 A= 00 6 '
0 0 —4 6 -4 6 -8 2
Reduziert man eine beliebige Matrix A zu vollem Zeilenrang, konnen samtliche in dieser

Arbeit prasentierten Algorithmen auf A angewandt werden.

2Hier wird davon ausgegangen, dass das Gleichungssystem A - & = b mindestens eine Losung hat, also
gemif Kapitel 2.3.2 gilt: rg(A) = rg([A[b]).
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3 Die Hermite-Normalform

3.4 Eindeutigkeit der Hermite-Normalform

In diesem Abschnitt wird die Eindeutigkeit der Hermite-Normalform fiir Matrizen mit
vollem Zeilenrang bewiesen. Dazu miissen zunéchst einige Begriffe erklért werden. Die
Definitionen und der Beweis stammen aus [Sch99] und beziehen sich daher auf Defini-
tion 3.5 der Hermite-Normalform. Fiir eine (m x n)-Matrix A mit vollem Zeilenrang
hat B € Mat,, «,,(IN) die Gestalt

bl,l 0 Ce 0
b b
B— < ‘2,2 %,2
< bm,m < bm,m e bm,m

Es handelt sich um eine untere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen. Die
Eintrége einer Zeile sind positiv und kleiner als das Diagonalelement der Zeile.
Definition 3.9 (Gitter)
Eine Untermenge A des R™ heifit additive Gruppe, wenn:
(i) 0 € A.
(ii)) Wenn Z,5j € A, dann auch 4§ € A und —% € A.

Diese Gruppe nennt man erzeugt von aq, ..., Gy, wWenn
A= {)\161 + ...+ Am6m|A1, ey A, € Z}

Man nennt sie Gitter, wenn sie durch linear unabhdingige Vektoren erzeugt wer-

den kann. Diese Vektoren nennt man dann Basis des Gitters.

Fiir eine Matric A € Maty,xn(Q) mit vollem Zeilenran93 und thre Hermite-
Normalform [ B 0] gilt nun, dass m linear unabhingige Spalten von A die gleiche
Gruppe erzeugen wie die Spalten von B ([Sch99, S. 47]). Sind dy, ..., @y, rationale

Vektoren, so erzeugen sie ein Gitter.

Theorem 3.1 (Eindeutigkeit der Hermite-Normalform)

Seien A, A" € Mat,,«,(Q) Matrizen mit vollem Zeilenrang und zugehdrigen Her-
mite-Normalformen [ B 0] bzw. [ B 0]. Dann erzeugen die Spalten von A das

gleiche Gitter wie die Spalten von A’ genau dann, wenn B = B'.

3Es gilt Z C Q, dadurch ist eine ganzzahlige Matrix automatisch auch eine rationale Matrix.
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3.4 Eindeutigkeit der Hermite-Normalform

Beweis:
A und B bzw. A’ und B’ erzeugen nach Definition 3.9 jeweils das gleiche Gitter.
Angenommen, A und A’ erzeugen das gleiche Gitter A. Dadurch gilt das gleiche fiir B

und B’, da sie durch unimodulare Operationen aus A und A’ entstanden sind. Sei nun
B=:(Bi;), B'=:(8;)-
Beweis durch Widerspruch: Gestartet wird mit der Annahme
B+ B
Man wihle das erste Element
Bij # Bi

mit moglichst kleinem 4, d.h. die j-ten Spalten von B und B’ unterscheiden sich in der

i-ten Zeile, wohingegen sie in den Zeilen 1 bis ¢ — 1 identisch sind:

B = ﬁi,j
Bic1j| = 1
Bij # Bi ;
_ /
Bitrj | =V # i+1,j
0.B.d.A. sei
Bii > Bi

Seien nun b, ; und ¥/, ; die j-ten Spalten von B und B'. Da B und B’ das gleiche Gitter
A erzeugen, gilt

bij €A U, €A
und somit auch

/

Daraus folgt, dass b, j — b*’J
da die Spalten von B das Gitter A erzeugen. Der Vektor b, ; — bfm hat Nullen in den

eine ganzzahlige Linearkombination von Spalten aus B ist,
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3 Die Hermite-Normalform

ersten i — 1 Zeilen, denn die ersten 7 — 1 Elemente sind in b, j und ¥, ; identisch. Da B
eine untere Dreiecksmatrix ist, kann by j — bfh ; nur eine ganzzahlige Linearkombination
der Spalten 4,...,m von B sein, denn eine Linearkombination mit den ersten i — 1
Spalten wiirde fiir positive oder negative Eintriage in den ersten i — 1 Zeilen sorgen.

Dadurch kann (; ; — 61{7 ; hur ein ganzzahliges Vielfaches x von 3;; sein, also

Bij— B
v B =0~ Oy = o=
Bii
da in den Spalten i+ 1 bis m von B Nullen in der i-ten Zeile stehen. Man unterscheidet

nun zwei Falle:

o Im Fall j =i gilt ﬁ;z < Bi,, also (man beachte die Nichtnegativitét von 3; ; und
Bii)
Bii > Bij— Bi; = Bii — Bi; > 0.

Damit kann 3; ; — ﬂ; ; kein ganzzahliges Vielfaches z von [;; sein.

e Im Fall j <iist 0 < 355 < f3;; sowie 0 < ﬁz{’j < B;Z- < B; ;. Hier gilt also
0 < 1Bij — Bl < Bii,

die Differenz 3; ; — 6;7 j kann betragsméfig nur kleiner als 3; ; und damit ebenfalls

kein ganzzahliges Vielfaches sein.

Die Ganzzahligkeit von x ist insgesamt in keinem Fall erfiillt.

Die Hermite-Normalformen B und B’ miissen also unter der Annahme, dass A und
A’ das gleiche Gitter erzeugen, identisch sein. Setzt man in Theorem 3.1 A = A’ und
geht auf dieser Grundlage den Beweis erneut durch, so folgt daraus die Eindeutig-
keit der Hermite-Normalform: Wenn A und A’ identisch sind, miissen deren Hermite-
Normalformen B und B’ ebenfalls identisch sein. Folglich ist die HNF eindeutig be-

stimmt. O

Die Eindeutigkeit der Hermite-Normalform wurde speziell fiir Definition 3.5 bewiesen.
Dies bedeutet gleichzeitig, dass alle Verfahren, die eine HNF dieser Gestalt aus einer
Matrix A mit vollem Zeilenrang m erzeugen, dieselbe HNF erzeugen. Definition 3.7
beschreibt im Fall rg(A) = m eine identische HNF: Es gibt in diesem Fall keine Zeilen
ohne Diagonalelement, d.h. die gesamte Matrix ist nichtnegativ und entspricht in allen

anderen Punkten der Definition von Schrijver.
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3.4 Eindeutigkeit der Hermite-Normalform

Und noch eine weitere Eigenschaft der varianten HNF-Definitionen folgt aus diesem
Theorem fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang: Bei gegebener Matrix A (mit rg(A) = m)
und deren HNF (H,0), welche z.B. die Form gemé&f Definition 3.4 hat, erzeugen die
Spalten von A und H das gleiche Gitter. Erzeugt man aus A bzw. (H,0) eine HNF
[Ba, 0] bzw. [Bg, 0] geméf Definition 3.5, so gilt [Ba, 0] = [Bg, 0].

Fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang lésst sich also jede in dieser Arbeit vorgestellte
Variante der Hermite-Normalform durch unimodulare Spaltenoperationen aus einer an-
deren varianten HNF erzeugen. Die unterschiedlich definierten Hermite-Normalformen

sind somit bei vollem Zeilenrang rechtsdquivalent zueinander.
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4 Algorithmen zur Berechnung der

Hermite-Normalform

In diesem Kapitel werden vier Algorithmen vorgestellt, die zu einer gegebenen Ma-
trix A deren zugehorige Hermite-Normalform H berechnen. Es handelt sich hierbei
um die HNF-Algorithmen, die Normalformen passend zu den in Kapitel 3.3 varianten
Definitionen der Hermite-Normalform erzeugen. Keiner dieser Algorithmen zahlt nach
heutigem Standard zu den effizientesten, wenn Matrizen mit mehreren Tausend Zeilen
und Spalten bearbeitet werden. Modernere Verfahren findet man z.B. unter [The00],
[Mic01] oder [St096]. Da in dieser Arbeit jedoch die Berechnung ganzzahliger Losungen
linearer Gleichungssysteme mittels der Hermite-Normalform diskutiert wird, wurden
relativ leicht verstindliche und gut miteinander vergleichbare Algorithmen ausgewéhlt.

Es wird zwischen Algorithmen fiir ganzzahlige Matrizen mit vollem Zeilenrang (Ab-
schnitt 4.1) und beliebige ganzzahlige Matrizen (Abschnitt 4.2) unterschieden. Jeder
Algorithmus wird zunéchst ausfiihrlich vorgestellt und danach anhand eines vollstin-

digen Beispielablaufs veranschaulicht. AbschlieBend werden die Ergebnisse verglichen.

4.1 HNF-Algorithmen fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang

Die beiden in diesem Abschnitt priasentierten Algorithmen erzeugen Hermite-Normal-
formen geméf der Definitionen 3.4 von Nemhauser/Wolsey [Nem88] und 3.5 von Schrij-
ver [Sch99] und erwarten als Eingabe ganzzahlige Matrizen mit vollem Zeilenrang. Bei-
de erzeugen eine Hermite-Normalform in unterer Dreiecksform. Im ersten Algorithmus
wird die zugehorige unimodulare Transformationsmatrix automatisch mitberechnet;

bei der Methode von Schrijver erfolgt die Berechnung nachtraglich.

4.1.1 Der Algorithmus von Nemhauser/Wolsey
4.1.1.1 Vorstellung des Algorithmus

Beim Algorithmus von Nemhauser/Wolsey handelt es sich wahrscheinlich um das auf

Anhieb versténdlichste Berechnungsverfahren. Er ldsst sich grundsétzlich in vier Schrit-
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

te aufgliedern (vgl. [Nem88, S. 193]), die in Tabelle 4.1 dargestellt sind.

’ Schritt ‘ Beschreibung ‘
Arbeite auf Zeile ¢ und Spalten j :=i+1 bisn. Wenn ¢ > m

1
ist, stoppt der Algorithmus.

Elimination: Annulliere alle Elemente a; ;, j > 4, d.h. an-

nulliere alle Elemente rechts vom Diagonalelement a; ;.

Falls das Diagonalelement a; ; negativ ist, multipliziere des-

sen Spalte mit —1.

Normalisierung: Veradndere die Eintrége a; ;, j < 7, so, dass
a;; < 0und |a;;| < ai;, d.h. normalisiere alle Elemente
links vom Diagonalelement in Zeile i. W&hle die né&chste
Zeile © 4+ 1 und gehe zu Schritt 1.

Tabelle 4.1: Schritte des HNF-Algorithmus nach Nemhauser/Wolsey

Die Hermite-Normalform wird bei diesem Algorithmus zeilenweise aufgebaut: In je-
der Zeile erfolgen erst Eliminations-, dann Normalisierungsschritte. Fine Besonderheit,
auf die bereits in Abschnitt 3.3.1 eingegangen wurde, ist der Wert der normalisierten
Eintrage: Die Elemente sind im Widerspruch zur Definition von Hermite zwar betrags-
méfig kleiner als das Diagonalelement, jedoch nicht positiv.

Algorithmus 4.1 fiihrt die Berechnungsschritte im Detail auf. Aus einer (m x n)-
Matrix A wird die Hermite-Normalform erzeugt, zusétzlich werden die gleichen Schritte
auf eine Einheitsmatrix angewandt, sodass daraus die unimodulare Transformations-
matrix U erzeugt wird. H und A sind damit rechtsdquivalent. Alle Spaltenoperationen

werden durch Multiplikation mit Permutationsmatrizen C' ausgefiihrt.

Algorithmus 4.1: HNFNw

Eingabe: A,,x, mit rg(A)=m
Ausgabe: (Hxn,Unxn), wobei H=HNF(A) und H=A-U.

//Initialisierung
H:=A; U:==1,; i:=1;

//Schritt 1: Spalte auswihlen
ji=14+1;

//Schritt 2: Elimination
if j<=n then
if h;; #0 then
(r,p,q) == EXTENDEDGCD (h; ;, h; ;) ;
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11 C:=1,;
12 Cii=D; Ci=¢q; Cj=—hi;/r; ¢j:=hi;/r;
13 H=H-C; U.=U-C,

14 end_if

15 end_if

16 if 5 <n then

17 j:=j+1; goto (8);

15 end_if

19

20 //Schritt 3: Spalte mit (—1) multiplizieren
21 if h;; <0 then

22 C:=1,; ¢,:=-1;

3 H:=H-C; U.=U-C,

24 end_if

25

26 //Schritt 4: Normalisierung
27 ji=1;

28 if j =14 then

29 if i=m then return (H,U)
30 else

31 i:=1i+1; goto (5);

32 end_if

33 end_if

sa C:=1,; ¢ ji=—1[hi;/hiil;

ss H:=H-C; U:=U-C;

36 if j=i—1 then

37 1:=14+1;

s3s if i>m then return (H,U)
39 else

40 goto (5);

41 end_if

42 end_if

43 if j<i—1 then

4 j:=j+1; goto (28);

45 end_if

Bemerkung:
Schritt 4 erfolgt grundsétzlich nur fiir j < ¢ und startet mit 5 = 1. Die Abfrage
j = i =1 wurde Algorithmus 4.1 hinzugefiigt; in [Nem88] wird nicht explizit darauf

getestet. Im Fall j = ¢ = 1 erfolgt keine Normalisierung.
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4.1.1.2 Anwendungsbeispiel

Algorithmus 4.1 wird nun ausfiihrlich anhand eines Beispiels prisentiert. Zur Uber-
sichtlichkeit sind die einzelnen Schritte nach den in Tabelle 4.1 dargestellten Schritten
gekennzeichnet. Bei jedem Eliminations- und Normalisierungsvorgang sind zusétzlich

die Werte der Schleifenvariablen ¢ und j angegeben. Es sei

0 2 0 -3
2 4 -3 -1
A =
A 00 1 0
0 O 0 1
Zunéachst wird initialisiert:
0 2 0 -3
2 4 -3 -1
H = =1y, i:=1.
00 1 o | UThi
0 0 0 1

1. Spalte auswéhlen

j =1+ 1=2 wird gesetzt.

2. Elimination
[i=1,j=2]
Daj <n=4und hy o =2 # 0 gilt, wird der EXTENDEDGCD fiir h1 1 =0und hy1 o =2
berechnet:
(r,p,q) = EXTENDEDGCD(0,2) = (2,0, 1).

Anschliefend wird eine Permutationsmatrix C konstruiert:

P —h172/1‘ 0 0 0O -1 0 0
c_| @ by 00| 11 000
0 0 10 0 010
0 0 01 0 001

Indem die Matrizen H und U mit C multipliziert werden, wird das Element hq ; positiv

und Element hq o annulliert:

2 0 0 =3 0 -1 0 0
4 -2 -3 -1 1 0 0 O
¢ 0o 0 1 0]’ v=v-c 0 010
0 0 O 1 0 001
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[i=1,7=3]:
Nun gilt immer noch j = 3 < n = 4. Da jedoch h;3 = 0 ist, muss dieser Eintrag
nicht annulliert werden. j wird folglich weiter hochgezéhlt, ohne dass weitere Schritte

ausgefiihrt werden miissen.

[i=1,7=4]
Nun wird das letzte Element in der ersten Zeile von H bearbeitet. Die Berechnung des

EXTENDEDGCD ergibt
(r,p,q) == EXTENDEDGCD(2,-3) = (1, -1, -1).

Man erhélt die folgende Permutationsmatrix C' und durch Multiplikation mit C' ver-
dnderte Matrizen H und U:

-1 0 0 3 10 0 O 0 -1 0 0

- 0100 CH = -3 -2 -3 10 U= -1 0 0 3
0010 0O 0 1 O 0 010

-1 0 0 2 -1 0 0 2 -1 0 0 2

Die Eliminationsschritte auf der ersten Zeile von H sind nun beendet.

3. Spalte mit (—1) multiplizieren
In diesem Fall ist hy 1 =1 > 0, es wird nichts veréndert und mit Schritt 4 fortgefahren.

4. Normalisierung

Zunéchst wird j := 1 gesetzt. Normalisierungsschritte sind in diesem Fall nicht moglich,
da nun j = ¢ = 1 gilt und es in der ersten Zeile ohnehin keine Eintrédge links vom
Diagonalelement h; ; gibt, die angepasst werden miissten. Die erste Zeile ist vollsténdig

bearbeitet. ¢ := i+ 1 = 2 wird gesetzt und mit Schritt 1 fortgefahren.

1. Spalte auswihlen

J =1+ 1= 3 wird gesetzt.
2. Elimination

[i=2j=3:

Es gilt ho3 = —3 # 0, dieser Eintrag muss also annulliert werden. Zunéchst wird

(r,p,q) := EXTENDEDGCD(-2,-3) = (1,1, —1)
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berechnet. Durch C werden H und U wie folgt aktualisiert:

1 0 00 1 0 0 0 0 -1 -3 0
1 -3 1 1 ~1
o |0 30| | -3 010 | 0 0 3
0 -1 -2 0 0 -1 -2 0 0 -1 -2 0
0 0 01 -1 0 0 2 -1 0 0 2
[i=2,j = 4):

Nun wird das letzte Element in der zweiten Zeile von H bearbeitet. Die Berechnung

des EXTENDEDGCD ergibt
(r,p,q) := EXTENDEDGCD(1,10) = (1, 1,0).

Damit erhélt man Matrizen C', H und U:

100 0 1 0 0 O 0 -1 -3 10
- 01 0 -10 H o= -3 1 0 0 U= -1 0 0 3
0 01 0 0 -1 -2 10 0 -1 -2 10
0 0O 1 -1 0 0 2 -1 0 0 2

3. Spalte mit (—1) multiplizieren

h2.2 > 0, hier muss nichts getan werden.

4. Normalisierung

Zunéchst wird j := 1 gesetzt. Zur Normalisierung wird eine Permutationsmatrix C
erzeugt,
1 0 0O 1 0 00
O = — [h2,1/h2,21 1 0 0 _ 3 1 00
0 010 001 0]
0 0 01 0 0 01

danach werden H und U wieder mit C' multipliziert und man erhélt

10 0 0 -3 -1 -3 10

I 0 1 0 O U= -1 0 0 3
-3 -1 -2 10 -3 -1 -2 10

-1 0 0 2 -1 0 0 2

Weitere Normalisierungsschritte sind nicht notwendig, da es links von hs o keine wei-

teren Eintrage gibt. Es wird ¢ := i 4+ 1 = 3 gesetzt und mit Schritt 1 fortgefahren.
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1. Spalte auswihlen

J =1+ 1=4 wird gesetzt.

2. Elimination

[i=23,7=4]

Hier muss das Element h3 4 annulliert werden. Der EXTENDEDGCD wird ermittelt:

(r,p,q) := EXTENDEDGCD(-2,10) = (2, —1,0).

C wird erzeugt und H und U werden aktualisiert:

10 0 0 1 00 O -3 -1 3 5
1 1 -1 —
o 0 0 0 H = 0 0 O U= 0 0 -3
0 0 -1 -5 -3 -1 2 0 -3 -1 2 0
00 0 -1 -1 0 0 -2 -1 0 0 -2
3. Spalte mit (—1) multiplizieren
hz 3 > 0, hier muss nichts getan werden.
4. Normalisierung
J = 1 wird gesetzt. Insgesamt miissen die zwei Eintrége links von h33 normalisiert
werden.
=3 =11
Die resultierenden Matrizen C, H und U sind:
10 00 1 00 O 0 -1 3 5
Cc— 0100 CH = 0O 10 O U= -1 0 0 -3
1 010 -1 -1 2 0 -1 -1 2 0
0 001 -1 0 0 -2 -1 0 0 -2
[i=3,7=2]

Es wird — [h3z2/hs 3| = 0 berechnet, somit bleibt die Permutationsmatrix C' eine Ein-
heitsmatrix und H und U werden durch Multiplikation mit C' nicht verdndert. Es gilt
nun j =¢— 1 =2, darum wird ¢ := ¢ 4+ 1 = 4 gesetzt und mit Schritt 1 fortgefahren.

1. Spalte auswihlen

j =1+ 1=0>5 wird gesetzt.
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2. Elimination
[i=4,j =05

Die Bedingung j <= n ist nicht mehr erfiillt, es finden keine Eliminationsschritte statt.

3. Spalte mit (—1) multiplizieren
hyq = —2 < 0, die letzte Spalte von H muss folglich mit (—1) multipliziert werden.
Dies folgt durch die abgebildete Permutationsmatrix C. H und U werden wie folgt

verandert:
1 00 0 1 0 00 0 -1 3 -5
C— 010 0 CH = 0 1 00 U= -1 0 0 3
0 01 0 -1 -1 2 0 -1 -1 2 0
00 0 -1 -1 0 0 2 -1 0 0 2

4. Normalisierung

J = 1 wird gesetzt. Insgesamt miissen drei Eintrége links von hy 4 normalisiert werden.

[i=4,7=1]:
Es ist — [ha,1/haa] = 0, somit bleibt die Permutationsmatrix C' eine Einheitsmatrix
und H und U werden durch Multiplikation mit C nicht veréndert.

[i=4,7=2]
Es gilt wieder — [hq2/hs 4] = 0. H und U werden nicht veréndert.

[i=4,j =3

Auch hier werden H und U nicht verandert.

Nun gilt j =¢—1 = 3. Es wird ¢ := i + 1 = 5 gesetzt. Damit ist ¢ > m = 4 und der
Algorithmus stoppt mit der Riickgabe der Matrizen H und U.

1 000 0 -1 3 -5
0 10 0 -1 00 3
H=| 1 190 U=|_1 -1 2 o0
-1 0 0 2 -1 00 2

Abbildung 4.1: Ergebnismatrizen nach Ablauf von Algorithmus 4.1
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4.1 HNF-Algorithmen fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang

4.1.2 Der Algorithmus von Schrijver
4.1.2.1 Vorstellung des Algorithmus

Im Gegensatz zu den anderen in dieser Arbeit prisentierten Berechnungsverfahren
wird bei dem folgenden Algorithmus die Hermite-Normalform nicht Zeile fiir Zeile
bzw. Spalte fiir Spalte aufgebaut, sondern bei jedem k-ten Durchlauf wird der (k+1)-te
Hauptminor diagonalisiert. Zusétzlich verwendet dieser Algorithmus eine Determinante
M einer geeigneten Submatrix der Ausgangsmatrix A, um die Matrixeintrige gering
(maximal M) zu halten. Die Normalisierungsschritte erfolgen erst nach Ablauf des
gesamten Diagonalisierungsverfahrens.

Insgesamt ist der Algorithmus von Schrijver nicht so einfach wie der vorherige. Zu-
néichst wird mit der in Kapitel 2.1.2 vorgestellten Funktion MINORS(A, m) eine Liste
aller Determinanten von (m x m)-Untermatrizen von A ermittelt. Aus dieser wird der
Absolutwert M der ersten Determinante # 0 verwendet. Anschlieffend wird eine neue

(m x (n+m))-Matrix H erzeugt:
H=[Al}]].

Bevor weitere Schritte ausgefiihrt werden, addiert man ganzzahlige Vielfache der letz-
ten m Spalten von H zu den ersten n Spalten, sodass alle Eintréige zwischen 0 und M
liegen.

Der Eliminationsvorgang erfolgt nun schrittweise auf einer Untermatrix D von H.
Begonnen wird mit Schritt £ = 0 und gestoppt bei k£ = m. Bei jedem Schritt k¥ hat H

die Form
B \ Ok x (n+1) ‘ O(k)x (m—k—1)

O0(1)x (m—k—1 ;
c| o | O
m—k—1

wobei fiir die Matrizen B, C und D gilt:
e B ist eine (k x k)-Matrix, die nach genau m Schritten die HNF darstellt,
e (' ist eine ((m — k) x k)-Matrix und
e D ist eine ((m — k) x (n + 1))-Matrix.

Im Fall £ =m — 1 hat H also die Form

I7_ Bm—1)x(m-1) \ O(m—1)x(nt1)
Clix(m-1) \ D1y (ns1)
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

d.h. es wird auf einer einzeiligen Matrix D eliminiert. Tabelle 4.2 fasst die einzelnen
Schritte des HNF-Algorithmus zusammen.

’ Schritt ‘ Beschreibung ‘

Berechne den Betrag M einer Determinante einer Subma-

! trix von A vom Rang m. Erzeuge H = [A|I}M].
Addiere ganzzahlige Vielfache der letzten m Spalten zu den
2 ersten n Spalten, sodass alle Eintrége zwischen 0 und M
liegen.
5 Elimination fiir Schritt k: Arbeite auf der ((m—=Fk) x (n+1))-
Submatrix D.
31 Fiithre Eliminationsschritte aus, bis die erste Zeile von D

nur noch ein positives Element enthélt.

Nach jedem Eliminationsschritt: Addiere ganzzahlige Viel-
3.2 fache der letzten m — k — 1 Spalten von H zu den Spalten

von D, sodass alle Eintridge in D zwischen 0 und M liegen.

Falls notwendig, tausche Spalten so, dass das einzige posi-
3.3 tive Element der 1. Zeile von D in dessen 1. Spalte steht.
Es bildet dann das Diagonalelement dieser Zeile von H.
4 Ist £ < m, setze k := k + 1 und fahre fort mit Schritt 3.
Normalisierung: Fiihre elementare Spaltenoperationen auf

5 den ersten m Spalten von H so aus, dass 0 < h;; < h;,,

j<i.

Tabelle 4.2: Schritte des HNF-Algorithmus nach Schrijver

Nach Ablauf 16scht man die letzten m Spalten von H (diese wurden am Anfang
angehingt) und erhilt somit die Hermite-Normalform von A. Wie beim Nemhauser/-
Wolsey-Algorithmus hat H die Form [ B 0], falls rg(A) < n, d.h. die letzten n —rg(A)
Spalten sind Nullspalten. Die vollsténdige Berechnung wird durch die Algorithmen 4.2
und 4.3 (fiir die Eliminationsschritte auf Matrix D) dargestellt. Hierzu einige Anmer-

kungen:

e Die durch MINORS(A,m) ermittelten Minoren werden in einer Liste minorList
gespeichert. Zugriff auf das i-te Element der Liste erhélt man mit minorList|i],

die Lénge der Liste kann durch LENGTH(minorList) ermittelt werden.

e Die Anweisung ,,Y := X; ;. ;* extrahiert eine Submatrix ¥ aus X, die sich aus

den Zeilen ¢ bis j und Spalten k bis [ von X zusammensetzt.

e clemFound ist eine boolesche Variable, in der gespeichert wird, ob in der ersten

Zeile von Matrix D mindestens zwei Elemente > 0 existieren.
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4.1 HNF-Algorithmen fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang

Algorithmus 4.2: HNFSCHRIJVER

Eingabe: A,,x, mit rg(A)=m
Ausgabe: H,,x, mit H = HNF(A)

//Schritt 1: Determinante wihlen und Matrix erweitern
minor List := MINORS(A, m) ;
for i:=1 to LENGTH(minorList) do
if minorListi] #0 then
M := |minorList[i]|;
break;
end_if
end_for
H o= (AT

//Schritt 2: Matrixeintridge anpassen
for ::=1 to n do
for j:=1 to m do
if (hj; > M) Vv (h;; <0) then
hji = hji— [hja/M] - M;
end_if
end_for

end_for

//Schritte 3 & 4: Elimination
for k:=0 to m—1 do

D = Hk+1..'m,k+1..wz+k+1 5

D := ELIMINATE(D, k, M) ;

Hit1 mpt1. ntks1 =D
end_for

//Schritt 5: Normalisierung
for i:=1 to m do
for j:=1 to i—1 do
if (hi; <0) V (h; > h;;) then
haj o= haj = [hij/Piil - i
end_if
end_for
end_for

return H, i ,;

Der Algorithmus ELIMINATE wird von Algorithmus 4.2 aufgerufen und fithrt die ei-
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

gentlichen Eliminationsschritte (Schritt 3.1) auf der ersten Zeile von Matrix D aus,

bis diese Zeile noch genau ein positives Element enthélt. Werden dabei (hier wird das

Vielfache einer Spalte zu einer anderen addiert) Matrixeintrige negativ, so erfolgt eine

Normalisierung (Schritt 3.2).

Algorithmus 4.3: ELIMINATE

Eingabe: D,,«, .k, M
Ausgabe: D,,x,

1 elemFound := False;
2 //Finde 2 Elemente verschieden von Null

3 for 7:=1 to n do

4

5

6

10

11

12

13

14

15

16

17

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

for j:=1 to n do
if (di;>0) A (di; >0) A (j#1i) then
if di; >d;; then
di:=1; dj:=j; elemFound:=True;
else
di:=7; dj:=1; elemFound:=True;
end_if
end_if
end_for
if elemFound = True then
break;
end_if

end_for

//Schritt 3.1:

if

elemFound = True then
= ldyai/dva];
di,di = dugs — [+ dugj;
//Schritt 3.2
if m>1 then
for i:=1 to n do
for j:=m downto 2 do
if (dj’i < O) \ (dj,i > M) then
dji = dj; — |dji/M| - M;
end_if
end_for
end_for
end_if

32 end_if
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4.1 HNF-Algorithmen fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang

if elemFound = True then
goto (1);
end_if

//Schritt 3.3: (falls notwendig) Spalten tauschen
if di; =0 then
for i:=2 to n do
if d;; >0 then
pos :=1i; break;
end_if
end_for
temp := dx pos; Qi pos :=dx1; dy1:=temp;
end_if

return D;

4.1.2.2 Anwendungsbeispiel

Zu berechnen sei erneut die Hermite-Normalform der Matrix

02 0 -3
9 4 -3 —1

Asos =

xd 00 1 0
00 0 1

1. Determinante wihlen und Matrix erweitern
Zunéachst wird mit
minorList :== MINORS(A, 4)

eine Liste der Determinanten berechnet. In diesem Fall gibt es nur eine (4 x 4)-
Submatrix, ndmlich A selbst. Unter Verwendung des Laplaceschen Entwicklungssatzes

und Entwicklung nach Spalte j = 1 erhélt man

4

detA = Z(—l)iJrl “aj - det A; 1
i=1
(—

1)2 -apy - det A171 + (—1)3 ~ag - det A271

0
+ (—1)4 -asy - det A371 + (—1)5 S ag det A471
=0 =0
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

2 0 -3
= (—1)3 cag1 - det 0 1 0

0 0 1
= —2-(240+0-0-0-0)

= —4

und somit minorList = {—4}. Die einzige existierende Unterdeterminante ist damit
der Eintrag in minor List. Man erhélt M = 4 und die Matrix H kann aus A und M - I

erzeugt werden:

02 0 -3/4000
H=[A|L‘ﬂ= 24 -3 -1]0 4 00
00 1 0j0 0 40
00 0 1/0 00 4

2. Matrixeintrige anpassen

Die Eintriage der Matrix werden so veréndert, dass sie zwischen 0 und 4 liegen:

02 0 —=-3+414 0 00 02 0 1(4 0 0O
H'—24_3+4_1+40400—24130400
1o o0 1 0 |00 40| |[00T10[0040
00 0 1 0 0 0 4 00 0 1/0 0 0 4
3. Elimination
[k=0]:
Nun wird Matrix D erzeugt,
0 2 01 4
2 41 3 0
D::H :_H ey
0+1..4,0+1..440+1 1.4,1..5 00100 |
00 010

und Algorithmus ELIMINATE(D,0,4) aufgerufen. Es werden zwei positive Elemente in
der ersten Zeile von D gefunden (elemFound=True) mit di = 2 und dj = 4. Man erhélt
f = |di2/d1,4] = 2. Somit wird 2-mal Spalte 4 von Spalte 2 subtrahiert. Anschlieend

werden die Eintrdge normalisiert:

0 0 014 00014
|2 20130 _| 22130
0 0 100 00100
0 —2+/ 0 1 0 02010
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4.1 HNF-Algorithmen fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang

Da elemFound=True gilt, wird die erste Zeile von D erneut auf positive Elemente
durchsucht. Gefunden werden Elemente in den Spalten di = 5 und dj = 4. Somit wird

Spalte 4 4-mal von Spalte 5 subtrahiert und es erfolgt die gewohnte Normalisierung:

0001 0 00010
| 2213 12484 | _| 22130
0010 0 00100
020 1 —4+4 02010

Das einzige positive Element in der ersten Zeile von D befindet sich nun in Spalte 4.

Spalten 1 und 4 werden getauscht und Hj 41,5 durch D ersetzt:

_ o W
N O N O
S = = O
S O N O
o O O O
N O N O
S = = O
S O N O
o O o O
S O = O
O = O O
_ O O O

4. Elimination — Fortsetzung
Da k <m — 1 = 3 gilt, wird k£ hochgezdhlt und mit Schritt 3 fortgefahren.

3. Elimination

[k=1]:

D :=Hit1.4141.41141 = H2 42,6 =

N O N
o O O
O O >

1
1
0

S O N

ELIMINATE(D,1,4) wird aufgerufen. Die ersten beiden positiven Elemente in der ersten
Zeile von D befinden sich in den Spalten di = 1 und dj = 2. Spalte 2 wird 2-mal von

Spalte 1 subtrahiert, anschlieffend werden die Eintrdge normalisiert:

0 1 2 0 4 01 2 0 4
D=1 -2+ 1000 (=]212000
2 0 00O 2 0000

Im n#chsten Durchlauf gilt di = 3 und dj = 2. Es wird wieder eliminiert (2-mal Spalte

2 von Spalte 3 subtrahiert) und normalisiert:

0 1 0 0 4 01 00 4
D=121 -2+4 0 0 =121 200
2 0 0 00 20000

47



4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

Im letzten Durchlauf ist di = 5 und dj = 2. Es wird 4-mal Spalte 2 von Spalte 5

subtrahiert und normalisiert:

0100 0 01000O0
D=12120 —4+4 |=]121 2 00
2 000 0 20000

In Schritt 3.3 miissen schliellich die ersten beiden Spalten von D getauscht werden.

Danach wird Ha 42 ¢ durch D ersetzt:

1000 0 110 0 0 0 0j]0 O
02 0 00
110 2 0 0 0|0 4

4. Elimination — Fortsetzung
Da k <m — 1 = 3 gilt, wird k£ hochgezdhlt und mit Schritt 3 fortgefahren.

3. Elimination
[k=2]:

Im néchsten Durchlauf ist

2 2 0 0 4
D:=H = H. = '
24+1..4,24+1..442+1 3..4,3.7 ( 20 0 0 0 )

ELIMINATE(D,2,4) wird aufgerufen. Die ersten beiden positiven Elemente sind di = 1
und dj = 2. Somit wird 1-mal Spalte 2 von Spalte 1 subtrahiert:

Do 0 2 00 4 '
2 0000
Im n#chsten Schritt erhélt man Werte di = 5, dj = 2. Spalte 2 wird 2-mal von Spalte

5 subtrahiert:
Do 0 2 000 .
2 00 0O

In Schritt 3.3 miissen die ersten beiden Spalten getauscht werden,

D:20000,
02000
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4.1 HNF-Algorithmen fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang

danach wird H3 43.7 durch D ersetzt:

1 0lo oo o0o0]o0
g_ |3 11000000
0 1/2 000 0]0
1 00 200 04

4. Elimination — Fortsetzung
Da k < m — 1 = 3 gilt, wird k£ hochgezihlt und mit Schritt 3 fortgefahren.

3. Elimination

[k=3]:

Hierbei handelt es sich um den letzten Schritt der k-Schleife. Es gilt k = m — 1 = 3,
damit hat H also die Form

10 0[00000
B
. 3x303x5g3x0 31000000
" | Cixs | Dixs }j“ o1 2{00000
0 10020004
und somit

D=(2 000 4).

In D gibt es zwei positive Eintrége in den Spalten di = 5 und dj = 1. Man subtrahiere
2-mal Spalte 1 von Spalte 5. Dies ergibt

D=(2 00 0 0).

Eine Normalisierung ist nicht notwendig.

4. Elimination — Fortsetzung
Es gilt nun £ = m — 1 = 3. Alle Eliminationsschritte sind beendet. H hat die Form:

100 0 0O0O0O
— 10 000 O00O0
01200000
10 02 0000

5. Normalisierung
Neben der Normalisierung widhrend der Eliminationsschritte, die die Matrixeintrage

gering halten sollte, erfolgt nun der eigentliche, zum HNF-Algorithmus geh6érende Nor-
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

malisierungsvorgang auf der (4 x 4)-Matrix B. Das einzige anzupassende Element ist
zunéchst ho 1 = 3. Es wird |hg,1/ho2] = 3-mal Spalte 2 von Spalte 1 subtrahiert:

100 00O0O0O0

— 01 00O0O0TO0OTO O
-3 12 00000
100 2 0000

Dadurch ist jetzt der Eintrag hs; nicht normalisiert. Es muss (—2)-mal Spalte 3 von

Spalte 1 subtrahiert werden und man erhélt:

1 0000 O0O0O
H:01000000
11200000
100 20000

Weitere Normalisierungsschritte sind nicht notwendig. Die Hermite-Normalform der

Matrix A ist somit die (4 x 4)-Matrix B, also die ersten vier Spalten von H.

HNF(A) =

=0
O R =)o
o OO
N O OO

Abbildung 4.2: Ergebnismatriz nach Ablauf von Algorithmus 4.2

4.1.2.3 Berechnung der Transformationsmatrix

Die Berechnung der Transformationsmatrix erfolgt im Schrijver-Algorithmus nicht par-
allel zur HNF-Berechnung. Unter Verwendung der Hermite-Normalform und der in-
versen Ausgangsmatrix kann die Transformationsmatrix jedoch erzeugt werden (vgl.

[Sch99, S. 55]). Dazu wird die Ausgangsmatrix A zunéchst in die Form
Aneu = |: A A }

gebracht!, wobei A’ eine (m x m)-Matrix ist und invertierbar sein muss. A, hat
gemiB der Definition vollen Zeilenrang. Zur besseren Ubersichtlichkeit unterscheidet

man nun zwel Falle:

1. rg(Apey) = m = n, d.h. die Matrix ist quadratisch und HNF'(Aye,,) = B,

'Dabei miissen selbstverstindlich die Spaltenindizes angepasst werden.
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4.1 HNF-Algorithmen fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang

2. 7g(Anen) = m < n, d.h. die Matrix hat mehr Spalten als Zeilen und
HNF(Aneu) = [B O]

Fiir Fall 1 lasst sich die Transformationsmatrix berechnen als

U = [A' A"} . B.

Unter der Voraussetzung, dass eine Matrix A invertierbar ist, ldsst sich die Berechnung

von U auch direkt aus Rechenregeln fiir Matrizen ableiten:

AU = B
(A1 A).U = A'.B
I.U = A''B
U = A'.B.

Im zweiten Fall wird A, zu einer quadratischen Matrix ergénzt, d.h. es miissen n—m

Zeilen angefiigt werden, sodass Aje, die Form

/ "
Apeu 1= [ A A
On—m)x(m) In-m

hat und die zugehorige Hermite-Normalform definiert ist als

B 0

H = Bl Bl/

9

B’ und B” sind hierbei ganzzahlige Matrizen. Damit ist die zugehérige Transforma-

tionsmatrix U, definiert als

A A
0o I

B 0

Uneu = B B

und allgemein gilt
|4 A | U= B 0]

Beispiel:

Die Transformationsmatrix U wird fiir die Matrix
A= 0 0 2 -3
2 -3 4 -1
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

berechnet. A hat den Rang 2, jedoch miissen die Spalten 2 und 3 von A getauscht

A,_02
2 4

invertierbar ist. Dies kann durch Multiplikation mit der Permutationsmatrix

werden, damit

o O O =
O = O O
O O = O
_ o O O

ausgedriickt werden. Anschlieend wird A zu einer quadratischen Matrix Ay, ergianzt:

02 0 -3
4 _(A’ A”)_ 2 4 -3 —1
T 0 I ] OO 1 0
00 0 1

In Abschnitt 4.1.2.2 wurde fiir diese Matrix A,., bereits deren zugehorige Hermite-
Normalform H (Abb. 4.2) berechnet. A, hat vollen Zeilen- und Spaltenrang und ist

somit invertierbar. Zunichst muss die inverse Matrix berechnet werden:

02 0 -3[1 000
2 4 -3 —-1/0 1 0 0
ApeulI =
[Aneull] 00 1 0/0O0T10
00 110 0 0 1 |
[2 4 -3 —1]l0 1 0 0]
tausche Zeilen 0 2 0 —-3|1 0 0 0
_—
1 und 2 OO0 1 0/0 0 10
0 0 1/0 0 0 1 |
(2 0 -3 5]-2 100
0 2 -3/ 1.0 0 0
_—
1. =2 - 2. Zeile 0 0 1 0 0 0 1 0
(00 0 1] 00 01
(2 00 5|/-21 3 0
020 -3 1000
_
1. +3 - 3. Zeile 0 0 1 0 01 0
(000 1] 0001
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2000]-213 -5
2. +3 - 4. Zeile 06200 100 3
_—
1. =5 - 4. Zeile 060010 001 O
| 000 1] 000 1
r 1 3 5
1000|-1 35 35 —3
1. Zeile durch 2 teilen 0100 % 0 0 %
2. Zeile durch 2 teilen 0 010 0 0 1 0
| 000 1] 0 00 1
Die zu Ay, inverse Matrix AL, ist somit
1 3 5
1z 2 7
at=| 200
0 0 1 0
0 0 O 1
und Uy := A}, - H kann berechnet werden:
-1 1 2 -3 1000 -2 2 3 -5
100 3 0100 2 00 3
Uneu = =
0 0 1 0 1120 112 0
0 0 O 1 1 00 2 100 2

Die zugehorige Transformationsmatrix zur Hermite-Normalform aus Abbildung 4.2 ist
damit die in Abbildung 4.3 dargestellte Matrix U,ey.

Uneu =

— =N DN
O~ ON
OO W
N O WL

Abbildung 4.3: Transformationsmatriz zur HNF aus Abbildung 4.2

Wie sieht aber nun die Transformationsmatrix U zu

A:002_3
2 -3 4 -1

aus? Vertauscht man in A Spalten, wie es oben geschehen ist, spannt die neue Matrix
[A" A"] selbstversténdlich immer noch das gleiche Gitter auf wie A. Aus Theorem 3.1

folgt damit, dass aus beiden Matrizen dieselbe Hermite-Normalform erzeugt wird. Es
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

gilt also

[BO]|=A-U=[A" A" Upew= AT -Upey.
N
[A/ A/l}

Matrizenmultiplikation ist assoziativ, d.h. es gilt auch

[B 0] =A- (T Upew).

Die Multiplikation T - Uy, stellt eine unimodulare Zeilenoperation geméfi Abschnitt
3.2.1 auf U,e, dar: In U, wird die 2. mit der 3. Zeile vertauscht. Dies ergibt

U=T- Upey-

Folglich ist die zu A gesuchte Transformationsmatrix U die Matrix

1000 -2 2 3 -5 -2 2 3 -5
0010 00 3 112 0

:T = =

v Uneu 01 00 12 0 200 3
00 01 00 2 100 2

Dieses Verfahren zur Berechnung der Transformationsmatrix wird in einen weiteren
Algorithmus HNFSCHRIJVERCOMPLETE iibernommen, der als Algorithmus 4.4 darge-
stellt ist.

Algorithmus 4.4: HNFSCHRIJVERCOMPLETE

Eingabe: A, x, mit rg(A)=m
Ausgabe: (H,xn,Unxn), wobei H=HNF(A) und H=A-U.

//Matrix A’ auf Invertierbarkeit testen
d:=det(A1.m1.m);

reg := True;

Tprod = In;
if d=0 then
reg := False;

//tausche Spalten, bis A’ invertierbar
for i:=1 to m do
for j:=m+1 to n do
T:=1,;
//tausche Spalten i und j
tii:=0; t;; =1,
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4.1 HNF-Algorithmen fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang

tj;:=0; t;;:=1;
A=A -T;
Torod = Tproa - T}
d = det(A1 m1.m);
if d#0 then
break;

end_if

end_for

if d#0 then
break;

end_if

end_for
end_if

//quadratische Matrix erzeugen
Aneu «— I .
A (3]

for i:=1 to m do
neuw
7%

end_for

Q ‘= Qg ks

//HNFschrijver aufrufen
H := HNFSCHRIJVER(A™");

//U berechnen
U := (Aneu)—l . H:

//falls Spalten getauscht wurden —> Zeilen in U tauschen
if reg = False then

U :=Tyroa " U;
end_if

return (Hi m1.n,U);

Zunichst wird also aus A, falls Aj 1., singuldr ist, die Matrix A =[ A” A" | er-
zeugt, wobei A’ eine invertierbare (m x m)-Matrix ist. Die dazu notwendigen Spalten-
vertauschungen werden in 7},,.,q4 gespeichert. Dann wird aus A und einer Einheitsmatrix
eine regulire quadratische Matrix A™" erzeugt, die Algorithmus 4.2 iibergeben wird.
Mit der resultierenden HNF H kann die Matrix U erzeugt werden.

Abschliefend werden Zeilen von U vertauscht, wenn Aj 1., singuldr war, indem
eine Linksmultiplikation mit T},,q erfolgt. Dann werden Hi 1., und U zuriickgege-

ben.
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4.2 HNF-Algorithmen fiir beliebige Matrizen

In diesem Abschnitt werden zwei Algorithmen vorgestellt, die aus beliebigen ganzzahli-
gen Matrizen deren Hermite-Normalform geméfl der Definitionen 3.6 und 3.7 erzeugen.
Bereits in Kapitel 3.3.2 wurde darauf hingewiesen, dass fiir (m x n)-Matrizen A mit

rg(A) = r < m nur r Zeilen ein Diagonalelement besitzen. Auf den verbleibenden

Zeilen werden keine Eliminations- oder Normalsierungsschritte ausgefiihrt.

4.2.1 Der Algorithmus von Patrick Theobald

4.2.1.1 Vorstellung des Algorithmus

Im Gegensatz zu den beiden vorherigen Algorithmen wird bei diesem aus [The00]

stammenden Berechnungsverfahren eine obere Dreiecksmatrix erzeugt. Die einzelnen

Schritte sind in Tabelle 4.3 abgebildet.

‘ Schritt ‘ Beschreibung

0

Initialisierung: i :=m, j := n.

1

Arbeite auf Zeile i und Spalte j.

Sind in einer Zeile die ersten 1, ..., j Elemente Null, so wird
diese Zeile iibersprungen und sie besitzt kein Diagonal-
element. Der Spaltenindex fiir das Pseudodiagonalelement
bleibt damit j.

Sonst wird in Zeile ¢ beginnend ab Spalte [ = 1 so eliminiert,
dass das Diagonalelement in Spalte j steht und die ersten
j —1 Eintrége Null sind. Dabei werden immer zwei Spalten
[ und [ + 1 unter Verwendung von Permutationsmatrizen
und der EXTENDEDGCD-Funktion bearbeitet. Es gilt drei

Félle zu unterscheiden:

3.1

Ist der Eintrag in Spalte [ Null, muss nicht weiter eliminiert

werden.

3.2

Ist der Eintrag [ verschieden von Null und Eintrag [ + 1
Null, so werden die Spalten getauscht. Damit wird das po-
tentielle Diagonalelement aus Spalte [ in der Matrix weiter

nach rechts verschoben.

3.3

Sind beide Eintridge verschieden von Null, so wird das Ele-

ment in Spalte [ eliminiert.

Normalisierung: In Zeile ¢ werden die Elemente rechts vom

Diagonalelement (also j 4+ 1 bis n) normalisiert.

Der Algorithmus wird fortgesetzt mit Zeile ¢ — 1 und Spalte
j — 1. Gehe zu 1.

Tabelle 4.3: Schritte des HNF-Algorithmus nach Theobald
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Der vollstindige Algorithmus ist als Algorithmus 4.5 dargestellt. Gegeniiber der

Bezugsquelle ([The00, S. 8]) wurden einige Korrekturen vorgenommen:

e In der Variable v wird eine Matrixzeile gespeichert. Durch Eliminationsoperatio-
nen werden jedoch die Werte dieser Zeile verédndert, sodass v aktualisiert werden
muss. Entsprechende Befehle wurden Algorithmus 4.5 an den notwendigen Stellen

hinzugefiigt.

e Im Original-Algorithmus existiert kein Test, ob das Pseudodiagonalelement po-
sitiv ist. Vor der Normalisierung wurde daher eine Abfrage eingefiigt, die bei

Bedarf eine Spalte mit negativem Pseudodiagonalelement mit (—1) multipliziert.
e Die Zeilen- und Spaltenindizes starten im Original-Algorithmus bei 0, hier bei 1.

Anmerkung:
Schleifenaufrufe der Form ,for i:=1 to 0 do...“? bedeuten, dass diese Schleife nicht

durchlaufen wird. Mathematica bearbeitet solche Befehle entsprechend.

Algorithmus 4.5: HNFTHEO

Eingabe: A,,«n
Ausgabe: (Hpxn,Unxn), wobei H=HNF(A) und H=A-U.

//Initialisierung
H:=A;
U.=1,;

1i=m; j:i=mn;

//Schritt 1: Arbeite auf Zeile i und Spalte j
while (i>0) A (j >0) do
//Schritt 2: Uberspringe Zeile
if (hi1,....hi;) =(0,...,0) then
i:=1—1
else
//Schritt 3: Elimination
for [:=1 to j—1 do
Ui:hi,*?
if v #0 then
if viy1 #0 then
//Schritt 3.3: Annullieren

2Nicht zu verwechseln mit ,for i:=1 downto...“ In diesem Fall wird die Schleife selbstverstindlich
durchlaufen.
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(g9,a,b) := EXTENDEDGCD (v, vi41) ;

T:=1,;
tiy = —v41/9; tiis1 =a;
tiv1 =v/g; tis1041:=b;
H:=H-T,
U:=U-T
else
//Schritt 3.2: Spalten tauschen
T:=1,;

t1y:=0; t 41 :=1;

tip10 =15 tip1041:=0;

H:=H-T;
U:=U-T,
end_if
end_if
end_for

//Schritt 4: Normalisierung
if h;; <0 then
h*,j = —h*,j 5
Us j 1= Uy j;
end_if
for [:=j54+1 to n do
v =Dy
q:= vi/v;];
Pap = hat —q - haj;
U] 2= Us ] — G~ Usj;
end_for
//Schritt 5: Wihle neue Zeile und Spalte
1:=1—1;
j=i-1;
end_if

end_while

return (H,U);
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4.2.1.2 Anwendungsbeispiel

Mit Algorithmus 4.5 werden die Hermite-Normalform H der Matrix

02 0 -3
9 4 -3 —1

Asus =

Axd 00 1 0
00 0 1

und deren zugehore Transformationsmatrix U berechnet. Zunéichst wird initialisiert:

H:=A U:=14,i:=4, j:=4.

3. Elimination

Es werden nun Eliminationsschritte von [ = 1 bis [ = j — 1 = 3 durchgefiihrt.

vi=(0 00 1)

wird betrachtet. Sofort erkennt man, dass v; = vy = v3 = 0 gilt, damit erfolgen keine

Eliminationsschritte.

4. Normalisierung
Das Diagonalelement hy4 4 ist positiv, es wird nicht bearbeitet. Ebenso ist keine Nor-

malisierung notwendig, da die Schleife [ = j + 1 = 5 bis [ = 4 nicht durchlaufen wird.

5. Neue Zeile und Spalte wihlen
Man setze i :==7—1 =3 und j := j — 1 = 3 und fahre mit Schritt 1 fort.

1.[i=3,5=3]:

3. Elimination

Es sollen Eliminationsschritte von [ =1 bis [ = j—1 =2 erfolgen. v:=(0 0 1 0)
wird betrachtet. Es ist v1 = v9 = 0 und es miissen keine Elemente annulliert werden.
4. Normalisierung

Das Diagonalelement h3 3 ist positiv, es muss nicht bearbeitet werden. Weitere Norma-

lisierungsschritte sind nicht notwendig, da das Element v;; = vy = v4 = 0 ist. Damit
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

gilt dann auch ¢ := 0 und die Spalte [ = 4 von H wird nicht veréndert.

5. Neue Zeile und Spalte wihlen
Man setze i :=i—1 =2 und j := j —1 = 2 und fahre mit Schritt 1 fort. Bisher wurden

sowohl an H als auch an U noch keine Anderungen vorgenommen.
1. [i=2,7=2]:

3. Elimination
Es werden nun Eliminationsschritte von I = 1 bis [ = j — 1 = 1 durchgefiihrt. Betrach-
tet wirdv:=(2 4 -3 —-1).

[=1:
Gearbeitet wird auf Elementen v; = v; = 2 und v;11 = vy = 4. Beide Elemente sind

positiv, sodass der EXTENDEDGCD ermittelt wird:
(g9,a,b) = EXTENDEDGCD(2,4) = (2,1,0).

Anschlielend wird eine Permutationsmatrix 71" erzeugt,

—vi;1/g a 0 0 -2 1 00
T vi/fg b 0 0 | 1 000
o 0 010 | 0010 |
0 0 0 1 0 0 01
mit der H und U multipliziert werden:

20 0 -3 -2 1 0 0

. 0 2 -3 -1 U= 1 0 00

00 1 O 0010

00 0 1 0 0 01

4. Normalisierung
Das Diagonalelement hgo ist positiv, es muss nicht bearbeitet werden. Normalisie-

rungsschritte erfolgen nun fir l=j+1=3 und l =n = 4.
l=3:

Es wird noch auf der 2. Zeile gearbeitet, also auf v:=( 0 2 -3 —1 ). Man ermit-
telt ¢ := |v3/v2] = —2.
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In H und U wird danach (—2)-mal die 2. von der 3. Spalte subtrahiert und man erhélt

aktualisierte Matrizen:

2 0 0 -3 -2 1 2 0
o 0 21 -1 U= 10 00
0 0 1 0 0 010
0 0 0 1 0 0 01
l=4:
Zunéchst wird v:=( 0 2 1 -1 ) aktualisiert. Danach erhélt man ¢ := —1 und in

H und U wird jeweils (—1)-mal die 2. von der 4. Spalte subtrahiert:

-3 -2
, U:=

S O O N
o O N O
O = = O
o O O
S = O N
_ o O =

1 1
0 0
1 0

Die Normalisierungsschritte fiir Zeile ¢ = 2 sind damit abgeschlossen.

5. Neue Zeile und Spalte wihlen
Man setze i : =47 —1=1und j:= j — 1 =1 und fahre mit Schritt 1 fort.

1Lli=1j=1]:

3. Elimination
Es miissten Eliminationsschritte von [ = 1 bis [ = j — 1 = 0 durchgefiihrt werden.

Diese Schleife wird nicht durchlaufen.

4. Normalisierung
Das Diagonalelement A ; ist positiv, es wird nicht bearbeitet. Normalisierungsschritte

erfolgen nun fiir [ = j+ 1 =2 bis [ = 4.
l=2:

Man erhélt v := (2 0 0 —3 ) und damit ¢ := 0. Damit werden H und U nicht

verandert.

l=3:
Hier ist ebenfallsv:=( 2 0 0 —3 )undgq:=0. H und U werden nicht aktualisiert.
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

l=4:
Esgiltv:=(2 0 0 -3 )unddamitq:=[-3/2] =—2.In H und U wird (—2)-mal

die 1. von der 4. Spalte subtrahiert. Die aktualisierten Matrizen sind:

2 001 -2 1 2 =3
I 0 211 U= 1 00 2
0010 001 O
0 0 01 0 00 1

5. Neue Zeile und Spalte wihlen
Man setze i :=4—1=0und j := j — 1 = 0 und fahre mit Schritt 1 fort.

1.[i=0,7=0]:
Alle Zeilen und Spalten der Matrix wurden durchlaufen und der Algorithmus stoppt.
Die Hermite-Normalform H und zugehorige Transformationsmatrix U sind damit die
in Abbildung 4.4 dargestellten Matrizen.

200
, U=

S OO
O = O N
— o N W

-2
1
0
0

O OO
— O = =

2 1
01
0 0

Abbildung 4.4: Ergebnismatrizen nach Ablauf von Algorithmus 4.5

4.2.2 Die Algorithmen von Gerold Jager
4.2.2.1 Vorstellung der Algorithmen

In diesem Abschnitt werden die zwei Algorithmen aus der Dissertation von Gerold
Jager [Jag01] zur Berechnung der Hermite-Normalform (Algorithmus 4.6) und Zeilen-
Hermite-Normalform (Algorithmus 4.8) vorgestellt.

Grundsétzlich arbeiten beide Algorithmen identisch, wobei einmal unimodulare Spal-
ten- und einmal unimodulare Zeilenoperationen ausgefithrt werden. Die folgende Do-
kumentation konzentriert sich auf Algorithmus 4.6, der durch die Erzeugung einer
unteren Dreiecksmatrix den in fritheren Kapiteln vorgestellten Algorithmen #hnlicher
ist. Die einzelnen Schritte sind in Tabelle 4.4 dargestellt.

Waihrend bei den Algorithmen fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang die Zeilenposi-
tionen der Diagonalelemente bereits zu Beginn bekannt ist, ermitteln die Algorithmen
von Gerold Jéger diese dynamisch. Aus diesem Grund werden Eliminations- und Nor-

malisierungsschritte in Abhéngigkeit vom Wert einer Variable r ausgefiihrt.
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Schritt

Beschreibung

0.1

Initialisierung: H := A, U := I,,.
Starte mit Spalte ¢t = 1.

0.2

Setze r :=0, s := 1.

0.3

Ist mindestens einer der Eintrége hg 41 oder hg; von Null
verschieden, kann ein Eliminationsschritt ausgefiihrt wer-
den. Setze r :=r + 1.

Gilt t =r, so ist h,; das Pseudodiagonalelement. Ist dieses

negativ, so wird Spalte ¢ mit (—1) multipliziert.

Ist t # r, so findet ein Eliminationsschritt statt. Dazu wird
Algorithmus ROWGCD aufgerufen.

Ist ein Diagonalelement vorhanden, werden alle Eintrége
in Zeile s links vom Diagonalelement normalisiert. Ist nun
t = r, wihle die n#chste Spalte t + 1 und gehe zu 0.2.

Ansonsten wihle die néchste Zeile s + 1 und gehe zu 0.3.

Tabelle 4.4: Schritte des HNF-Algorithmus nach Jager

In r, wobei bei jedem Durchlauf einer Spalte t zunéchst r := 0 gilt, wird der Spal-

tenindex des Diagonalelements der Zeile s gespeichert. Wenn mindestens einer der

Eintrdge hs; oder hg,41 von Null verschieden ist, wird » um 1 hochgezéhlt und es

werden Eliminations- und Normalisierungsschritte ausgefiihrt, denn diese Zeile besitzt

dann ein Diagonalelement. Besteht eine Zeile z.B. nur aus Nullen, wird somit kein

Diagonalelement gefunden.

Algorithmus 4.6 stellt den gesamten Algorithmus dar. Neben der Hermite-Normal-

form wird die Transformationsmatrix U berechnet.

Algorithmus 4.6: COLUMNHNF

Eingabe: A,,«n

Ausgabe: (Hpxn,Unxn), wobei H=HNF(A) und H=A-U.

//Initialisierung

H:=A;
U:=1,;

//HNF-Berechnung
for t:=1 to n do

r:=0;

for s:=1 to m do
if (hsr41 #0) V (hsy #0) then

r:=r+1;
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

if t=r then
//Schritt 1: Pseudodiagonalelemente miissen positiv sein
if hst <0 then

h*,t = *h*,t;
Ust = —Usxt;
end_if
else

//Schritt 2: Elimination
(H,U) := RowGCD(H, U, s,r,t);
end_if
//Schritt 3: Normalisierung
for [:=1 to r—1 do

f = I_hs,l/hs,rj 5
hog i =hei—fher;
Uil 7= Us — o Usp

end_for

if t=17r then
break;

end_if

end_if
end_for

end_for

return (H,U);

Der eigentliche Eliminationsschritt in Algorithmus 4.6 erfolgt durch den Algorithmus
ROWGCD. Ubergeben werden ihm neben den Matrizen H und U auch die Positio-
nen des aktuellen Pseudodiagonalelements und zu annullierenden Elements. Durch die
Konstruktion einer geeigneten Permutationsmatrix und Verwendung des EXTENDED-
GCD wird dann ein Element annulliert, das Diagonalelement wird durch den grofiten

gemeinsamen Teiler beider Eintrége ersetzt.

Algorithmus 4.7: ROWGCD

Eingabe: (H,xn,Unxn,2,81,82) mit 1<z<m,1<s3<s3<n
Ausgabe: (H,U) mit h7% = ggT'(he'  h2' ) und h2¢ =
if (hys, #0) V (hys, #0) then

//ggT—Berechnung

(d,u,v) := EXTENDEDGCD(h, s,,h..s,) ;

//Konstruktion der Transformationsmatrix

T:=1,;
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lsy,s0 t= U3

tsy,s0 = hZ,Sz/da
lsy,s0 1= V3

tsa,so = Pzs, /d;

//Annullierung des Matrixelements

H:=H-T,
U:=U-T,
end_if

return (H,U);

Jetzt stellt sich die Frage, wie die Zeilen ermittelt werden, in denen keine Diagonalele-
mente stehen. Laut Definition 3.7 ist die Hermite-Normalform so gestaltet, dass jede
ihrer ersten rg(A) Spalten ein Diagonalelement besitzt. Gegeben sei der Ausschnitt
einer Matrix H, fur die gerade die Schleifendurchléufe t = 5 (Spalte) und s = 4 (Zeile)

abgearbeitet wurden:

1 0 0 0 0 O

0 1 0 0 0 O

0 0 1 0 0O

H= 0 0 0 1 0 O
-1 -1 -1 -1 0O

0 0 0 0 01

Der néchste Durchlauf ist damit ¢ = 5 und s = 5, der aktuelle Wert von r ist r = 4,
denn bei den Durchldufen s = 1 bis s = 4 wurde r jeweils um 1 hochgezihlt. In Zeile
s = 5 wird nun iiberpriift, ob hs,4+1 = hss = hss von Null verschieden ist. Da dies
nicht der Fall ist, wird r nicht erh6ht und die gesamte Zeile nicht weiter bearbeitet.

Damit ist die erste Zeile gefunden, die kein Diagonalelement enthélt.

Der Wert fiir r wird erst wieder hochgezdhlt, wenn in den folgenden Zeilendurchléu-
fen s > 5 ein Element h, 5 # 0 ist. Dann werden Eliminationsschritte auf dieser Zeile s
ausgefiihrt. Falls keine solche Zeile gefunden wird, geschieht es bei Spaltendurchldufen
t > 5: Nach Durchlauf der ersten 4 Zeilen von H erhélt man zum Beispiel im Schritt
t = 6 in jedem Fall wieder den Wert r = 4. Zeile s = 5 wird wieder iibersprungen. In
Zeile s = 6 gilt dann hs; = hee = 1, sodass r hochgezéhlt wird. Da t # r gilt, r =5
aber Diagonalelementsspalte sein muss, wird hg e annulliert und ein Diagonalelement
an Position hg 5 erzeugt. Das Diagonalelement fiir Spalte 5 wurde also erst durch Be-

arbeitung von Spalte 6 gefunden.
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Der folgende Algorithmus ROWHNEF' berechnet die Zeilen-Hermite-Normalform. Ver-
wendet man ihn unter Eingabe der transponierten Matrix AT einer gegebenen Matrix
A, so ist die resultierende Hermite-Normalform ROWHNF(AT) eine obere Dreiecksma-
trix, fir die gilt:

(ROWHNF (AT))? = coLuMNHNF (A).

Eine Besonderheit der Zeilen-Hermite-Normalform ist ihre Linksédquivalenz zur Aus-
gangsmatrix (vgl. Definition 3.3), es werden also elementare Zeilenoperationen ausge-
fiithrt.

Algorithmus 4.8: ROWHNF

Eingabe: A,,«»
Ausgabe: (H,xn,Unxm), wobei H=LHNF(A) und H=U-A.

J/Initialisierung
H:=A;
U:=1,;

//HNF-Berechnung
for t:=1 to m do
r:=0;
for s:=1 to n do
if (hyt1,s #0) V (hes #0) then
ri=r+1;
if t=r then
//Schritt 1: Pseudodiagonalelemente miissen positiv sein
if hys <0 then

ht,* = *ht,* ;
ut,* — ut,*,
end_if
else

//Schritt 2: Elimination
(H,U) := cOLUMNGCD(H, U, s,,t);
end_if
//Schritt 3: Normalisierung
for [:=1 to r—1 do
f = B /hos)
Pis i= P — f o Iy
Upp = Ul — [ Ui
end_for
if t=r then
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28 break;
29 end_if
30 end_if

31 end_if
32 end_for

33

s4 return (H,U);

Auch bei dem zu Algorithmus 4.8 gehdrenden Eliminationsschritt, dargestellt durch
Algorithmus 4.9, ist die Ausgabematrix linksdquivalent zur Eingabematrix. Wieder

werden also unimodulare Zeilenoperationen ausgefiihrt.

Algorithmus 4.9: coLUMNGCD

Eingabe: (Hpyxn,Umnxm,S,21,22) mit 1 <s<n, 1<z <z9<m
Ausgabe: (H,U) mit h?¢% = ggT(h¥*  h ) und A% =0

21,8 21,87 10205 22,8
1 if (ha s #0) V (hsys #0) then
2> //ggT—Berechnung
3 (d,u,v) := EXTENDEDGCD(h,, s, hz,.5);
1« //Konstruktion der Transformationsmatrix
5 T:=1,;
6  ty .z = U;
T layay = —hey s /d;
8 toy,zg = U
0 taya i=hy s/d;
1o //Annullierung des Matrixelements
11 H:=T H,
12 U:=T-U;
13 end_if

14

15 return (H,U);

4.2.2.2 Anwendungsbeispiel

Mit Algorithmus 4.6 wird nun die Hermite-Normalform fiir die Matrix

02 0 -3
9 4 -3 —1
Asjos =
Axd 00 1
00 0 1
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berechnet. Man erhélt die zugehorige Zeilen-Hermite-Normalform, indem man Algo-
rithmus 4.8 auf auf die transponierte Matrix AT anwendet. Interessant ist nun die
Frage, ob die nun folgenden Berechnungen das gleiche Ergebnis liefern wie Algorith-
mus 4.2, da A vollen Zeilenrang hat und die Definitionen der Hermite-Normalform
von Schrijver und Jéger in diesem Fall identisch sind. Gestartet wird wieder mit der
Initialisierung:

H:=A U:= 1.

Anschliefend werden die Schleifen ¢ und s durchlaufen:

r:= 0 wird gesetzt.

t=1,s=1]:
Es gilt hsyr41 = h1,1 = hsy = 0, daher werden keine weiteren Schritte ausgefiihrt.

t=1,s=2
Es ist hgyt1 = ho1 =2 # 0. Man setze r := 7+ 1 =1. Nun gilt t = 7.

1. Pseudodiagonalelement auf Negativitit testen
Es wird iiberpriift, ob das Pseudodiagonalelement hg; = ho 1 negativ ist. Dies ist nicht

der Fall, somit miissen keine weiteren Schritte ausgefiithrt werden.

3. Normalisierung

Es werden keine Normalisierungsschritte ausgefiihrt.

Da t = r gilt, wird die Schleife s abgebrochen.

r = 0 wird gesetzt.
t=2s=1]
Es gilt hgy = h12 =2 # 0. Man setze r := r+ 1 = 1. Nun ist ¢t # r, d.h. es wird ein

Eliminationsschritt ausgefiihrt.

2. Elimination
Der Algorithmus ROWGCD(H, U, 1,1,2) wird aufgerufen. Innerhalb dieses Algorith-
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mus wird nun der EXTENDEDGCD berechnet:
(d, u, U) = EXTENDEDGCD(hLl, h172) = (2, 0, 1)

Die Permutationsmatrix 7" wird konstruiert, mit der man H und U multipliziert:

0 -1 0 0 2 0 0 -3 0 -1 0 0
T 1 0 00 CH = 4 -2 =3 -1 U= 1 000
0 010 o 0 1 0 0 010
0 001 0 0 0 1 0 0 01

3. Normalisierung

Es finden keine Normalisierungsschritte statt.

[t=2,5=2]:
Es gilt hsyy1 =hop=—2#0. Man setze 7 :=7r+1=2. Nunist t =r = 2.

1. Pseudodiagonalelement auf Negativitit testen
hst =has=—2<0,dh. in H und U wird jeweils Spalte ¢t = 2 mit (—1) multipliziert:

20 0 -3 0100
. 4 2 -3 -1 U= 10 00
00 1 0 0 010
00 0 1 0 001

3. Normalisierung

Normalisiert wird nun fiir den Fall [ =1 =17 — 1. f := |ha1/hg2] = 2 wird berechnet
und folglich 2-mal Spalte 2 von Spalte 1 subtrahiert. Da ¢ = r gilt, wird danach die
Schleife s abgebrochen.

20 0 =3 -2 1 00
I 02 -3 -1 U= 1 0 00
00 1 O 0010
00 0 1 0 001

r:= 0 wird gesetzt.

[t=3,s=1]:
Es gilt hgp41 = h11 =2 # 0. Man setze r :=r + 1 = 1. Nun ist ¢ # r, d.h. es wird ein
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Eliminationsschritt ausgefiihrt.

2. Elimination
Der Algorithmus ROWGCD(H, U, 1,1,3) wird aufgerufen. Innerhalb dieses Algorith-
mus wird nun der EXTENDEDGCD berechnet:

(d,u,v) = EXTENDEDGCD(hq 1, h13) = (2,1,0).

Anschliefend wird die Permutationsmatrix T konstruiert, die in diesem Fall der Ein-
heitsmatrix I entspricht. H und U werden dadurch nicht veréndert, denn es gilt oh-

nehin schon hq 3 = 0.

3. Normalisierung

Es finden keine Normalisierungsschritte statt.

[t=3,s=2]
Es gilt hgyy1 =hop=2#0. Man setze r :=7 +1=2. Es gilt t # r.

2. Elimination
ROWGCD(H, U, 2,2,3) wird aufgerufen. Es wird der EXTENDEDGCD berechnet:

(d, u, v) = EXTENDEDGCD(hZQ, h273) = (1, -1, —1).

Anschlieflend wird die Permutationsmatrix 7" konstruiert, mit der H und U multipli-

ziert werden:

1 0 0 0 2 0 -3 -2 -1 3 0
T 0 -1 3 0 CH = 0 1 0 -1 U= 1 000
0 -1 2 0 0 -1 2 0 0 -1 2 0
0 0 01 0 00 1 0 001

Mit Hilfe von Diagonalelement hs o dieser Zeile wurde also Eintrag hg 3 annulliert.
3. Normalisierung
Normalisiert wird fiir [ = 1. Da jedoch f := |hg1/hg2| = 0 ist, wird an H und U

nichts verandert.

[t=3,s=3|
Es gilt hgyi1 =h33=2#0. Man setze r:=7+1=3. Esgilt t =r.
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4.2 HNF-Algorithmen fiir beliebige Matrizen

1. Pseudodiagonalelement auf Negativitit testen

h3,3 =2 > 0, hier wird nichts verdndert.

3. Normalisierung

Normalisiert wird von { = 1 bis [ = r — 1 = 2. Fiir den Fall [ = 1 erhélt man wieder
f =0, H und U werden also nicht verdndert. Im Fall [ = 2 ist f := |h32/h33] = —1,
damit wird in H und U jeweils (—1)-mal die 3. von der 2. Spalte subtrahiert:

2 00 -3 -2 2 30
. 010 -1 U= 10 00
012 0 0120
000 1 0 001

Da t = r gilt, wird die Schleife s abgebrochen.

r:= 0 wird gesetzt.

t=4,s=1]:
Es gilt hgyy1 = hi,1 =2 # 0. Man setze r :=r 4+ 1= 1. Es gilt t # r.

2. Elimination

ROWGCD(H,U,1,1,4) wird aufgerufen. Es wird nun der EXTENDEDGCD berechnet:
(d,u,v) = EXTENDEDGCD(hy 1, h14) = (1,—1,—1).

Anschlieflend wird die Permutationsmatrix 7" konstruiert, mit der H und U multipli-

ziert werden:

-1 0 0 3 100 O 2 2 3 -6

T_ 0100 CH = 110 -2 U= -1 0 0 3
0010 012 0 012 0

-1 0 0 2 -1 0 0 2 -1 0 0 2

3. Normalisierung

Es werden keine Normalisierungsschritte ausgefiihrt.

[t=4,s=2]
Es gilt hsyy1 =hop=1#0. Man setze r:=7 +1=2. Es gilt ¢t # r.
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

2. Elimination
ROWGCD(H, U, 2,2,4) wird aufgerufen. Innerhalb dieses Algorithmus wird nun der
EXTENDEDGCD berechnet:

(d,u,v) = EXTENDEDGCD(h2 2, ho4) = (1,1,0).

Anschlieflend wird die Permutationsmatrix T konstruiert, mit der H und U multipli-

ziert werden:

1 000 1 0 00 2 2 3 -2
T 010 2 CH = 1100 U= -1 0 0 3
0 010 01 2 2 01 2 2
0 0 01 -1 0 0 2 -1 0 0 2

3. Normalisierung
Normalisiert wird nun fiir den Fall [ =1 =7 — 1. Man erhélt f := [ho1/ho2] =1 und
Spalte 2 wird 1-mal von Spalte 1 subtrahiert:

1000 0 2 3 -2

I 0100 U= -1 00 3
-1 1 2 2 -1 1 2 2

-1 0 0 2 -1 0 0 2

[t=4,s=3]:
Es gilt hsy41 =h33=2#0. Man setze r :=7+1=3. Es gilt t # r.

2. Elimination
ROWGCD(H,U, 3,3,4) wird aufgerufen. Innerhalb dieses Algorithmus wird nun der
EXTENDEDGCD berechnet:

(d,u,v) = EXTENDEDGCD(h3 3, h34) = (2,0,1).

Anschliefend wird T konstruiert, mit der H und U multipliziert werden:

1 00 0 1 0 00 0 2 -2 =5
T_ 010 0 CH = 0100 U= -1 0 3 3
0 00 —1 -1 1 2 0 -1 1 2 0
0 01 1 -1 0 2 2 -1 0 2 2
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4.2 HNF-Algorithmen fiir beliebige Matrizen

3. Normalisierung
Normalisiert wird von { =1bisl =r —1=2. Im Fall [ = 1 ist f := |hg1/hs3] = —1,
damit wird in H und U jeweils (—1)-mal die 3. von der 1. Spalte subtrahiert:

1 0 00 -2 2 -2 =5
I 0100 U= 20 3 3
11 20 11 2 0
1 0 2 2 10 2 2

Fiir den Fall [ =2 ist f =0, H und U werden also nicht verdndert.

[t =4,s=4]
Es gilt hsyy1 =haa=2#0. Man setze r:=7r+1=4. Esgilt t =r.

1. Pseudodiagonalelement auf Negativitit testen

has4 =2 >0, hier wird nichts verdndert.

3. Normalisierung

Normalisiert wird von [ =1 bis{=r—-1=3. Inden Féllenl =1und [ =2 ist f =0,
H und U werden nicht veréndert. Im Fall [ = 3 ist f := [h43/h44] = 1, damit wird in
H und U jeweils 1-mal die 4. von der 3. Spalte subtrahiert:

1 0 00 -2 2 3 =5
I 0100 U= 2 00 3
11 20 112 0
1 0 0 2 1 00 2

Nun ist Schleife ¢ an ihrem Ende angelangt und der Algorithmus stoppt. Die Hermite-
Normalform H und Transformationsmatrix U sind damit die in Abbildung 4.5 darge-

stellten Matrizen. Die Ergebnisse sind identisch mit denen des Schrijver-Algorithmus.

—__ O
O =M= O
o OO
O OO
O = O N
OO W
N O W Ot

Abbildung 4.5: Ergebnismatrizen nach Ablauf von Algorithmus 4.6
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

4.3 Zusammenfassung

In den letzten beiden Abschnitten wurde die Vorgehensweise vier verschiedener HNF-
Algorithmen anhand eines ausfiihrlichen Beispiels erldutert. Alle Berechnungsverfahren
erhielten die gleiche Eingabematrix A und lieferten als Riickgabewert die in Abbildung

4.6 dargestellten Hermite-Normalformen.

1 0 0 O 1 000 2 001 1 0 0 O

0 1 00 0100 02 11 0100
-1 -1 2 0 1120 0010 1120
-1 0 0 2 1 0 0 2 0 0 01 1 0 0 2

(a) HNFNw (b) HNFSCHRIJVER (¢) HNFTHEO (d) coLuMNHNF

Abbildung 4.6: Resultate der verschiedenen HNF-Algorithmen im Vergleich

In allen Féllen sind die Matrizen korrekt diagonalisiert und liefern den zugrunde lie-
genden Definitionen entsprechende Ergebnisse. Die Ausgaben der Algorithmen HNF-
SCHRIJVER und COLUMNHNF sind sogar identisch, da Algorithmus COLUMNHNF bei
Eingabe einer Matrix mit vollem Zeilenrang eine Hermite-Normalform erzeugen muss,
die identisch mit der von HNFSCHRIJVER berechneten ist.

Die Ergebnismatrix von HNFTHEO ist eine horizontal und vertikal gespiegelte Ver-
sion der Matrizen 4.6(b) und 4.6(d). Dies ist nicht allgemein der Fall. Matrix 4.6(a)
hat die gleiche Form wie diese beiden Matrizen, nur dass die normalisierten Eintrage
negativ sind. Auch diese Gleichheit der Absolutwerte ist allgemein nicht der Fall. Was

zeichnet nun jeden Algorithmus aus?

Algorithmus HNFNw

Der Algorithmus ist sehr leicht zu verstehen. Die Zeilen der Matrix werden nacheinan-
der bearbeitet und darauf erst Eliminations-, dann Normalisierungsschritte ausgefiihrt.
Die Position der Diagonalelemente ist von Anfang an bekannt, da nur Matrizen mit
vollem Zeilenrang akzeptiert werden. In [Nem88| wird ein Verfahren beschrieben, wie -
dghnlich wie bei Schrijver - die Matrixeintrige gering gehalten werden kénnen. Soll der

Algorithmus implementiert werden, ist dies eine sinnvolle Ergéinzung.

Algorithmus HNFSCHRIJVER
Dieser Algorithmus unterscheidet sich von allen anderen, da er bei jedem Iterations-
schritt k& die Hermite-Normalform nicht zeilen- oder spaltenweise aufbaut, sondern

immer den k + 1-ten Minor in eine untere Dreiecksmatrix transformiert. Dies wird da-
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4.3 Zusammenfassung

durch erméglicht, dass nur Matrizen mit vollem Zeilenrang bearbeitet werden und die
Position der Diagonalelemente damit bekannt ist. Der Normalisierungsschritt erfolgt
erst nach Ablauf der Diagonalisierung, allerdings werden alle Eintrage durch Normali-

sierung mit einer vorher berechneten Unterdeterminante gering gehalten.

Algorithmus HNFSCHRIJVERCOMPLETE

Dieser Algorithmus erweitert den Algorithmus HNFSCHRIJVER, um zusétzlich die
Transformationsmatrix U zu berechnen. Die Eingabematrix A wird zunéchst zu einer
reguldren Matrix Ay, erweitert und anschliefend mit Algorithmus 4.2 deren Hermite-
Normalform berechnet. Danach wird aus der inversen Matrix von A, und der HNF

die Transformationsmatrix berechnet.

Algorithmus HNFTHEO

Dies ist der einzige Algorithmus dieser Arbeit, der eine Hermite-Normalform in oberer
Dreiecksmatrixform erzeugt und dabei seine Berechnung in der letzten Zeile und Spalte
beginnt. Die Spaltenindizes aller Diagonalelemente sind von Anfang an bekannt, die
Zeilenindizes werden dynamisch ermittelt. Dazu wird in jeder Zeile durch Eliminati-
onsschritte ein von Null verschiedenes Element so lange nach rechts verschoben, bis
es an der korrekten Spaltenposition steht. Die anderen Eintrége links von diesem Ele-
ment werden jeweils annulliert. Nachdem der Diagonaleintrag erzeugt wurde, erfolgt
der Normalisierungsschritt fiir die gleiche Zeile. Zeilen, die nur Nullen bis zum Spal-

tenindex des letzten berechneten Diagonalelements enthalten, werden ignoriert.

Algorithmus COLUMNHNF

Dieser und sein verwandter Algorithmus ROWHNEF' erzeugen eine untere bzw. obere
Dreiecksmatrix, die bei Eingabe einer Matrix und deren transponierter Form in jeweils
einen der Algorithmen in Beziehung zueinander stehen: Die resultierenden Hermite-
Normalformen liegen auch in normaler und transponierter Form vor. Ubergibt man an
ROWHNF eine beliebige Matrix A;,xn, so hat die zugehorige HNF nicht n — rg(A),
sondern m — rg(A) Nullzeilen, da unimodulare Zeilenoperationen ausgefiihrt werden.
Néhere Informationen sind in Abschnitt 5 zu finden.

Auch innerhalb dieser Algorithmen wird der Zeilenindex (bzw. Spaltenindex bei
ROWHNF') dynamisch ermittelt und ist an Eliminationsschritte gekoppelt: In COLUMN-
HNF (und in ROWHNF analog, nur alle Operationen transponiert) werden wihrend
der Bearbeitung einer Spalte ¢t nacheinander alle Zeilen s durchlaufen. Die Spaltenpo-
sition des Diagonalelements der Zeile s wird dabei in der Variablen r gespeichert. In

jeder Zeile s wird mit Hilfe des Diagonalelements A, , dann das Element hg; annulliert.
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4 Algorithmen zur Berechnung der Hermite-Normalform

Hat eine Zeile kein Diagonalelement, so wird in den n#chsten Zeilen fortgefahren und
dabei danach gesucht. Wird dort auch keins gefunden, so erfolgt die Bearbeitung der
néchsten Spalte. Durch die Variable r bleibt gewéhrleistet, dass der Spaltenindex des
néchsten zu findenden Diagonalelements gespeichert bleibt. Die Normalisierungsschrit-

te erfolgen fiir jede Zeile, nachdem ihr Diagonalelement festgelegt wurde.
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5 Losen linearer Gleichungssysteme mittels
der Hermite-Normalform

Bereits in Kapitel 2.3 auf Seite 11 wurden lineare Gleichungssysteme vorgestellt und
unter Verwendung des Gauflschen Eliminationsverfahrens Kriterien aufgelistet, mit
deren Hilfe Aussagen iiber die Existenz und Gestalt von Losungen getroffen werden
konnen. Die existierenden Losungen sind dabei im Allgemeinen rational.
Die Herausforderung ist es nun, ganzzahlige Losungen fiir ein lineares inhomogenes
Gleichungssystem
A-ZF=}b

zu finden, genauer gesagt eine ganzzahlige partielle Lisung fiir das System A - & = b
und — falls vorhanden — eine ganzzahlige Basis des Systems A-Z = 0. Da die Forderung
der Ganzzahligkeit auch fiir Linearkombinationen der Basisvektoren gilt, spricht man
von einer Z-Basis.

In den néchsten Abschnitten werden zwei Verfahren vorgestellt, bei denen aus der
Hermite-Normalform und zugehoriger Transformationsmatrix wiederum Kriterien ab-
geleitet werden kénnen, die iiber die Existenz von Lésungen entscheiden. Anschliefend
wird jeweils ein Berechnungsverfahren fiir die Losungen vorgestellt und an geeigneten

Beispielen erlautert.

5.1 Berechnung aller Losungen fiir ganzzahlige Matrizen mit

vollem Zeilenrang

5.1.1 Vorgehensweise

Dieser Abschnitt beschreibt ein Verfahren, wie ganzzahlige Losungen linearer inhomo-
gener Gleichungssysteme fiir Matrizen mit vollem Zeilenrang gewonnen werden kénnen.

Kriterium fiir die Existenz einer solchen Lésung ist wie bekannt

rg(A) = rg([Alb)).
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5 Losen linearer Gleichungssysteme mittels der Hermite-Normalform

Da nur Matrizen A € Mat,,«,(Z) mit vollem Zeilenrang betrachtet werden, gilt in
jedem Fall rg(A) = m < n. Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass die zugehorige
Hermite-Normalform die Gestalt (H,0) hat, d.h. es sind genau die ersten m Spalten
in Normalform, die verbleibenden n — m Spalten sind Nullspalten. Es gilt H = A - U

und man unterscheidet zwei Falle:

Fall 1: rg(A) =n

In diesem Fall ist A quadratisch und invertierbar und das Gleichungssystem hat genau
eine eindeutige Losung. H und U sind damit ebenfalls quadratisch und nichtsingulér,
da sie durch unimodulare Operationen aus A bzw. einer Einheitsmatrix entstanden
sind. H besitzt somit keine Nullspalten. Die eindeutige Losung Z kann durch einfache

algebraische Umformungen hergeleitet werden:

H = AU
= H-U' = A.U.U!
= H.U' = A

Nun wird A in der Ausgangsgleichung ersetzt und man erhélt

A7 b
= (H-U Y& = b
= (H'-H).U'Z = H'b
= U-Ul.% = U-H' b
= z U-H'.b

Die eindeutige Losung & fiir ein lineares inhomogenes Gleichungssystem A - ¥ = b mit

rg(A) = m = n ist damit

f=U-H'-b.
Ist & nicht ganzzahlig, so besitzt das System keine ganzzahlige eindeutige Losung.
Fall 2: rg(A) <n

In diesem Fall hat H moglicherweise das Format (H,0), d.h. die letzten n —m Spalten

sind Nullspalten. Man erhélt also eine Gleichung der Form

hii ... him |0 ... 0O Ul ... Ul | Ulmel .- Ulp

hmi oo hpmm |0 ... 0 Unl -+ Unm | Unmtl --- Unn
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5.1 Berechnung aller Losungen fiir ganzzahlige Matrizen mit vollem Zeilenrang

Folglich gilt auch

h171 e hl,m U,Ll e ul,m
. —A.
hma oo hmm Up,1 -+ Unm
sowie
0 ... 0 Ulm+1l -+ Uln
=A.
0 ... 0 Unm+1 -~ un,n

Die n — m Spaltenvektoren

U1, m+1 Ul n

Un m+1 Un,n

bilden eine Z-Basis des homogenen Gleichungssystems A - & = 0, denn sie sind linear
unabhéngig (da U vollen Spaltenrang hat) und ganzzahlig. Nun muss nur noch die
partielle Losung Zy des inhomogenen Gleichungssystems ermittelt werden. Dies erfolgt

wie in Fall 1:

-1
U1 .- Ulm h171 . h1 m

Up1 -+ Unm hml hm7m

)

also

f[) = Ul..n,l..m : (Hl..m,l..m)il : l_;

Ist &y nicht ganzzahlig, so hat das inhomogene Gleichungssystem keine ganzzahlige

Losung.

In [Sch99] ist ein Verfahren angegeben, mit dem fiir Matrizen mit vollem Zeilen-
rang in einem Schritt mittels der Hermite-Normalform und Transformationsmatrix

alle ganzzahligen Losungen eines inhomogenen linearen Gleichungssystems
A-T=0

berechnet werden konnen:
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5 Losen linearer Gleichungssysteme mittels der Hermite-Normalform

wobei im Fall (Hl..ml_,m)_l bezn gilt:

n—m
f:_'o—i-ZAi'fi, N\ € 7.
=1

5.1.2 Anwendungsbeispiele

In diesem Kapitel wird das Verfahren von Schrijver (vgl. [Sch99, S. 59]) anhand von Bei-
spielen veranschaulicht. Gegeben sei das inhomogene LGS A, xp T = b mit rg(A) = m.
Durch den vollen Zeilenrang besitzt das System mindestens eine Losung, weil keine

zwei Gleichungen zu einem Widerspruch fiithren kénnen. Die vier nun zu untersuchen-
den Félle sind:

1. Das System hat genau eine eindeutige ganzzahlige Lsung.

Gegeben sei das System

02 0 -3 —16

2 4 -3 -1 - —6
LT =

00 1 0 6

00 0 1 8

Mit Algorithmus 4.4 erhélt man die Hermite-Normalform H und Transformationsma-
trix U:

1 0 00 -2 2 3 -5
g 0100 U= 20 0 3
11 2 0 1 2 0
1 00 2 00 2
H hat keine Nullspalten, folglich gilt rg(A) = n = m = 4. Die Werte werden eingesetzt:

(Hl..m,l..m)_l E Omx(n—m) ]

0(n7m)><1 In_m
also
-1, T
Zo=U. (H1.41.4)" b O4x0
Oox1 Iy
und somit

Fo=U-(Hy41.4) " b.

Im néchsten Schritt muss die inverse Matrix zu Hj. 41,4 ermittelt werden. Die Berech-

nung wird hier nicht weiter ausgefiihrt, da die Vorgehensweise in Abschnitt 4.1.2.3 im
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5.1 Berechnung aller Losungen fiir ganzzahlige Matrizen mit vollem Zeilenrang

Detail beschrieben ist'. Man erhilt

(Hya1.4)" ' =

M\leh—‘ oS
|

oNR = O

o O O

= O O O

und damit als eindeutige ganzzahlige Losung des Gleichungssystems den Vektor

-2 2 3 -5 1 000 —16 2

. | 200 3 0 100 -6 | | 4
Tl 112 o0 -3 -1 %0 6| | 6
100 2 -3 0 0 3 8 8

2. Das System hat genau eine eindeutige nicht ganzzahlige Lésung.

Gegeben sei das System

02 0 -3 —16

2 4 -3 -1 o —6
Cr=

0 0 1 0 7

00 0 1 8

H, U und somit auch (H 1__4y1,,4)_1 sind identisch zum vorherigen Fall und man erhilt

-2 2 3 -5 1 000 —16 z

. | 200 3 0 100 -6 | | 4
Tl 112 o0 -3 -+ %0 T 7
100 2 -3 0 0 3 8 8

als eindeutige nicht ganzzahlige Losung des Gleichungssystems.

Fiir die folgenden zwei Félle wird zur Berechnung der Algorithmus von Nemhau-

ser/Wolsey (Algorithmus 4.1) verwendet.

3. Das System hat unendlich viele Lésungen. Die partielle Losung Z( ist

2 61 R 7
T = .
4 77 4
'Ein hilfreiches Java-Applet, das die inverse Matrix einer (4 x 4)-Matrix berechnet, findet man z.B.
unter http://www.math.ubc.ca/~israel/applet/mcalc/matcalc.html [Abruf: 10.12.2007].

ganzzahlig.

Gegeben sei das System

81


http://www.math.ubc.ca/~israel/applet/mcalc/matcalc.html

5 Losen linearer Gleichungssysteme mittels der Hermite-Normalform

Algorithmus 4.1 liefert folgende Matrizen H und U:

-6 3 7

1
H:( 328>,U: 2 -1 -2
1 0 -2

Die Hermite-Normalform hat hier die Gestalt (H,0), denn die letzte Spalte ist eine
Nullspalte. Es existiert eine (n — m)-elementige, also einelementige Z-Basis. Nun wird

die inverse Matrix zu Hj 2.2 ermittelt:

QUL =

(Hy91.2) ' = (

Anschlielend wird wieder eingesetzt:

oo (H1.21..2) b 02y
=U ) ,
7o, 71] 011 I
also
—6 3 7 1 0 ' 7 0
[Zo,71)=| 2 -1 -2 3 1 4 0
1 0 -2 0 |1
und somit
-27 7
[Zo, 1] = 9 |, —2
7 -2

_97 7
7= 9 |+x-[ 2|, rez
7 —9

4. Das System hat unendlich viele Losungen. Die partielle Losung 7 ist

(200)o- (1)

Die Matrizen H, U und (H1..271.2)_1 sind identisch mit denen aus Fall 3. Damit kann

direkt eingesetzt werden:

nicht ganzzahlig.
Gegeben sei das System
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5.2 Berechnung aller Lésungen fiir beliebige ganzzahlige Matrizen

—6 3 7 1 0 ‘ 7 0
[Zo, 1] = 2 -1 -2 |- 3 1 5 0
1 0 -2 0 1
und somit
—132 7
5
e 44
[T, 1] = 5 | -2
7 -2

Da die partielle Losung nicht ganzzahlig ist, hat das Gleichungssystem keine ganzzah-

ligen Losungen.

5.2 Berechnung aller Losungen fiir beliebige ganzzahlige

Matrizen

Bereits in Kapitel 3.3.2 wurde darauf hingewiesen, dass die Hermite-Normalform fiir
Matrizen ohne vollen Zeilenrang nicht zwangsléufig den von Hermite genannten Krite-
rien wie z.B. der Nichtnegativitéit aller Eintréige entspricht: Fiir eine (m x n)-Matrix
A mit rg(A) < m besitzen genau rg(A) Zeilen ein Diagonalelement. Auf den verblei-

benden m — rg(A) Zeilen erfolgen keine Eliminations- oder Normalisierungsschritte.

Im vorherigen Abschnitt wurde beschrieben, wie die partielle Losung eines inhomo-
genen Gleichungssystems mittels der inversen Hermite-Normalform berechnet werden
kann. Dies funktioniert nur fiir quadratische Matrizen mit vollem Zeilen- und Spalten-
rang. Aus diesem Grund wird nun ein anderes Verfahren beschrieben, das auf beliebige

ganzzahlige Matrizen anwendbar ist.

Dieses Verfahren zum Ablesen der Losungen ist konkret vom verwendeten Algo-
rithmus abhéngig und muss somit auf diesen zugeschnitten werden. Es basiert auf
der Existenz und Analyse von n — rg(A) Nullspalten in der Hermite-Normalform und
den entsprechenden Spalten der zugehorigen Transformationsmatrix U. Insbesondere
werden spezielle Matrixeintrdge in U betrachtet, die nur bestimmte Werte annehmen

konnen und damit entscheidende Kriterien fiir die Losungsgewinnung sind.

Die Vorgehensweise wird im néchsten Abschnitt anhand von Algorithmus 4.6 erldu-
tert. Eine Beschreibung der Verfahren fiir die restlichen Algorithmen aus dieser Arbeit
erfolgt in Kapitel 5.2.2.
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5 Losen linearer Gleichungssysteme mittels der Hermite-Normalform

5.2.1 Vorgehensweise am Beispiel von Algorithmus 4.6

Die Grundlage fiir das nun présentierte Verfahren bildet das inhomogene Gleichungs-

System
A-Z=0.

Es hat genau dann mindestens eine Lésung, wenn

-

rg(A) = rg([AfB]) < n

gilt. Berechnet man die Hermite-Normalform von A mit Algorithmus 4.6, so besit-
zen die ersten rg(A) Spalten ein Diagonalelement, alle nachfolgenden Spalten sind
Nullspalten. Fiir die HNF der Matrix [A\l_)j muss dies ebenso gelten, sonst hat das
Gleichungssystem keine Losung. Zur Berechnung aller Losungen wird das System um-
geformt zu

A-j=0

mit

A= (A —b).
Das modifizierte Gleichungssystem hat damit die Form

a1 ... a1n | b Y1

I
=1

Am1 - Amp | —bm Yn+1

AnschlieBend werden die Hermite-Normalform H’ und zugehorige Transformations-
matrix U’ fiir die Matrix A’ berechnet. Zum Ablesen der Losungen werden mehrere
Fille unterschieden. Unterscheidungskriterium ist neben der Anzahl der Nullspalten
von H' (gemeint sind hier die letzten n + 1 — rg(A’) Spalten) der Wert bestimmter
Matrixeintrige in U’. Dazu muss die Arbeitsweise des Algorithmus genauer betrachtet
werden.

COLUMNHNF arbeitet sich nacheinander von Spalte 1 bis Spalte n 4+ 1 durch die
Matrix und erzeugt in den ersten rg(A’) Spalten ein Diagonalelement, dessen Zeilen-

position dynamisch festgelegt wird:

iy .- h’lyrg(A,) 0 ... 0
P T
My o Wy | O e 0
mit Diagonalelement Nullspalten
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5.2 Berechnung aller Lésungen fiir beliebige ganzzahlige Matrizen

Interessant sind nun die moglichen Nullspalten von H' und entsprechende Spalten in U’.
Da U’ als Einheitsmatrix I, initalisiert wird, enthélt Zeile u;, , ; , zundchst nur einen
von Null verschiedenen Wert an Position w;,,; ,,,;. Dadurch wird diese Zeile bei der
Bearbeitung der ersten n Spalten nicht verindert, da alle Berechnungen unimodulare

Spaltenoperationen sind: Es werden entweder
e Spalten mit —1 multipliziert (Nullen bleiben erhalten) oder

e Vielfache von Spalten addiert, sodass in der letzten Zeile von U’ nur Nullen

aufsummiert werden.

Erst wenn der Algorithmus Spalte n+ 1 bearbeitet, kénnen Eintrége verindert werden.
In jeder durchlaufenen Zeile s, die ein Diagonalelement Ay, besitzt, wird unter deren
Verwendung der Eintrag hy, ., annulliert. Es wird demnach auf den Spalten r und

n + 1 gearbeitet und die Eintrige u/, FRRIRPRRS ul, 41,5, bleiben unveréndert:

/ / / / / /
Urg e Ul Uy Ulpgr -0 Ulp Uln+1
/ / / /
un+1,1 ce unJrl,rfl un+1,r 0 c 0 un+1,n+1
N—— < ~
erste r—1 Spalten Spalte r mit r<rg(A’) | letzte Zeile konstant =0 Spalte n+1

Der Spaltenindex r kann maximal den Wert rg(A’) erhalten. Im Fall » = n+1 (Schritt
1) wird wj, 4 ,, ;1 moglicherweise mit —1 multipliziert, bleibt aber von Null verschieden.
Bei einem Eliminationsschritt, der den Algorithmus ROWGCD aufruft (Schritt 2), also
r < n+1ist, gilt es zwei Fille zu unterscheiden. Einer der beiden Parameter Ay, oder
R ny1 ist zwingend von Null verschieden, sonst wiirde keine Elimination stattfinden.
Der EXTENDEDGCD berechnet Werte (d, u, v).

L. Ist by, = 0, so muss an diese Position ein Diagonalelement gesetzt werden. Die
erzeugte Permutationsmatrix 1" ersetzt u;n 11 durch folgende Linearkombination

der Spalten r und n + 1:

/ h/
s,n+1 / ST
g YT T Uentn
~—
=0
also ,

h’s,n+1 /

J— d . u*’T .

Da uj, 44 . = 0 ist, wird u;, ¢, = 0 gesetzt.
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5 Losen linearer Gleichungssysteme mittels der Hermite-Normalform

2. Ist hf, # 0, so stellt dieser Eintrag das Diagonalelement dar und Eintrag A ,, 4
wird annulliert. Der Eintrag uj, ,; ,,,; bleibt durch die Konstruktion der Permu-
tationsmatrix in jedem Fall von Null verschieden, da Spalte n+ 1 durch folgende

Linearkombination ersetzt wird:

1 I
s,n+1 / S,T !
_T ’ u*,r + d 'u*,n—i-l'
~—
#0

Im gesamten Ablauf des Algorithmus erhiilt somit maximal Spalte rg(A’) ein Diago-
nalelement und der Eintrag u/, +1,n+1 erhilt dabei moglicherweise eine neuen Wert. Die

Elemente
/ /
'U/nJrl’Tg(A/)Jrl, ceuy um_lm

bleiben immer unverindert.

Insgesamt gilt also bei einer Matrix H' mit n + 1 — rg(A’) Nullspalten:

!/ _ ! _ O
un+1,rg(A’)+1 == U =

sowie

/
un+1,n+1 € Z.

Die Position und Eigenschaften dieser Werte sind ausreichend zur Konstruktion eines
Verfahrens, das das direkte Ablesen ganzzahliger Losungen fiir ein lineares inhomogenes
Gleichungssystem A-T = b erlaubt. Zur besseren Verstindlichkeit werden mehrere Fiille
unterschieden, basierend auf der HNF H’ und Transformationsmatrix U’ bei Eingabe
von Matrix A’ = [A| —b).

Fall 1: H' hat genau eine Nullspalte.

Es gilt
1 - P, |0
1/n><(n+1) = : i : : )
mi e s |0

damit auch rg(A’) = n und das System hat entweder keine (rg(A) < n) oder genau
eine (rg(A) = n) Losung. Nun muss die letzte Spalte der Transformationsmatrix U’

betrachtet werden. Es gilt in jedem Fall

H =AU
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U’ hat die Form

/ / /
L ) I Ul n+1

U =
/ / /
un—i—l,l s un-l—l,n un+1,n+1
Da die letzte Spalte von H’ eine Nullspalte ist, kann die Spalte u;’m_l fir ¢ in die

Gleichung A’ - § = 0 eingesetzt werden und man erhilt

/
al,l N al,n —bl ul,n-ﬁ-l
=0
_b /
am—-1,1 --- OGm—1n m—1 Un n+1
/
Am,1 oo Gmn —bm Upiint1
und damit
/
U1 n+1 by
. / . -0
A- ~—Uptintl” : =0,
/
un,n—f—l bm
also
/
ul,n-i—l
. o r
A‘ —un_i_l’n_i_l‘b.

1
un,nJrl

Nun gilt es wieder drei Félle zu unterscheiden:

e Fall 1.1: ;4,1 =0
Man erhélt

, - o
Upiintl b=0,
damit ist der Spaltenvektor u , ., eine Losung des homogenen Gleichungssys-

tems A-Z = 0 und kann nicht gleichzeitig Losung des inhomogenen Systems sein.
A - Z =0 hat damit keine Losung (rg(A) < n).

e Fall 1.2: vy, g = +1
Man erhélt

/ /
UY mt1 UY pt1
A- :

/ ’
Unn+1 Uy n+1
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5 Losen linearer Gleichungssysteme mittels der Hermite-Normalform

damit stellt der Spaltenvektor

/
Ul n+1
/ .
Up+1n+1 "

/
un,n+1

die eindeutige ganzzahlige Losung des gesamten Gleichungssystems dar.

e Fall 1.3: uj, .y =2 € Z\{0,1, -1}
In diesem Fall gilt
u,l,n—l-l
u;z,n-f—l
das System besitzt somit zwar eine eindeutige Losung, diese ist jedoch micht

ganzzahlig.

Fall 2: H' hat mehrere Nullspalten.
In diesem Fall hat H’ die Form

11 - P, 0 0
7In><(n+1) = : i : : .o
T A |
und es gilt
rg(A) =r < n.

Damit gibt es in jedem Fall n—r Lésungen des homogenen Gleichungssystems A-Z = 0,

die eine Z-Basis bilden. Es werden nun die gleichen Kriterien diskutiert wie in Fall 1.

88

e Fall 2.1: v, ,,; =0

Auch hier erhalt man wieder

, - S
Up4+1,n+1 " b=0,

Es gilt wieder rg(A) < rg([A[b]) und das System A - Z = b hat damit keine Lo-
sung, denn die letzte Spalte ] ,, ,,,; kann wieder keine Losung des inhomogenen

Systems sein.

Die letzten n — r Spalten von U’ (ohne die Elemente der letzten Zeile) bilden

jedoch eine Z-Basis des homogenen Gleichungssystems A - & = 0.
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Man erhélt
/
UL n+1
A- : = +b,
/
un,n+1
damit stellt der Spaltenvektor
/
Uy nt1
= / .
Lo = un+17n+1 ’
/
un,nJrl

eine ganzzahlige Losung des Gleichungssystems A - & = b dar. Links von Spalte

hfm 41 gibt es jedoch noch n — r =: [ weitere Nullspalten. Die Spaltenvektoren
ull,r+1 ull,n

/
un,r—‘rl un,n

bilden somit eine Z-Basis des zugehérigen homogenen Gleichungssystems A -7 =

0. Die allgemeine Lisung ist damit

l
r= _’(]‘f'Z)\ifi, A € 7.
=1

e Fall 2.3: u), .y =2 € Z\{0,1, -1}
In diesem Fall gilt
ull,n+1
A- : =z-b,
u;un—i—l
das System besitzt somit zwar eine partielle Losung, diese ist jedoch nicht ganz-
zahlig. Wie in Fall 2.2 bilden die Spaltenvektoren ¥y, ..., z; eine Z-Basis des ho-

mogenen Gleichungssystems A - & = 0.

Fall 3: H' hat keine Nullspalte.
In diesem Fall ist rg(A") =n+1 > rg(A), somit existiert keine Lisung.

In Abbildung 5.1 ist das Verfahren fiir Algorithmus 4.6 (COLUMNHNF) noch einmal
graphisch dargestellt.
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Gleichungssystem:
>3~X§ S E = Nju.
mit b # 0 und

r = rg(A).

-

-

(.

Unendlich vie-
le ganzzahlige
Losungen: Die
partielle Losung
:vtst : :m::,:t
und eine n — 7-
dimensionale Z-Basis:

/ /
QH.S%\»\+T eeey QH::S

Erzeuge A’ := [A| — b]. Berechne (H',U’) := nein keine Losung
Sei rar := rg(A'). COLUMNHNF(A"). (r < ra)
N ja
ja keine Losung
ja ja nein (r < ra)
J .
nein
nein

genau eine nicht

ganzzahlige Losung
1

7
Ynt1,mn+1

Unendlich viele,
nicht ganzzah-
lige Losungen

nein

!
) \CH:S,S\TH

’

ja

genau eine ganz-
zahlige Losung

! !
QSATHQTTH : QH:T‘TSATH

Abbildung 5.1: Ermittlung aller Losungen eines linearen inhomogenen Gleichungssystems mittels Algorithmus 4.6 (COLUMNHNEF ).
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5.2.2 Vorgehensweise fiir die restlichen Algorithmen

Auch fiir zwei weitere Algorithmen dieser Arbeit kénnen Verfahren zum Ablesen der
Losungen konstruiert werden. Dieser Abschnitt fasst die einzelnen Schritte fiir jeden
Algorithmus zusammen. Nachfolgend wird davon ausgegangen, dass den Algorithmen
ein Gleichungssystem der Form

Amxnf:b

-

mit b # 0, r := rg(A) und A’ := [A| — b] zugrunde liegt.

5.2.2.1 Verfahren fiir den Algorithmus von Nemhauser/Wolsey

Zur Erinnerung: Bei diesem Algorithmus werden ausgehend vom Diagonalelement hfu
einer Zeile i erst die Elemente in den Spalten j > ¢ eliminiert, anschlieend die Elemente
in den Spalten k < i normalisiert.

Nach Initialisierung von U’ ist in dessen (n + 1)-ter Zeile zuniichst nur das letzte
Element wu;, . ,,,; = 1. Bei Eliminationsvorgéingen auf den ersten n Spalten wird dieser
Eintrag nicht veréindert. Ebenso bleiben die Eintrége uj, 1 1, ..., Uy, 41, vor der ersten
Abarbeitung von Spalte n+ 1 unverindert, da bei Eliminationsvorgingen nur Vielfache
von Spalten zu anderen Spalten und damit in der letzten Zeile nur Vielfache von Nullen
addiert werden.

Der Eintrag u;,,; ,,, 1 bleibt von Null verschieden, solange in der (n + 1)-ten Spalte
von H' nicht das Diagonalelement fiir eine Zeile i gefunden wird — was bedeutet, dass
alle anderen Elemente dieser Zeile Null sein miissen und zwangsweise auf ein Element
der letzten Spalte zuriickgegriffen wird. Tritt dieser Fall ein, gilt also h;ﬂ- = 0. An diese
Position muss aber ein Diagonalelement gesetzt werden?. Der

EXTENDEDGCD(h; ;, b ,, 4 1)

1,09

wird berechnet und liefert einen Tripel

(Tapv Q) = (h;7n+17 O> 1) OdeI‘ (T, b, Q) = (_h;n-}—la Oa _1)

Die anschliefilend konstruierte Permutationsmatrix erzeugt eine Null an Stelle ], s
da ein Vielfaches der i-ten Spalte zu 0-mal der (n+ 1)-ten Spalte addiert wird. Gleich-
zeitig wird an Position u/, +1,; ein von Null verschiedener Eintrag 1 oder —1 erzeugt.

Zeile i ist nun fertig bearbeitet. Der Eintrag wu,,; wirkt sich nicht auf weitere

2Es gilt dann in jedem Fall hi i1 # 0 durch die Definition, dass bei vollem Zeilenrang jede Zeile ein
Diagonalelement besitzt.
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Eliminationsschritte aus, da diese nun fiir die Zeile i+1 erst ab Spalte 142 durchgefiihrt
werden. Die Eintrége u;, 1 11, U4 1, sind damit noch Null.

Insgesamt bedeutet dieser Schritt, dass die letzte Spalte von H’, die ja die rechte
Seite des Gleichungssystems war, zur Erzeugung eines Diagonalelements gebraucht
wird und somit der Rang von H’ gréfier ist als der von A, da die Eintréige aus A nicht
zur Diagonalisierung ausreichten. Das Gleichungssystem hat damit keine Loésung; nur
durch die Erweiterung zu A’ wurde der volle Zeilenrang hergestellt und der Algorithmus
akzeptierte die Eingabematrix.

Weiterhin besteht durch die Arbeitsweise des Algorithmus noch die Méglichkeit,
dass in der Spalte i des aktuellen Diagonalelements der Eintrag u,, +1,; einen von Null
verschiedenen Wert enthélt und Eintrag u;, ;1 7 0 bleibt. Dies kann nur passieren,
wenn ein Eliminationsschritt auf Spalte n + 1 erfolgt und h;z = () ist. Weitere Berech-
nungen erfolgen aber wieder ab Zeile ¢ + 1 und Spalte i + 2, sodass der Eintrag u/, 41
danach keine weiteren Eliminationsschritte beeinflussen kann.

Schlussendlich kénnen also in U’ nur die ersten rg(A’) = m Spalten und Spalte n+ 1
in ihren (n + 1)-ten Zeilen von Null verschiedene Eintriige besitzen. Hat H' mehrere
Nullspalten, kann in Zeile n+ 1 von U’ in den Spalten rg(A’) +1,..,n+ 1 also nur der

Eintrag u;, 1,1 7 0 sein.

Man erkennt schnell, dass dieses Verfahren dem in Abbildung 5.1 beschriebenen Ver-
fahren entspricht, obwohl in dieser Variante der Hermite-Normalform negative Eintrége
zugelassen sind. Gemé&fl Definition 3.4 hat die Hermite-Normalform entweder das For-

mat
o H' (rg(A") =n+1, d.h. H hat keine Nullspalten),
e [H'|0] (rg(A") =n, d.h. H' hat genau eine Nullspalte) oder
e (H',0) (rg(A’") =r <n, d.h. H hat mehrere Nullspalten).
Nun existieren drei zu unterscheidende Fille:

L (tyyqpyr =0und A,y = 0) oder Wepi1 7 0:

Das Gleichungssystem hat keine Losung.

/ _ / _ 0.
2. Up g1 b1 = +1 und h*’n+1 =0:

Das Gleichungssystem hat mindestens eine ganzzahlige partielle Losung

/
WP n+1
/ .

Upt+1n+1 "

/
un,n+1
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Hat H’ keine weiteren Nullspalten links neben der letzten Spalte, so hat das
System nur genau diese Losung. Wenn r < n gilt, gibt es weitere n—r Nullspalten.

Die entsprechenden Spalten

u/
1,rg(A")+1 ul,n

/ /
un,rg(A’)+1 n,n

bilden eine Z-Basis des zugehorigen homogenen Gleichungssystems und das ge-

samte System hat damit unendlich viele ganzzahlige Losungen.
Das Gleichungssystem hat mindestens eine partielle, nicht ganzzahlige Losung

/
ul,n+1
7

un+1,n+1

/
un,n+l
/

un+1,n+1

Falls in H' weitere Nullspalten links von der (n+1)-ten Spalte existieren, so kann
die Z-Basis wie in Punkt 2 ermittelt werden und das gesamte Gleichungssystem

hat damit unendlich viele, allerdings nicht ganzzahlige Losungen.

5.2.2.2 Verfahren fiir den Algorithmus von Schrijver

Bei HNFSCHRIJVERCOMPLETE wird die Transformationsmatrix U’ erst nachtréiglich
berechnet. A" wurde moglicherweise zu einer invertierbaren Matrix Aye, erginzt (vgl.
Abschnitt 4.1.2.3), damit U’ erzeugt werden kann. Das System

0 0 2 -3 - —6
cr =
(2 -3 4 —1) ( 4)

liefert beispielsweise

01000

3 11 -10 -2 -1
H,:<10000> o 3 0 0
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Die Bildung von A, fiihrt zunéchst zu einer Hermite-Normalform H,., mit n —m

zusitzlichen Zeilen. Mit der inversen Matrix AL und H,e, wird anschlieend U’

berechnet. Es ist jedoch nicht gewihrleistet, dass bei dieser Matrixmultiplikation die

!/
n+1,rg(A’)+1

vorherigen Algorithmen gezeigt wurde. Insbesondere gilt allgemein nicht

Eintrige w S Up g pe aussagekriftige Werte annehmen, wie es fiir die

/ _ — =0
un+l,Tg(A’)+1 = ... = un—l—l,n = U.

Auch wenn die letzten n + 1 — rg(A’) Spalten von U’ eine Z-Basis fiir das System
A’ - i = 0 bilden, kann fiir diesen Algorithmus kein Verfahren nach der in Abschnitt
5.2.1 vorgestellten Methode fiir das System A - ¥ = b konstruiert werden. Fiir diesen

Algorithmus ist demnach das in Abschnitt 5.1 vorgestellte Verfahren anzuwenden.

5.2.2.3 Verfahren fiir den Algorithmus von Patrick Theobald

Dieser Algorithmus erzeugt eine obere Dreiecksmatrix, bei der die ersten
l:=n+1-rg(A)

Spalten Nullspalten sind. Folglich miissen wie bei den anderen Algorithmen entspre-
chende Spalten von U’, insbesondere wiederum die (n + 1)-te Zeile, untersucht werden.

Auch bei diesem Verfahren ist zu Beginn in der (n + 1)-ten Zeile von U’ nur der
Eintrag u/, +1n+1 von Null verschieden. Der Algorithmus beginnt in der leizten Zeile
und Spalte. Diagonalelemente werden in den letzten rg(A’) Spalten erzeugt und de-
ren Zeilenindex dynamisch ermittelt. Alle Eintrége links vom Diagonalelement werden
annulliert.

Wie bei den vorherigen Algorithmen stellt sich nun die Frage, ob die Elemente
Up 4115+ Uy pp; als Kriterium zum Ablesen der Losungen akzeptiert werden konnen.
Die Arbeitsweise des Algorithmus, insbesondere die Auswirkung der Eliminations- und
Normalisierungsschritte auf die gerade erwihnten Elemente, muss dazu genauer be-
trachtet werden.

HNFTHEO beginnt in der letzten Zeile ¢ und letzten Spalte n + 1. O.B.d.A. sei ¢
keine Nullzeile, es werden also Eliminationsschritte ausgefiihrt. Die Zeile u/, 41, wird
so lange nicht verdndert, bis die Bearbeitung der Spalten n und n + 1 erfolgt, da in
den anderen Féllen nur Vielfache der ersten n Spalten und damit in Zeile ¢ nur Nullen

addiert werden. uj, ,; ,, wird nur veréindert, wenn A}, # 0 ist und es gibt zwei Félle:

1. Ist A}, . = 0, werden die Spalten n und n + 1 getauscht und damit uj, ; ,, # 0

und u), ;.1 = 0 gesetzt.
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2. Ist h;’n 41 # 0, wird der EXTENDEDGCD (g, a, b) zweier Elemente berechnet und
eine Permutationsmatrix konstruiert, die einen von Null verschiedenen Wert an

Position uj,,, ,, erzeugt:

/ /

,m—+1 / ,n /
- “Upt+in + g Un+1n+1-
~
#0

Der Algorithmus arbeitet anschliefend auf Zeile ¢ — 1 und Spalte n weiter. Falls diese
Zeile Nullen in den ersten n Spalten hat, wird sie iibersprungen und mit Zeile i — 2
fortgefahren. Die Arbeitsspalte n bleibt erhalten. Damit sei die nichste nun zu bear-
beitende Zeile eine Zeile j < i. Auch in diesem Fall ist erst die Bearbeitung der Spalten
n—1 und n interessant, da sonst in der letzten Zeile von U’ nur Nullen addiert werden.
Der Eintrag u,,,, hatte nach Bearbeitung von Zeile i einen von Null verschiedenen
Wert erhalten. Bei einem néchsten Eliminationsschritt (h},_; # 0), der die Spalten n
und n — 1 umfasst, sind die gleichen Fille wie oben zu betrachten: Ist h;}n =0, so wer-
den die Spalten n und n— 1 getauscht und der Eintrag u/, +1.n—1 erhilt damit den Wert
von uy, 4 ,. Im Fall b, # 0 erhilt uj, ., ; ebenfalls einen von Null verschiedenen
Wert.

Nun ist noch ein letzter Fall zu betrachten: Angenommen, die aktuelle Zeile ist p
und die zu bearbeitenden Spalten sind k (k > 1, sonst muss nicht eliminiert werden)
und k — 1. Tritt hierbei der Fall h;% x—1 = 0 ein, so findet kein Eliminationsschritt statt
und der Eintrag u;, ., ; bleibt unveréindert (= 0). Dadurch kann dann im weiteren
Verlauf kein Eintrag u;l 1,20 1 <z < k-1, einen von Null verschiedenen Wert erhalten.

Insgesamt wird mazimal rg(A’)-mal mit Hilfe eines Eliminationsschritts ein Diago-

nalelement in H' erzeugt, zuletzt also mazimal in der Spalte [ + 1, sodass maximal

/
n+1,

Zeile von U’ mit Spaltenindex < [ werden dabei nicht verindert. Fiir die Eintréige

der Eintrag u/ , , , einen von Null verschiedenen Wert erhélt®: Die Eintriige der letzten

/ / :
U 1,150 Upgp -1 gilt also
/ _ _ / o
Up4+11 = - = Upgp10-1 = 0

und es konnen gleiche Kriterien wie bei den anderen Algorithmen angewandt werden:

Gemif Definition 3.6 hat die Hermite-Normalform im Fall rg(A’) = n das Format
[0]H), im Fall 7g(A’) < n die Form (0, H'), d.h. die ersten n+ 1 — rg(A’) Spalten sind

3Zur Erinnerung: | =n + 1 — rg(A’).
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Nullspalten, und im Fall rg(A’) = n + 1 das Format H’. Wieder existieren mehrere
Fille:

Loup g =Flund bl ; = 0:

Das Gleichungssystem hat genau eine ganzzahlige Losung, ndmlich den Vektor

2. Upyqpq € Z\{0,1,~1} und A} ; = 0:

Das Gleichungssystem hat genau eine nicht ganzzahlige Losung

I
Uy 1

!
Upt1,1

’
un,l

!
Upt1,1

3. (upy11 = u;H,nH%g(A,) =0und b, ; = ... = h;,n+1frg(A’) = 0) oder Rl ; # 0:
Das Gleichungssystem hat keine Losung.

4o g =0und b ; = ... = h:«,n-l-l—rg(A/) =0 und u;H—l,n—I—l—rg(A’) ==+1:
Das System hat unendlich viele ganzzahlige Losungen. Die allgemeine Losung ist:

u !
1,n+1—rg(A’) n—rg(A’ Uy g

) 72
T = Up g1 g 1—rg(Ar) : + Z Ai : , AN €Z.
=1
ugm,n—&-l—rg(A’) ’ Up ;
5. Uy =0und b ) =..= hfk,nJrlfrg(A/) =0 und “;z+1,n+1—rg(A') e Z\{0,1,—1}:

Das System hat unendlich viele, nicht ganzzahlige Losungen.

5.2.2.4 Verfahren fiir den Algorithmus von Gerold Jager

Bei ROWHNF wird zunsichst A’ erzeugt und dem Algorithmus dann (A’)7 {iberge-
ben. Die Ergebnisse liegen in transponierter Form zu COLUMNHNEF vor, d.h. bei der
Uberpriifung der Fille miissen Zeilen- und Spaltenindizes vertauscht werden.

Ubergibt man Algorithmus 4.8 stattdessen die Matrix A’, so wird nicht das System
A’ - if = 0 geldst, sondern das System (A4)T - = 0, also

L4|_-a71'gl::67
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damit
T T
(A 1)" | (Aps) 7=
- )
b1y s —bm1 | b
und somit das System
arlr ... Gm-1,1 —Qm,1
7=
ain -+ Om—1n —Qmn
—b1 ... —bm_1 bm

Im Fall b = 0 kann die letzte Zeile des Systems gestrichen werden; ROWHNEF berechnet

folglich eine Z-Basis des (n x m)-Systems AT - & = 0.

5.2.3 Anwendungsbeispiele

Die Verfahren aus den beiden letzten Abschnitten werden nun anhand von Beispie-
len veranschaulicht. Fiir Fall 1 (genau eine Nullspalte) wird bei allen Berechnun-
gen der Hermite-Normalform und der zugehorigen Transformationsmatrix Algorith-
mus 4.6 (COLUMNHNF') verwendet, fiir Fall 2 (mehrere Nullspalten) Algorithmus 4.5
(HNFTHEO) und fiir Fall 3 (keine Nullspalten) Algorithmus 4.1 (HNFNw).

Fall 1.1:
Fiir Fall 1.1 sei das Gleichungssystem A - ¥ = b als

—2 1 1 3
1 -1 0 |- #¥=1] -1
1 0 -1 2

—.

gegeben. Die Matrix A" := [A| — b] wird erzeugt. Die resultierenden Matrizen H' und
U’ sind

Lo 0 o -1 -2 -1 1
H=]l0100 U = -2 421
’ -2 -3 -3 1

4 0
33 -1 -1 -1 0

Aus H' ist ablesbar, dass rg(A’) = n = 3 gilt. Da aber ;1,1 = uj, = 0 gilt, ist
rg(A) = r < n. Das Gleichungssystem A -# = b hat damit keine Losung. Die letzte
Spalte von U’ ohne das Element der letzten Zeile, also der Vektor (1 1 1 )T, bildet

eine Losung des homogenen Gleichungssystems A - 7 = 0.
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5 Losen linearer Gleichungssysteme mittels der Hermite-Normalform

Fille 1.2/1.3:
Nun werden die zwei Félle betrachtet, in denen eine partielle Losung existiert. Es gilt
noch zu unterscheiden, ob sie ganzzahlig ist oder nicht. Das zugehotrige homogene LGS

A - # = 0 besitzt nur die triviale Losung 0. In den Fillen 1.2 und 1.3 sei

02 0 -3
A 2 4 -3 -1 7
00 1 0
00 1
die rechten Seiten b seien
—16 —16
- —6 - —6
bio = b3 =
1.2 6 |03 -
8 8
Wieder wird zuniichst A" := [A] —I;] erzeugt. In Fall 1.2 sind die resultierenden Matrizen
-2 2 3 -5 2
1 00 00O
0100 0 200 3 4
H{.2:11200,U{.2: 112 06
100 2 8
1 2
00 0 000 01

Hier ist u;z+1,n+1 = u’5’5 =1, d.h. es gibt genau eine ganzzahlige Losung I:

2
. 4
€r =
6
8
In Fall 1.3 haben die Matrizen die Gestalt
4 -2 —
1 0 00O 0 o7
01000 6 4 —4 3 8
Hi 4= ,Us=|1 77 -6 0 14
00100
100 2 0 9 8 -8 2 16
1 1 -1 0o 2

Es gilt u;, 1,11 = U5 5 = 2. Das LGS hat keine ganzzahlige Losung, denn

A-Z=2 b3,
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5.2 Berechnung aller Lésungen fiir beliebige ganzzahlige Matrizen

also ,
7 2 —16
1 _
Y 8 4. 4 _ 6
2 14 7 7
16 8 8

Nun wird Fall 2 mit Hilfe von Algorithmus 4.5 veranschaulicht. Das Verfahren ist hier
dhnlich, wobei dieser Algorithmus eine obere Dreiecksmatrix erzeugt und die Nullspal-
ten links in der Matrix stehen. Die Kriterien fiir die Existenz einer Losung basieren
dadurch auf anderen Matrixeintriigen von U’. Die Ausgangsmatrix A sei fiir die Fille
2.1 und 2.2

Es gilt 7 := rg(A) = 2, damit hat ein zugehoriges homogenes Gleichungssystem eine

Losung mit n — r = 2 Elementen in der Z-Basis.

Fall 2.1:
Mittels der Hermite-Normalform werden nun die Lésungen fiir das Gleichungssystem

A-7 =10 bei gegebener rechter Seite

—6

. 4
b —

21 11

-8

ermittelt. Zuerst wird A’ gebildet. Algorithmus 4.5 liefert folgende Hermite-Normal-

form H’ und Transformationsmatrix U’:

-3 -10 105 54 -9

0010 0
000 0 1 -2 -10 105 54 —9
Hy={ 0001 ol Gi=]0 -3 3 18 3
0 -2 27 14 -2

0000 2 ’

0 0 2 1 0

GeméB Definition 3.6 sind die ersten n+1—rg(A’) Spalten in der Hermite-Normalform
Nullspalten, in diesem Fall 5 — rg(A’) = 2 Spalten von H'. Hier sieht man sofort, dass

r=rg(A)=2<rg(A)=3

gilt und das inhomogene Gleichungssystem damit keine Losung hat.
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5 Losen linearer Gleichungssysteme mittels der Hermite-Normalform

Die ersten n — r Spalten von U’ bilden (ohne die letzte Zeile) eine Z-Basis des
zugehorigen homogenen Gleichungssystems. Man erkennt diese Spalten daran, dass fiir

folgende Eintrige der letzten Zeile von U’ gilt:

! ! _ —a/ —
un—i—l,l - un+1,2 — un+1,n—r =0.

Fall 2.2:
Besitzt A - # = b mindestens eine Losung, so hat die zugehorige Hermite-Normalform
H' der erweiterten Matrix A’ genau n — r + 1 Nullspalten, denn genau dann gilt

-

rg(A) = rg([A|b]). Man betrachte hierzu das Gleichungssystem mit rechter Seite

—6
- 4
by o =
22 12
-8
Die ermittelten Ergebnismatrizen sind
-3 -1 4 _
000 -1 0 3 0 54 3 -9
000 0 —1 -2 -10 54 3 -9
H} o = 000 2 0 ,Uspo=| 0 -3 18 1 -3
000 0 2 0 -2 14 1 -2
0 0O 1.0 O

A hat den Rang 2, damit bilden die ersten n—r = 2 Nullspalten von U’ (wieder ohne die
letzte Zeile) eine Z-Basis des homogenen Gleichungssystems. Die 3. Nullspalte liefert

die Losung des inhomogenen Gleichungssystems. Da u’5,3 =1 gilt, bildet der Vektor

54
54
18
14

die ganzzahlige partielle Losung. Alle ganzzahligen Losungen fiir das System A-Z = bo.o

sind damit gegeben als

54 -3 —-10

54 -2 —10
= At A2 - , AL €EZ.
z 18 + A1 0 + A2 _3 1, A2

14 0 -2
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5.2 Berechnung aller Lésungen fiir beliebige ganzzahlige Matrizen

Fall 2.3:

Die Losungen fiir das Gleichungssystem

-2 1 1 1
3 -3 0 r=\| -1
3 0 =3 -2

werden ermittelt. Man erweitert A zu A’,

-2 1 1 -1
A= 3 -3 0 1,
3 0 -3 2

und berechnet die HNF und Transformationsmatrix mittels Algorithmus 4.5:

1 -1

00 -1 —1 00

) ) -1 00 0

H2.3: 0 0 3 2 ,U2.3: -1 1 2 1
00 0 1

0 3 3 2

H' hat zwei Nullspalten, somit miissen die ersten zwei Spalten von U’ als Losung
in Betracht gezogen werden. Die erste Spalte stellt die Z-Basis des homogenen Glei-

chungssystems dar. AnschlieBend wird Spalte 2 untersucht. Es gilt

/ ! _
Upt1,2 = Ug2 = 3,

damit stellt diese Spalte eine Losung des inhomogenen Gleichungssystems dar, aller-

dings keine ganzzahlige. Setzt man sie fiir i/ in das System A’ - ¢ = 0 ein, so erhilt

man
A-F=3-0,
also
1
1 -1 -3 1
A-Z. 0|=A4 0 |=1] -1
3 1
1 3 -2
Fall 3:

Das Gleichungssystem

() (1)

wird mittels Algorithmus 4.1 auf Losungen untersucht. A wird zu A’ erweitert, an-
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5 Losen linearer Gleichungssysteme mittels der Hermite-Normalform

schlieBend H' und U’ bestimmt:

10 —4 5
H} = U = .

Die letzte Spalte von H' ist keine Nullspalte, damit ist rg(A’) = n + 1 und das Glei-

chungssystem besitzt keine Losung.
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6 Bereitstellung der Algorithmen in
Mathematica

Mathematica! ist eines der leistungsfiahigsten weltweit verfiigharen Computeralgebra-
systeme und umfasst umfangreiche Bibliotheken fiir eine Vielzahl mathematischer Teil-
gebiete. Das System wird nicht nur von Mathematikern genutzt, sondern ist beispiels-
weise auch in der Sozialwissenschaft, Physik oder Biologie ein hilfreiches Werkzeug.
Im Bereich der linearen Algebra hat Mathematica 4.2, das fiir diese Arbeit verwendet
wurde, jedoch noch einige Liicken. Es gibt zum Beispiel keine Funktion, die direkt den
Rang einer Matrix berechnet. Fiir diese Zwecke miissen Umwege iiber andere Funktio-
nen genommen werden, nicht zuletzt durch die Berechnung der Hermite-Normalform.
Die in Kapitel 4 diskutierten Algorithmen wurden fiir diese Arbeit in Mathematica-
Code implementiert und kénnen als Paket in das Computeralgebrasystem geladen wer-
den. Abschnitt 6.1 beschreibt den Aufbau des Pakets und geht auf Besonderheiten ein.
Abschnitt 6.2 enthélt Informationen zur Nutzung des Pakets in der Mathematica-

Umgebung.

6.1 Das Paket ,,HNFAIlgorithms"

Der Vorteil von Mathematica gegeniiber einer normalen Programmiersprache ist das
Vorhandensein geeigneter Datenstrukturen (z.B. fiir Matrizen) und bereits integrierter
Funktionen wie die Berechnung der inversen Matrix. Aus diesem Grund wurde Ma-
thematica fiir diese Arbeit als Plattform fiir die Algorithmen ausgewéhlt. Das Paket
HNFAlgorithms enthélt die in Kapitel 4 vorgestellten Algorithmen in Form von Mo-
dulen. Wird das Paket in Mathematica geladen, so kann {iber so genannte Notebooks
ein Modul mit geeigneten Parametern aufgerufen und die jeweilige Berechnung der
Hermite-Normalform gestartet werden.

Die Programmcodes der einzelnen HNF-Algorithmen entsprechen den in dieser Ar-
beit abgebildeten Pseudocodes. Lediglich einige Anpassungen an die von Mathematica

geforderte Syntax mussten vorgenommen werden. Der Algorithmus EXTENDEDGCD

nformationen: http://www.wolfram.com/products/mathematica/history.html, Abruf: 19.12.2007.
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6 Bereitstellung der Algorithmen in Mathematica

wird von Mathematica als Funktion bereitgestellt und musste nicht implementiert wer-

den. Tabelle 6.1 enthélt die Zuordnung der Algorithmen zu den Mathematica-Modulen:

’ Algorithmus ‘ Modulname ‘
HNFNw (Algorithmus 4.1) HNFNW
HNFSCHRIJVER (Algorithmus 4.2) HNFSchrijver
HNFSCHRIJVERCOMPLETE
. HNFSchrijverComplete
(Algorithmus 4.4)
HNFTHEO (Algorithmus 4.5) HNFTHEQ
COLUMNHNF (Algorithmus 4.6) ColumnHNF
ROWGCD (Algorithmus 4.7) TowGCD
ROWHNF (Algorithmus 4.8) RowHNF
cOLUMNGCD (Algorithmus 4.9) columnGCD

Tabelle 6.1: Zuordnung der Algorithmen zu den Mathematica-Modulen

Der einzige erwéhnenswerte Unterschied liegt bei den Algorithmen von Schrijver: Der
Hilfsalgorithmus ELIMINATE ist kein eigensténdiges Modul, sondern in den Code von
HNFSchrijver integriert. Lediglich zur besseren Versténdlichkeit wurde ELIMINATE in
dieser Arbeit als eigenstandiger Algorithmus abgebildet.

Wird das Modul HNFSchri jverComplete aufgerufen und die inverse Matrix (A™%)~!
berechnet, so wird in Mathematica dazu die bereits integrierte Funktion Inverse []

verwendet?.

6.2 Benutzung der HNF-Algorithmen

Der einfachste Weg, das Package HNFAlgorithms zu verwenden, ist innerhalb von No-

tebooks. Durch Eingabe von
<< "<Laufwerk>:\<Pfad zum Package>\HNFAlgorithms.m",
also zum Beispiel
<< "E:\Mathematica\HNFAlgorithms.m"

in ein Notebook wird ein Paket geladen und die darin enthaltenen Module stehen von

nun an zur Verfiigung. Informationen iiber ein Modul kénnen durch Eingabe von

<ModulName>: :usage

2Informationen zu den von Mathematica bereitgestellten Funktionen liefert dessen Dokumentation
([Wol03]).
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6.2 Benutzung der HNF-Algorithmen

gewonnen werden. Die HNF-Module im Paket HNFAlgorithms erwarten als Eingabe

genau zwei Parameter und werden wie folgt aufgerufen:
<ModulName> [<Parameter1>,<Parameter2>]

<Parameter1> muss eine Matrix sein. Ist diese nicht ganzzahlig oder bei den Mo-
dulen HNFNW und HNFSchrijver ohne vollen Zeilenrang, so melden die Algorithmen
einen Eingabefehler vom Typ HNFInputError. In Mathematica werden Matrizen durch

gschachtelte geschweifte Klammern definiert, die Matrix
1 2
3 4

{{1,2},{3,4}}.

also in der Form

<Parameter2> bekommt entweder den Wert True oder False. Wird False iibergeben,
so berechnet das Modul die Hermite-Normalform H und zugehorige Transformations-
matrix U und gibt die Ergebnisse zuriick. Hat der 2. Parameter den Wert True, so
wird neben den Matrizen H und U jeder wichtige Berechnungsschritt des Algorith-
mus in das Notebook ausgegeben. Insbesondere werden bei jedem Schleifendurchlauf
oder Bearbeitungsschritt dem Benutzer die aktuellen Werte von H und U mitgeteilt.
Auf diese Weise kann das Konstruktionsverfahren der Hermite-Normalform bequem
nachverfolgt werden. Bei den Modulen ColumnHNF und RowHNF wird in beiden Féllen
noch eine Liste der Zeilen bzw. Spalten, in denen die Pseudodiagonalelemente stehen,
ausgegeben.

Eine Beispieleingabe fiir obige Matrix mit der Ausgabe detaillierter Schritte durch
Modul HNFTHEQ ist zum Beispiel

HNFTHEO [{{1,2},{3,4}}, True]

und liefert die in Abbildung 6.1 abgebildete Ausgabe.

Die Beispiele aus den Kapiteln 4 und 5 wurden bereits in zwei Notebooks integriert,
die sich auf der beiliegenden CD befinden. Das Notebook AlgorithmTest.nb enthélt
die Berechnungen der Hermite-Normalformen und Transformationsmatrizen mit jedem
der HNF-Algorithmen in zwei Versionen: Einmal ohne Detailansicht der Berechnungs-
schritte (Parameter 2 hat den Wert False) und einmal in der ausfiihrlichen Version

(True). Die Beispiele aus Kapitel 5 befinden sich im Notebook Solutions.nb. Hier
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6 Bereitstellung der Algorithmen in Mathematica

Infz]= HAEFTHEO[{{1, 2}, {3, 4}}, True]

Input Matrix: (l 2)

3 4
——— Initialisartion: -—————— o
1 2 10 .

H=I:34:I;U=I:Dljl;l=2;:l=2

-—- 3TEP 1l: Working on row i = 2 and columnn j = 2. ---
STEP 3: Elimination ————- -

Working on elements wi(l) = 3 and w(2) = 4.

-—— 5TEP 3.3 --

Calculating ExtendedGCD for wi(l) and w(2).

--» [g,8,b) = (1,-1,1)

-4 _1]

Permtation Matrix T = ( 3 1

21 -4 -1
Matrices after applying ExtendedGCD: H = ( ); o= (

STEP 4: Normalisation., —————————— oo _
-—— ZTEP 5: Continue with i-1 and j-1 —————————————————
-—— STEP 1: Working on row i = 1 and column j = 1. -—-
3TEP 3: Elimination —-—-—-———— oo
STEF 4: Normalisation., —————m oo
—— Working on column 1 = 2 —---

Calculated q = 0

Normalisation result: H = (3 i]; T = (?; ]}]

-—— STEP 5: Continue with i-1 and -1 -

n
—
1
“op
!
w
_—

21
), Transformation Matrix

Fesult: HNF = (D 1

Outfel= {{{2, 1}, {0, L1}k, {{-3, -1}, {3, 1}}}
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6.2 Benutzung der HNF-Algorithmen

wurden ebenfalls fiir jeden der sieben Fille die entsprechenden Eingaben konstruiert.

Anmerkung:

Es ist zu erwarten, dass Mathematica bei Eingabe von sehr grolen Matrizen den An-
forderungen nicht mehr gewachsen ist und wihrend der Berechnung abstiirzt. Sollen
Matrizen mit mehreren Tausend Zeilen und Spalten in Hermite-Normalform transfor-
miert werden, ist zum einen die Wahl eines effizienteren Algorithmus und eine Im-
plementation in einer geeigneten Programmiersprache sinnvoll. Fiir den Zweck dieser
Arbeit, namlich den Vergleich der Arbeitsweise der Algorithmen und deren Verfahren
zur Berechnung ganzzahliger Losungen von Gleichungssystemen, reicht das Compu-

teralgebrasystem jedoch aus.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden insgesamt fiinf verwandte, aber variante Definitionen der
Hermite-Normalform vorgestellt, angefangen bei der urspriinglichen Version von Char-
les Hermite. Anschliefend wurden vier Basisalgorithmen zur Berechnung der Hermite-
Normalform ganzzahliger Matrizen im Detail und anhand von vollsténdigen Beispielen
prisentiert. Hierbei wurde vor allem Wert darauf gelegt, linear-algebraische Grund-
lagen wie beispielsweise die Verwendung von Permutationsmatrizen fiir unimodulare
Spaltenoperationen verstiandlich zu vermitteln.

Die Bereitstellung der Algorithmen im Computeralgebrasystem Mathematica ermdg-
licht die automatisierte Veranschaulichung aller in dieser Arbeit diskutierten Beispiele
und bietet ausreichend Gelegenheit fiir weitere Tests.

Zuletzt wurden Verfahren beschrieben, die die Hermite-Normalform und deren zu-
gehorige Transformationsmatrix zur Losung linearer inhomogener Gleichungssysteme
heranziehen. Die Verfahren sind abhingig von der jeweils zugrunde liegenden Defi-
nition der HNF und den verwendeten Algorithmen, erzeugen aber bei Eingabe einer
Matrix ohne vollen Spaltenrang jeweils eine korrekte Z-Basis. Da diese nicht eindeutig
ist, konnen die Algorithmen durchaus verschiedene Basen berechnen.

Insbesondere ist diese Gewinnung einer Z-Basis direkt aus der Transformations-
matrix die Grundlage fiir weitere Verfahren, die sich mit dem Losen linearer Glei-
chungssysteme beschéftigen: Aus einer ganzzahligen Basis eines linearen homogenen
Gleichungssystems kann durch einige weitere Schritte ein nichtnegatives, ganzzahli-
ges und eindeutiges Erzeugendensystem desselben Systems gewonnen werden (vgl.
[Pas86, Han97, Krii87]). Diese weiterfithrenden Verfahren sind auf verschiedenste Pro-
blemstellungen anwendbar.

Diese Arbeit insbesondere entstand aus der Motivation heraus, alternative Techniken
statt der in Fachkreisen altbekannten Verfahren (vgl. [Mar82, Col91]) zur Berechnung
von Stellen- und Transitionsinvarianten in Petri-Netzen! zu untersuchen. Die Anwend-
barkeit dieser und weiterer Verfahren in der Petri-Netz-Theorie bieten ausreichend
Potenzial fiir weitere Studien im Bereich der Berechnung ganzzahliger, nichtnegativer

Losungen linearer (in-)homogener Gleichungssysteme.

nformationen zu Petri-Netzen findet man z.B. unter [Bau96, Sta90].
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Anhang: Inhalt der beiliegenden CD

Auf der beiliegenden CD befinden sich neben dieser Arbeit als PDF-Dokument im

Ordner Mathematica folgende Komponenten:

e HNFAlgorithms.m: Mathematica-Package, das simtliche in dieser Arbeit aufge-
fiihrten HNF-Algorithmen enthélt.

e AlgorithmTest.nb: Mathematica-Notebook, das die in Kapitel 4 vorgerechneten
Beispiele beinhaltet.

e Solutions.nb: Mathematica-Notebook, das die in Kapitel 5 vorgerechneten Bei-

spiele enthélt.
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