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Zusammenfassung

Die Geometrie unseres Anschauungsraumes — die euklidische Geometrie — ist fiir einen
allgemeinbildenden Mathematikunterricht im Sinne von Winters (1995) Grunderfahrungen
elementar. Seitens der Mathematiklehrkraft stellt ihr Fachwissen grundséatzlich das Funda-
ment des Unterrichtens mit seinen (fach-)didaktischen Anforderungen dar. Als Teil ihres
Professionswissens sollten Mathematiklehrkréfte prinzipiell iiber ein Fachwissen verfiigen,
das in Bezug zur akademischen Mathematik den unterrichtlichen Anforderungen der schuli-

schen Mathematik gerecht wird.

Die in der vorliegenden Arbeit entwickelte respektive axiomatisierte mathematische Theorie
des metrisch-normalen euklidischen Raumes charakterisiert sich in ihrer perspektivischen
Dualitédt, der mathematischen Stringenz eines axiomatisch-deduktiven Vorgehens auf der
einen und der Beriicksichtigung der fachdidaktischen Anforderungen an Mathematiklehr-
kriafte auf der anderen Seite. Intention der vorliegenden Arbeit ist eine mathematische
Grundlagenarbeit, auf der die Entwicklung eines addquaten (geometrischen) Fachwissens
von Mathematiklehrkréaften fliefsend erfolgen kann. In Zusammenhang zu der in meiner
Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene ver-

steht sich die Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes als rdumliche Erweiterung.

Die Axiomatisierung hebt sich in ihrer perspektivischen Dualitdt von bestehenden
Axiomatisierungen der euklidischen Geometrie ab. Letztere sind weitestgehend rein mathe-
matisch orientiert. Die Abgrenzung gilt insbesondere auch gegeniiber der mathematischen
(Re-)Konstruktion von Lerninhalten im Sinne der Stoffdidaktik. Die vorliegende Arbeit er-
hebt den Anspruch, die Aspekte des Lehrens und Lernens von Geometrie mit einer mathe-

matisch stringenten Axiomatisierung der euklidischen (Raum-)Geometrie zu verkniipfen.






Abstract

The geometry of our visual space — Euclidean geometry — is elementary for general mathe-
matics education in the sense of Winter’s (1995) basic experiences. On the part of the mathe-
matics teacher, their content knowledge basically represents the foundation of teaching with
its (subject) didactic requirements. As part of their professional knowledge, mathematics
teachers should, in principle, have content knowledge that meets the teaching requirements

of school mathematics in relation to academic mathematics.

The mathematical theory of “metrisch-normale euklidische Raum” developed or axiomatised
in the present work is characterised by its perspective duality, the mathematical stringency
of an axiomatic-deductive procedure on the one hand and the consideration of the subject di-
dactic requirements for mathematics teachers on the other. The intention of the present work
is to provide a mathematical foundation on which the development of an adequate (geome-
tric) content knowledge of mathematics teachers can take place fluently. In connection with
the theory of “metrisch-normale euklidische Ebene” developed in my master’s thesis (2018),

the theory of “metrisch-normale euklidische Raum” is understood as a spatial extension.

The axiomatisation stands out from existing axiomatisations of Euclidean geometry in its
perspective duality. The latter are largely purely mathematically oriented. The demarca-
tion also applies in particular to the mathematical (re)construction of learning content in
the sense of subject matter didatics. The present work claims to link the aspects of tea-
ching and learning geometry with a mathematically stringent axiomatisation of Euclidean

(spatial) geometry.
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1 Einleitung

,Die Geometrie ist eines der dltesten und faszinierendsten Teilgebiete der Mathematik. Sie weist
eine Fiille staunenswerter Sétze auf und besticht durch Ideenreichtum in den Beweisfithrungen
wie auch durch die Asthetik zeichnerischer Realisierungen von Lehrsétzen. Sie vermag in be-
sonderer Weise ein Gefiihl fiir die Schonheit der Mathematik zu vermitteln. Zugleich bewirkt

sie eine uniibertreffliche Schulung des Anschauungsvermaogens [...]* (Schroder 2014a, S. 10).

Auch fiir den allgemeinbildenden Mathematikunterricht lésst sich der besondere Stellenwert
der Geometrie als mathematisches Teilgebiet aufzeigen. In Anlehnung an Winter (1995)
zeichnet sich ein allgemeinbildender Mathematikunterricht durch drei Grunderfahrungen
aus (vgl. Weigand 2018b, S. 3f.). (1) Mit Hilfe der Mathematik lassen sich Zusammenhénge
in unserer Umwelt beschreiben, wobei neben der reinen Anwendung auch die Frage nach
dem ,wie* und ,was" in Bezug zur Entwicklung eines addquaten mathematischen Modells in
den Fokus riickt. (2) Die Mathematik versteht sich diesbeziiglich als eine eigens entwickelte,
deduktiv aufgebaute Wissenschaft. (3) Zugleich stellt sie ein Ubungsgebiet zur Entwicklung
bzw. Erweiterung sowohl intra- als auch interdisziplindrer heuristischer Strategien und Pro-
blemlosefahigkeiten dar. Grundsétzlich bestehen zwischen den einzelnen Grunderfahrungen
wechselseitige Beziehungen (vgl. Winter 1995, S. 37). Die Geometrie mit ihrer ,,Schulung des
Anschauungsvermogens (Schroder 2014a, S. 10) ist gemeinhin fiir jede der drei Grunder-
fahrungen elementar (vgl. Winter 1995, S. 39-43). Ein genuin geometrisches Aufgabenfeld
umfasst die Grunderfahrung (1). In Bezug zur Grunderfahrung (3) unterstiitzt die Moglich-
keit zur Veranschaulichung einerseits die Erschliefung von Problemstellungen und anderer-
seits die Reflexion von eigenen Losungsansitzen (vgl. Winter 1995, S. 38 u. 43). Im Hinblick
auf die Grunderfahrung (2) nimmt die Geometrie nach Winter (1995, S. 41) eine ,Leitfunk-
tion ein. Mit dem Buch ,Die Elemente* legt Euklid (ca. 365-300 v. Chr.) die Geometrie
unseres Anschauungsraumes erstmals als mathematische Theorie im Sinne eines axiomatisch-
deduktiven Aufbaus dar — die euklidische Geometrie (vgl. Schréder 2014a, S. 13-15).1 Tm

Allgemeinen fasst Euklid mit seinem Werk das damalige mathematische Wissen zusammen,

!Sprechen wir (in Zusammenhang mit der euklidischen Geometrie) vom Anschauungsraum, so wird Bezug
auf den uns umgebenden Raum, wie wir ihn wahrnehmen, genommen. Dieser ist nicht mit dem Realraum
gleichzusetzen, der eine nicht-euklidische Geometrie erfordert (vgl. Filler 1993, S. 59 {. u. 230-232).
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wobei er mit seiner Vorgehensweise den Grundstein fiir das axiomatisch-deduktive Arbeiten
in der Mathematik legt (vgl. Weigand 2018a, S. 261). Dies bedeutet, basierend auf einzel-
nen als wahr vorausgesetzten Grundaussagen, den Axiomen, mittels logischen Schliefens die

jeweilige (mathematische) Theorie zu entwickeln (vgl. Mitschka 1977, S. 11f1.).

Zur Motivation & Zielsetzung

Fachwissen sowie fachdidaktisches Wissen von Lehrkréften zdhlt (neben dem padagogischen
Wissen) anlehnend an Shulmans (1986) zahlreich rezipierte fachunspezifische Taxonomie des
Professionswissens zu dessen Kernkomponenten (vgl. Krauss et al. 2008, S. 226). ,, Fachwis-
sen ist die Grundlage, auf der fachdidaktische Beweglichkeit entstehen kann [Hervorhebung
im Original|“ (Baumert/Kunter 2006, S. 496; vgl. auch Krauss et al. 2011, S. 137; vgl. auch
Ableitinger /Steinbauer 2022, S. 120). Die Frage, was explizit unter dem Fachwissen von
Mathematiklehrkréften (der Sekundarstufe) zu verstehen ist, ist nicht abschliefend beant-
wortet (vgl. Dreher et al. 2022, S. 298 u. 312).

Exemplarisch fiir die bestehenden Ansétze in der Professionsforschung sei der Ansatz der
COACTIV-Studie in dieser Frage skizziert. Die Studie erfihrt allgemein in der einschla-
gigen deutschsprachigen Forschungsliteratur weite Beriicksichtigung (siehe hierzu beispiels-
weise Halverscheid et al. 2022). Eingebunden in die PISA-Studie des Jahres 2003/04 wurde
in der COACTIV-Studie unter anderem das Fachwissen von Mathematiklehrkréften unter-
sucht und zugleich in Zusammenhang mit den schiilerseitigen? Ergebnissen gesetzt (vgl.
Krauss et al. 2008, S. 223f.). Entsprechend stand zu Beginn die Frage, was unter dem Fach-
wissen von Mathematiklehrkréiften zu verstehen ist (vgl. Krauss et al. 2008, S. 237). Grund-
legend differenzieren Krauss et al. (2008, S. 237) ,,,mathematisches Fachwissen™ in vier Ka-
tegorien, von einem mathematischen Alltagswissen bis hin zu einem akademischen Wissen.
Das Fachwissen von Lehrkraften charakterisieren sie als ein Fachwissen zwischen einem rein
schulischen und akademischen Wissen (vgl. Krauss et al. 2008, S. 237). Mathematiklehrkraf-
te sollten iiber ein Fachwissen verfiigen, das sich an den mathematischen und didaktischen
Anforderungen des Unterrichts orientiert, im Niveau jedoch iiber das des Unterrichts hin-

ausgeht (vgl. Krauss et al. 2008, S. 2371.).

2An dieser Stelle wie auch an weiteren Stellen der vorliegenden Arbeit wird ausschlieflich aus Griinden
der besseren Lesbarkeit die Form des ménnlichen bzw. ménnlichen und weiblichen Genus verwendet. Es sei
ausdriicklich darauf hingewiesen, dass stets an alle Geschlechter gedacht wird.



Uber die Professionsforschung hinaus nehmen Dreher et al. (2022) zur Untersuchung der Fra-
gestellung, ,Welches Fachwissen brauchen Mathematiklehrkréfte der Sekundarstufe®, auch die
mathematikdidaktische Forschung zur Ausbildung von Mathematiklehrkréften in den Blick.
Dreher et al. (2022) charakterisieren ein ,schulbezogenes Fachwissen®, ein ,berufsspezifi-
sche[s| Fachwissen iiber Zusammenhinge zwischen schulischer und akademischer Mathema-
tik [...]* (Dreher et al. 2022, S. 306). Die Zusammenhénge umfassen nach Dreher et al. (2022,
S. 306-308) sowohl die ,, Top-down-Richtung“ als auch die ,,Bottom-up-Richtung®, also Zusam-
menhénge ausgehend von der akademischen Mathematik in Richtung der Schulmathematik
und umgekehrt. Weiter schliefen Dreher et al. (2022, S. 307) in diesem Zusammenhang ein
,Curriculares Wissen* in das Konzept mit ein, ein akademisch begriindetes Wissen zur Struk-
tur des schulischen Themenkanons. Gemeinhin stellt die akademische Mathematik stets den

zentralen Bezugspunkt dar (vgl. Dreher et al. 2022, S. 309).

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es: einen axiomatisch-deduktiven Aufbau der euklidischen
Geometrie unter Beriicksichtigung der fachdidaktischen Anforderungen an Mathematiklehr-
krifte der allgemeinbildenden Sekundarstufe I und II zu entwickeln, betont ohne die ma-
thematische Stringenz eines axiomatisch-deduktiven Vorgehens aufzugeben. Intention ist,
dass auf dieser Grundlage ein Ubergang zu einem adiquaten (geometrischen) Fachwissen fiir
Mathematiklehrkréfte flieffend erfolgen kann, und letztlich Mathematiklehrkrafte in ihrem di-
daktischen Gestaltungsspielraum uneingeschrankt sind. In Bezug zur euklidischen Geometrie
der Ebene liegt ein entsprechender axiomatisch-deduktiver Aufbau mit meiner Masterarbeit
unter dem Titel . Ebene Euklidische Geometrie. Eine Grundlage fiir den Geometrieunterricht
der allgemeinbildenden Sekundarstufe I und II“ (Lauer 2018) vor. Hierauf basierend verfolgt

die vorliegende Arbeit eine raumliche Erweiterung.

Grundsétzlich existieren zahlreiche (Forschungs-)Arbeiten, die verschiedene Moglichkeiten
eines axiomatisch-deduktiven Aufbaus der euklidischen Geometrie liefern (vgl. Filler 1993,
S. 124). Die Gesamtheit widerzuspiegeln, wird dem vorliegenden Forschungsvorhaben nicht
gerecht. Vielmehr soll in Bezug zur bestehenden Forschungsliteratur die Zielsetzung und
hiermit die Singularitdt des Forschungsvorhabens, insbesondere im Hinblick auf die Beriick-
sichtigung der fachdidaktischen Perspektive, verdeutlicht werden. Diesbeziiglich sei die in

weiten Teilen fachmathematische Orientierung der Forschungsliteratur mit Hilberts (1987)
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,Grundlagen der Geometrie” aufgegriffen. Dabei weist die Arbeit vor dem Hintergrund ihres
historischen Aspekts eine besondere mathematische Strenge auf, und findet hier zugleich auf-
grund ihrer historischen Bedeutung Beriicksichtigung. Ferner sei mit Holland (1974; 1977)
eine Arbeit aufgegriffen, die in ihrer Zielsetzung auf den ersten Blick im Vergleich zur vor-
liegenden Arbeit dhnlich erscheint, sich jedoch im Wesentlichen unterscheidet.

Die euklidische Geometrie ist wie eingangs aufgegriffen erstmals mit Euklids , Elementen
als mathematische Theorie im Sinne eines axiomatisch-deduktiven Aufbaus dargelegt. Aller-
dings wird die Vorgehensweise nicht den heutigen mathematisch-logischen Anspriichen ge-
recht (vgl. Filler 1993, S. 55). Mitunter nutzt Euklid Aussagen, die nicht axiomatisch begriin-
det oder deduktiv herzuleiten sind (vgl. Schroder 1985, S. 12). Zum anderen stiitzt Euklid
grundlegende geometrische Begriffe allein auf unserer Anschauung (vgl. Filler 1993, S. 551.).
Neben David Hilbert (*1862, 11943) bemiihte sich insbesondere Moritz Pasch (*1843, 11930)
um die Entwicklung einer euklidischen Geometrie, die mathematisch formalen und logischen
Anspriichen gerecht wird (vgl. Wufing 2009, S. 1721f.). Im Jahr 1899 legt David Hilbert
schlieflich mit seinem Buch ,Grundlagen der Geometrie“ (Hilbert 1987; Erstauflage 1899)
einen entsprechenden axiomatisch-deduktiven Aufbau der euklidischen Geometrie zugrun-
de (vgl. Filler 1993, S. 55). Die von Hilbert vertretene streng formalistische Auffassung
zeichnet sich im Kern dadurch aus, dass sich die Theorie implizit-axiomatisch aufbaut; die
Theorie entwickelt sich alleine aus sich heraus, ohne auf Bestehendes, andere mathematische
Theorien zuriickzugreifen (vgl. Wufing 2009, S. 172-177). Im Besonderen werden selbst die
grundlegenden Begriffe mittels derer in den Axiomen beschriebenen Zusammenhénge cha-
rakterisiert, nicht explizit definiert (vgl. Wuking 2009, S. 172-177). Eine Folge seiner streng
formalistischen Auffassung, verbunden mit seiner Zielsetzung die euklidische Geometrie erst-
mals mathematisch exakt darzulegen, ist unter anderem, dass Hilbert (1987) die Geometrie
moglichst ohne Verwendung der Theorie der reellen Zahlen darlegt (vgl. auch Filler 1993,
S. 130-133). Den Bezug zur Theorie der reellen Zahlen impliziert er aus der Geometrie
heraus, in Zusammenhang mit der , Léngenmessung* am Ende seiner axiomatischen Grund-
legung (vgl. auch Filler 1993, S. 132f.). Exemplarisch fiir ein mathematisches Vorgehen, das
unter fachdidaktischen Gesichtspunkten an dieser Stelle der vorliegenden Arbeit vorerst in
Frage gestellt sei. Gleichwohl sei betont, dass die fachmathematische Forschung (die mitunter
auch Bestrebungen in Richtung der Mathematiklehrkréfte erkennen ldsst) zur Konzeption
einer Axiomatisierung der euklidischen Geometrie unter fachdidaktischen Gesichtspunkten

grundsatzlich die notwendige Basis darstellt. Diesbeziiglich zeigen sich im Rahmen der vor-



liegenden Arbeit die Arbeiten von Schroder (1985; 2014a; 2014b) sowie Birkhoff (1932) als
relevant. Insbesondere die erstgenannte bildet eine zentrale Grundlage meiner Masterar-
beit (2018) sowie der vorliegenden Arbeit.

Explizit fiir Lehrkréfte der Sekundarstufe I entwickelt Holland (1974; 1977) unter dem Titel
,Geometrie fiir Lehrer und Studenten in zwei Bdnden einen axiomatisch-deduktiven Aufbau
der euklidischen Geometrie der Ebene. Hollands (1974) Arbeit versteht sich als eine stoff-
didaktische Arbeit im klassischen Sinne, einer mathematischen (Re-)Konstruktion einzelner
Lernsequenzen (vgl. hierzu Biehler/Blum 2016, S. 2). In diesem Zusammenhang spricht Hol-

3¢

land (1974, S. 7) von einer , Hintergrundstheorie™ des Geometrieunterrichts; Intention ist
die Entwicklung von Lernsequenzen aus der Hintergrundstheorie heraus (vgl. Holland 1974,
S. 81.). Die mathematische Stringenz fordert Holland (1974, S. 7-10) unter diesem Gesichts-
punkt fiir sein axiomatisch-deduktives Vorgehen nicht in letzter Konsequenz. Das vorliegen-
de Forschungsvorhaben erhebt im Vergleich den Anspruch, die Aspekte des Lernens und
Lehrens der Geometrie (etwa nach Weigand et al. 2018) mit einem aus mathematischer Per-
spektive stringenten Aufbau der euklidischen Geometrie zu verkniipfen. Intention ist nicht
die Entwicklung von Lernsequenzen aus der Theorie heraus. Ziel ist die Entwicklung einer
mathematischen Grundlage fiir Mathematiklehrkrafte, in dem Sinne, dass diese ein adaqua-

tes Fachwissen ausbilden und letztlich in ihrem didaktischen Gestaltungsspielraum uneinge-

schrankt sind.

Zum Aufbau

Das Zusammendenken der fachdidaktisch-geometrischen Anforderungen an Mathematiklehr-
krifte der allgemeinbildenden Sekundarstufe zum einen mit der Entwicklung einer stringen-
ten Axiomatisierung der euklidischen (Raum-)Geometrie zum anderen durchzieht grundséitz-
lich den Aufbau der vorliegenden Arbeit, im Sinne ihrer Zielsetzung.

Das Kapitel 2 stellt das ,Fundament — mathematisch/mathematikdidaktisch* dar. Auf der
mathematikdidaktischen Seite erfolgt eine Analyse der jeweils geltenden Bildungsstandards
fir den Mathematikunterricht der allgemeinbildenden Sekundarstufe (siche Kapitel 2.1). Im
Einzelnen fachdidaktisch diskutiert wird diese im Fortgang der Arbeit, letztlich entspre-
chend in die Axiomatisierung integriert. Auf der mathematischen Seite wird die Theorie des
,metrisch-normalen euklidischen Raumes* — die in der vorliegenden Arbeit dargelegte Theo-

rie — axiomatisch zugrunde gelegt (siehe Kapitel 2.2).
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Gegenstand von Kapitel 3 sind die ,Grundbegriffe”. Dabei wird das Verstdndnis von dem,
was unter einem Grundbegriff verstanden wird, vor dem fachdidaktischen Hintergrund der
vorliegenden Arbeiten weiter gefasst als unter rein mathematischer Betrachtung.

Das Kapitel 4 steht unter dem Leitgedanken der ,Raumlichen Kontextualisierung®. Der Leit-
gedanke versteht sich, wie er sich auch fiir den Geometrieunterricht der allgemeinbildenden
Sekundarstufe als leitend zeigt; es werden weniger explizit raumgeometrische Frage- bzw.
Problemstellungen erdffnet, vielmehr ausgehend von der ebenen Geometrie Zusammenhénge
zur raumlichen Geometrie untersucht.

In Kapitel 5 wird die ,Geometrie zwischen Axiomatik und Anschauung® beleuchtet. Zum
einen erfolgt der Nachweis, dass die in der vorliegenden Arbeit entwickelte Theorie des
»metrisch-normalen euklidischen Raumes“ eine Theorie der euklidischen (Raum-)Geometrie
in dem Sinne ist, dass der Anschauungsraum (dessen mathematisches Modell) ein Modell
der Theorie darstellt (siche Kapitel 5.1). Zum anderen erfolgt der Nachweis, dass der Uber-
gang zum euklidischen Anschauungsraum aus der Theorie selbst heraus moglich ist (siehe
Kapitel 5.2). Die Untersuchung beider Perspektiven ist sowohl mathematisch als auch fach-
didaktisch motiviert. Mathematisch eroffnet sich dies speziell erst mit der abschliefenden
Diskussion der vorliegenden Arbeit (Kapitel 6) in der Frage nach der Giite der entwickelten

Axiomatisierung.

Bewusst wird in der vorliegenden Arbeit auf die Verwendung von Abbildungen zur Ver-
anschaulichung von mathematischen Zusammenhéangen bzw. Herleitungen der untersuchten
mathematischen Theorie verzichtet. Der Grund: Mathematisch ist das Ziel der Arbeit eine
stringente Axiomatisierung der euklidischen (Raum-)Geometrie, die zwar letztlich eine ma-
thematische Theorie unseres Anschauungsraumes beschreibt, sich jedoch in der Argumenta-
tion rein logisch entwickelt. In der Verwendung von Abbildungen besteht diesbeziiglich die
Gefahr, dass die deduktive Stringenz durch eine anschauungsbasierte Argumentation ersetzt
respektive in Teilen ersetzt wird. Gleichwohl sei auf die etwaige Unterstiitzung von eigens
erstellten (Beweis-)Skizzen zum Verstédndnis deduktiver Schlussfolgerungen bzw. Zusammen-
hénge hingewiesen.

Die Axiomatisierung einer (mathematischen) Theorie bedingt, dass die fiir die Theorie re-
levanten Objekte und Zusammenhénge sukzessiv erarbeitet werden. Die mathematischen

Voraussetzungen beschrénken sich in der vorliegenden Arbeit hier auf die (universitdren)



Grundlagen eines Mathematikstudiums bzw. eines Mathematikstudiums fiir das Lehramt
der Sekundarstufe. Zur mathematischen Notation seien in Anlehnung an meine Masterar-
beit (2018) zusétzlich zwei Anmerkungen getroffen. Fiir eine Funktion f: A — B werden zur
Symbolisierung der Bilder und Urbilder von Mengen ,eckige statt ,runde* Klammern ver-
wendet: f[X]:={f(z) € B: z € X}sowie f["}[Y]:={r e A: f(x) e Y} fiir X CAY C B.
Zweitens wird fiir eine einelementige Menge A mit eben genau einem Element a das jeweilige

Element mitunter wie folgt symbolisiert: {-} !(A) := a.






2 Das Fundament —

mathematisch /fachdidaktisch

Zur Entwicklung eines axiomatisch-deduktiven Aufbaus der euklidischen (Raum-)Geometrie
unter Beriicksichtigung der fachdidaktischen Anforderungen an Mathematiklehrkréifte der
allgemeinbildenden Sekundarstufe sind eingangs zwei Fragen zu erlautern: Wie gestaltet sich
die ,axiomatische Grundlage*? (Siehe Kapitel 2.2.) Welche curricularen Vorgaben (insbeson-
dere im Hinblick auf die Raumgeometrie) bestehen, die letztlich im Speziellen fachdidaktisch

einzuordnen sind? (Siehe Kapitel 2.1.)

2.1 Curriculare Richtlinien

Die Zustdndigkeit fiir das allgemeinbildende Schulwesen folgt dem foderativen Aufbau der
Bundesrepublik Deutschland (vgl. Sekretariat-KMK 2021, S. 23). Zum Zwecke der Qualitits-
entwicklung und -sicherung verabschiedete die Stdndige Konferenz der Kultusminister der
Lander in der Bundesrepublik Deutschland (Kultusministerkonferenz; KMK) im Jahre 1997
den Konstanzer Beschluss (vgl. KMK 1997). Infolgedessen zeigten sich Leistungsunterschie-
de sowie allgemeine Leistungsdefizite der Schiilerinnen und Schiiler (vgl. KMK 2005, S. 5
u. 91f.). Eine curricular normative Konsequenz bildeten die Bildungsstandards im Fach Ma-
thematik fiir die Primarstufe (Grundschule), Sekundarstufe I und Sekundarstufe II (gymna-
siale Oberstufe) des allgemeinbildenden Schulwesens (vgl. Blum et al. 2015, S. 12f.). Die Bil-
dungsstandards erldutern die Kompetenzen, die Schiilerinnen und Schiiler an den jeweiligen
Ubergangs- bzw. Abschlussstellen des allgemeinbildenden Schulwesens beherrschen sollten,
sowie die Inhalte respektive Themen, anhand derer die Kompetenzen zu erwerben sind (vgl.
KMK 2005, S. 9). Kompetenzen verstehen sich hier in erster Linie als Problemlosefédhigkei-
ten (vgl. Blum 2015, S. 16; KMK 2005, S. 16). Die Vorgaben der Bildungsstandards stellen
eine bindende Grundlage der landerspezifischen Lehrpliane dar (vgl. Sekretariat-KMK 2021,
S. 246). Beziiglich der allgemeinbildenden Sekundarstufe I verabschiedete die Kultusminis-
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terkonferenz in den Jahren 2003 bzw. 2004 Bildungsstandards fiir den Hauptschul- und Mitt-
leren Schulabschluss im Fach Mathematik (vgl. KMK 2005, S. 5); im Jahr 2022 wurden diese
zu den Bildungsstandards fiir den Ersten Schulabschluss und Mittleren Schulabschluss in ei-
nem Dokument zusammengefasst, weiterentwickelt und préazisiert (vgl. KMK 2022, S. 21.).
Beziiglich der allgemeinbildenden Sekundarstufe II verabschiedete die Kultusministerkonfe-
renz (2012) im Jahr 2012 Bildungsstandards fiir die Allgemeine Hochschulreife, die an die
Bildungsstandards fiir die Sekundarstufe I ankniipfen (vgl. hierzu KMK 2012, S. 12).

Die Bildungsstandards im Fach Mathematik differenzieren zwischen prozess- und inhalts-
bezogenen Kompetenzen (vgl. Blum 2015, S. 18). Die prozessbezogenen Kompetenzen der
Bildungsstandards fiir die Allgemeine Hochschulreife umfassen das mathematische Argumen-
tieren, Kommunizieren, Modellieren, Losen von Problemen sowie das Verwenden von mathe-
matischen Darstellungen und den formalen Umgang mit der Mathematik (vgl. KMK 2012,
S. 14-17), ergénzt in den Bildungsstandards fiir den Ersten Schul- und Mittleren Schulab-
schluss um das mathematische Arbeiten mit Medien (vgl. KMK 2022, S. 9-14). Die prozess-
bezogenen Kompetenzen verstehen sich als mathematische Kompetenzen in einem universel-
len Sinne (vgl. Blum 2015, S. 20). Sie sind in der Auseinandersetzung mit mathematischen
Inhalten zu erwerben (vgl. Blum 2015, S. 18). Inhaltlich differenzieren die Bildungsstandards
der KMK (2012, S. 18-21) und KMK (2022, S. 15-23) fiinf Leitideen: Algorithmus und Zahl
bzw. Zahl und Operation; Messen bzw. Grofen und Messen; Raum und Form; Funktiona-
ler Zusammenhang bzw. Strukturen und funktionaler Zusammenhang; Daten und Zufall.
Dabei sind Leitideen und mathematische Fachgebiete zu unterscheiden (vgl. Blum 2015,
S. 21). Vielmehr soll die Gliederung in Leitideen hier das Vernetzende unterstreichen (vgl.
Roppelt et al. 2019, S. 28). Zwischen einzelnen Leitideen und Fachgebieten sind gleichwohl
direktere Beziige zu erkennen (vgl. Roppelt et al. 2019, S. 28). Die (Raum-)Geometrie ist
nach den Bildungsstandards der KMK (2012, S. 18-21) und KMK (2022, S. 15-23) insbe-
sondere in den Leitideen Raum und Form sowie Messen verankert.

Sofern nicht anders angemerkt liegen der nachfolgenden Analyse der curricularen Vorga-
ben fiir die allgemeinbildende Sekundarstufe I und II die jeweiligen Bildungsstandards der
KMK (2012) und KMK (2022) zugrunde. Der Prozess der Analyse wurde von einer Gegen-
iiberstellung der landerspezifischen Lehrpliane begleitet, um etwaige in der Umsetzung der
Bildungsstandards konsensbildende, fiir die vorliegende Arbeit relevante Besonderheiten be-
riicksichtigen zu konnen — was sich nicht zeigte. (Auf die Darlegung der Gegeniiberstellung

aller landerspezifischen Lehrpléne, die sich wiederum in verschiedene Schulformen differenzie-
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ren, wird auch im Sinne der Ubersichtlichkeit verzichtet. Zugriff auf die aktuellen Lehrpline

der Bundeslénder ist iiber den Deutschen Bildungsserver (DBS 2022) moglich.)

Sekundarstufe |

Zentral fiir die Leitidee ,Raum und Form* ist die deskriptive Raumwahrnehmung hin zur
Entwicklung eines rdumlichen Vorstellungsvermogens (vgl. Roth/Wittmann 2018, S. 107).
Raumlich-visuelle Wahrnehmungen als mental reproduzierbare Bilder zu generieren sowie
die noch wesentlichere Fahigkeit, Variationen dieser Bilder gedanklich zu erzeugen, zeichnen
das rdumliche Vorstellungsvermogen aus (vgl. Maier 1999, S. 11-14; Roth/Wittmann 2018,
S. 1371.). In direktem Zusammenhang steht hierzu als weiterer zentraler Aspekt der Leitidee
,Raum und Form“, die Auseinandersetzung mit geometrischen Objekten, derer Eigenschaf-
ten und Relationen in der (Anschauungs-)Ebene und im (Anschauungs-)Raum; dies gilt
einerseits im Sinne der (Weiter-)Entwicklung und andererseits im Sinne der Vertiefung des
raumlichen Vorstellungsvermogens (vgl. Roth/Wittmann 2018, S. 107). In Bezug zur Aus-
einandersetzung mit geometrischen Objekten, Relationen und Abbildungen ldsst sich in den
Bildungsstandards eine Differenzierung der Leitidee in eine eher ,konstruierende” sowie eine
cher ,analysierende* Geometrie (Roppelt et al. 2019, S. 29) erkennen. Das Darstellen von
geometrischen Abbildungen fordern die Bildungsstandards unter exemplarischer Nennung
von Verschiebungen, Drehungen, Spiegelungen und zentrischen Streckungen. Explizit in Be-
zug zur Raumgeometrie fordern die Bildungsstandards, dass Schiilerinnen und Schiilern geo-
metrische Korper in verschiedenen Darstellungsformen darlegen sowie aus verschiedenen Dar-
stellungsformen identifizieren. Unter den Darstellungsformen sind Netze, Schrigbilder und
Modelle sowie exemplarisch als betreffende geometrische Kérper das Prisma und die Pyrami-
de genannt. Auf Seite der analysierenden Geometrie stehen die Charakteristika geometrischer
Objekte, geometrische Eigenschaften und Relationen im Fokus. In diesem Zusammenhang
hebt die KMK (2022, S. 21) stichpunktartig die Lagebeziehungen, Kongruenz und Ahn-
lichkeit hervor, in weiten Teilen die, die euklidische (Schul-)Geometrie charakterisierenden
Elemente (vgl. hierzu Wufing 2009, S. 169f.). Die Anforderungen fiir den Mittleren Schul-
abschluss der Bildungsstandards unterscheiden sich von denen fiir den Ersten Schulabschluss
darin, dass gemeinhin das Begriinden und Herleiten von geometrischen Zusammenhéngen so-

wie der verstarkte Fokus auf Problemlosesituationen Bestandteil der Bildungsstandards ist.
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Die Forderung ,|...| Sdtze der ebenen Geometrie |...] bei Berechnungen |...|* (KMK 2022, S. 21)
anzuwenden, sei an dieser Stelle zitiert. Die KMK (2022) schligt damit innerhalb der Bil-
dungsstandards eine Briicke von der Leitidee ,Raum und Form® zur Leitidee ,,Messen®. Die
Auseinandersetzung mit Volumina und Oberflacheninhalten von geometrischen Koérpern ste-
hen hinsichtlich der Raumgeometrie im Mittelpunkt der Leitidee ,Messen®. In diesem Zu-
sammenhang spiegelt das angefiihrte Zitat zugleich einen Aspekt wider, der den Raumgeo-
metrieunterricht der allgemeinbildenden Sekundarstufe I in weiten Teilen charakterisiert,
wie sich implizit an weiteren Stellen der Bildungsstandards sowie letztlich auch in deren
Umsetzung innerhalb der landerspezifischen Curricula zeigt: In Bezug zur Raumgeometrie
sind weniger explizit raumgeometrische Problem- und Fragestellungen zu ertffnen, vielmehr
sind ausgehend von der (Anschauungs-)Ebene Zusammenhénge zwischen der ebenen und
rdumlichen Geometrie zu diskutieren. Anhand der schleswig-holsteinischen Fachanforderun-
gen (MSB-SH 2014) fiir die allgemeinbildende Sekundarstufe I sei dies exemplarisch erldutert.
Laut den Fachanforderungen sollen Schiilerinnen und Schiiler des mittleren bzw. gymnasia-
len Bildungsganges die Kongruenzsétze fiir Dreiecke unter anderem zur Bestimmung von
Streckenlédngen in geometrischen Korpern nutzen (vgl. MSB-SH 2014, S. 26). Beispielsweise
kann dies im Rahmen von Volumenbestimmungen notwendig werden. Dabei bedingt die An-
wendung der Kongruenzsétze die Frage, ob die Kongruenzsétze an Dreiecken im réaumlichen

Kontext gelten, eine rdumliche Kontextualisierung moglich ist.

Sekundarstufe Il

Die Bildungsstandards fiir die Allgemeine Hochschulreife kniipfen an die der allgemeinbilden-
den Sekundarstufe I an, wobei sie sich in ein grundlegendes und erhohtes Anforderungsniveau
differenzieren (vgl. KMK 2012, S. 12f.). Das grundlegende Anforderungsniveau beschreibt
den mathematischen Unterrichtskern der Sekundarstufe II, der in seiner Vertiefung und
inhaltlichen Erweiterung das erhéhte Anforderungsniveau charakterisiert (vgl. KMK 2012,
S. 13 u. 18). Grundsétzlich ist das Fach Mathematik nach Beschluss der Kultusministerkon-
ferenz in einem der beiden Anforderungsniveaus zu belegen (vgl. KMK 2021, S. 8f.). Die
KMK (2012, S. 18) eroffnet zudem die Moglichkeit einer thematischen Schwerpunktsetzung,
hinsichtlich der Geometrie stellt das Themenfeld , Matrizen* eine Alternative dar. Anlehnend
an die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit wird im Weiteren von einer (raum-)geometrischen

Schwerpunktsetzung ausgegangen.
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Den Geometrieunterricht der gymnasialen Oberstufe zeichnet nach den Bildungsstandards
eine Geometrie aus, die die Geometrie der Sekundarstufe I aufgreift und mittels linear-
algebraischer Methoden beschreibt. Treffend charakterisieren Henn/Filler (2015, S. 160) ge-
meinhin die Funktion der Analytischen Geometrie: ,Die Analytische Geometrie |[...| ist weni-
ger neuer Inhalt‘ als eine ;neue Methode* [...].“ Die Beschreibung geometrischer Objekte und
Relationen sowie im Allgemeinen der (Anschauungs-)Ebene und des (Anschauungs-)Raumes
mittels linear-algebraischer Methoden steht entsprechend im Mittelpunkt der Leitidee ,,Raum
und Form“, insbesondere unter dem Aspekt, dass die Schiilerinnen und Schiiler ihr in der Se-
kundarstufe I erworbenes raumliches Vorstellungsvermogen weiterentwickeln und vertiefen.
Explizit nennen die Bildungsstandards die analytisch-geometrische Beschreibung von Gera-
den und Ebenen sowie die Untersuchung der Lagebeziehungen zwischen Geraden, fiir das
erhohte Anforderungsniveau zusétzlich die Untersuchung der Lagebeziehung zwischen Gera-
den und Ebenen. Weiter konzentriert sich die Leitidee ,Messen in geometrischer Hinsicht
auf die Grofenbestimmung von ebenen-geometrischen Gréfsen mittels des Skalarproduktes im
raumgeometrischen Kontext; die Bildungsstandards fiihren die Langen- und Winkelgréfsen-
bestimmung sowie fiir das erhohte Anforderungsniveau zusétzlich die Abstandsbestimmung
zwischen Punkten, Geraden und/oder Ebenen an. Ausdriicklich verweisen sie darauf, dass
keine Raumwinkel zu thematisieren sind. Dies steht in Bezug zu dem Leitgedanken, der sich
bereits fiir den Geometrieunterricht der Sekundarstufe I zeigt, und zwar dass weniger ex-
plizit raumgeometrische Problem- und Fragestellungen zu eréffnen, vielmehr ausgehend von
der ebenen Geometrie Zusammenhénge zwischen der ebenen und rdumlichen Geometrie zu

diskutieren sind.

2.2 Axiomatische Grundlegung

»|D]ie grundlegende Methode der Mathematik besteht im logischen Schliefsen: aus einer oder
mehreren Aussagen (,Sétzen‘) deduzieren wir allein nach den Gesetzen der Logik neue Aus-
sagen (,Satze') (Mitschka 1977, S. 11). Mit Blick auf den Aufbau einer mathematischen
Theorie stellt sich die Frage nach dem Fundament der logischen Deduktion. Welche Grund-
aussagen, Axiome, werden ohne Beweis als wahr vorausgesetzt und markieren als System,
Axiomensystem, den Beginn des logisch-deduktiven Schliefens? Entscheidend ist die mit der

Axiomatisierung verfolgte Intention. (Vgl. zum Abschnitt Mitschka 1977, S. 12 u. 37.)
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Ziel der vorliegenden Arbeit ist eine Axiomatisierung der euklidischen (Raum-)Geometrie
unter Beriicksichtigung der fachdidaktischen Anforderungen an Mathematiklehrkréafte der
allgemeinbildenden Sekundarstufe; die Arbeit erhebt den Anspruch einen aus mathemati-
scher Perspektive stringenten Aufbau der euklidischen (Raum-)Geometrie mit den Aspekten
des Lehrens und Lernens von Geometrie zu verkniipfen. So ist etwa auf der einen Seite eine
inhaltliche Auseinandersetzung basierend auf den ,Curricularen Richtlinien (2.1) zentral.
Gleichwohl ist auf der anderen die Widerspruchsfreiheit des Axiomensystems als zentrales
(mathematisches) Kriterium zu berticksichtigen. Im Allgemeinen ist das zugrunde Legen des
Axiomensystems durch ein gewisses ,Vordenken“ gepragt, das ganzheitlich mitunter erst im
Verlauf der Arbeit erlautert wird respektive erlautert werden kann.

Eine direkte Kausalitit ergibt sich aus dem fiir den Geometrieunterricht der allgemeinbilden-
den Sekundarstufe charakteristischen Perspektivwechsel zwischen (Anschauungs-)Ebene und
(Anschauungs-)Raum (siehe Kapitel 2.1). Auch im Hinblick auf unsere Raumwahrnehmung
spiegelt eine Raumgeometrie, die die ebene Geometrie integriert und zugleich die restriktive
Betrachtung dieser erlaubt, den perspektivischen Wechsel wider. Schlieflich ergibt sich fiir
die euklidische Raumgeometrie der vorliegenden Arbeit in ihrer Beziehung zu der in mei-
ner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene als

eben-geometrisches Pendant die Anforderung, dass...

e innerhalb der euklidischen Raumgeometrie Ebenen mittels metrisch-normaler euklidi-

scher Ebenen beschrieben sind,

e zum anderen die Restriktion innerhalb des Raumes auf eine (metrisch-normale euklidi-

sche) Ebene zur Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene strukturgleich ist.

Im Weiteren verstehen wir die vorliegende Arbeit in diesem Zusammenhang als ,Raum-
liche Erweiterung® (2.2.2) einer metrisch-normalen euklidischen Ebene. ,Das Axiomensys-
tem* (2.2.1) findet entsprechend seine Grundlage in der Axiomatik einer metrisch-normalen
euklidischen Ebene. Die aufgefithrten Aspekte zur Raumerweiterung folgern wir in Kapi-
tel 2.2.2 zum anderen recht direkt (ohne umfassenderes Deduzieren) aus dem konzipierten
Axiomensystem, sodass die rdumliche Erweiterung, zu ihrer Bedeutung fiir den Geometrie-

unterricht analog, als Teil der axiomatischen Grundlegung aufgefasst wird.
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2.2.1 Das Axiomensystem

Die Axiomatik der euklidischen Raumgeometrie orientiert sich in der vorliegenden Arbeit an
der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen euklidischen
Ebene. Grundsétzlich ist hier der Aspekt der ,Réumlichen Erweiterung” (2.2.2) elementar.
Im vorliegenden Kapitel legen wir die in der vorliegenden Arbeit untersuchte Raumgeometrie,

die Theorie des ,,metrisch-normalen euklidischen Raumes®, axiomatisch-definitorisch fest.

Die metrisch-normale euklidische Ebene

In meiner Masterarbeit (2018) folgt die axiomatisch-definitorische Festlegung der Theorie der
metrisch-normalen euklidischen Ebene einem sukzessiven Aufbau. In der Reihenfolge ihrer
Nennung erfolgt die definitorische Festlegung einer affinen Ebene, normalen euklidischen

Ebene und letztlich einer metrisch-normalen euklidischen Ebene.

Affine Ebene: Es sei eine mindestens zweielementige Menge P (#P > 2) sowie aus derer
Potenzmenge eine Teilmenge G gegeben; die Elemente der Menge P werden als Punkte und
die Elemente der Menge G als Geraden bezeichnet. Das Paar (P, G) heifst affine Ebene, wenn

das Reichhaltigkeits-, Verbindungs- und Parallelenaxiom erfiillt sind:

Reichhaltigkeitsaxiom: Die (mindestens zweielementige) Punktemenge P ist keine Ge-

rade, d.h. P ¢ G.

Verbindungsaziom: Fiir zwei verschiedene Punkte A und B existiert genau eine Gera-

de g, die durch die beiden Punkte geht, d.h. AA B € g.

Parallelenaziom: Sei g eine Gerade und A ein nicht auf der Geraden liegender Punkt, so
existiert genau eine Gerade h, die durch den Punkt A geht und zur Geraden g parallel

ist, dh. Ac h mit gnh=0 (A¢yg).

Die durch das Verbindungsaxiom eindeutig bestimmte Gerade wird als die Verbindungsgerade (A, B)
der Punkte A und B bezeichnet. Neben dieser Begrifflichkeit ist innerhalb einer affinen Ebene zur

Darlegung einer normalen euklidischen Ebene im Folgenden die Festlegung des Begriffs des Paralle-
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logramms relevant. Fiir vier paarweise verschiedene Punkte A, B, C und D derart, dass je drei der
Punkte nicht auf einer Geraden liegen, die Verbindungsgeraden (A, B) und (C, D) sowie die Ver-
bindungsgeraden (B, C) und (A, D) je zueinander disjunkt sind, wird das Quadrupel (A, B,C, D)

als Parallelogramm bezeichnet.

Normale Euklidische Ebene: Es sei eine mindestens zweielementige Menge P gegeben; die

Elemente der Menge werden als Punkte bezeichnet. Weiter sei auf der Menge aller zweiele-
mentigen Teilmengen der Punktemenge P eine Aquivalenzrelation = gegeben.

Fiir zwei verschiedene Punkte A und B wird die Menge m p :={X € P: {A,X} = {X, B}}
als Gerade bezeichnet, die Menge aller Geraden mit dem Symbol G charakterisiert.

Das Tripel (P, G, =) heifst normale euklidische Ebene, wenn das Paar (P, G) eine affine Ebene

ist?> und auf dieser Grundlage das Zirkel- und Kongruenzaxiom erfiillt:

Zirkelaxiom: Die Verbindungsgerade zweier verschiedener Punkte A und B besitzt mit
der Punktemenge {X € P: {4, B} = {X, A}} neben dem Punkt B genau einen weiteren,

zum Punkt B verschiedenen Punkt gemeinsam.

Kongruenzaxiom: Sei (A, B,C,D) ein Parallelogramm, so sind die Mengen {A, B}
und {C, D} zueinander dquivalent, d.h. {A, B} = {C, D}.

Gegeniiber einer normalen euklidischen Ebene zeichnet sich eine metrisch-normale euklidische Ebene
entsprechend ihrer Bezeichnung im Besonderen durch die Integration des Abstandsbegriffs aus. Zur
Darlegung einer metrisch-normalen euklidischen Ebene sei basierend auf dem in einer normalen eu-
klidischen Ebene bzw. affinen Ebene geltenden Verbindungsaxiom mittels einer Metrik d vorab der
Begriff der Strecke erklart. Ein Punkt X liegt auf der Strecke der Punkte A und B, wenn der Punkt
auf der Verbindungsgeraden der Punkte A und B liegt sowie die Summe aus den Abstédnden d(A, X)
und d(B, X) zum Abstand d(A, B) identisch ist (X € (A, B) Ad(A, X) +d(X,A) =d(A, B)).

3Mit der Restriktion der Aquivalenzrelation = auf die Menge aller zweielementigen Punktemengen ist
das Reichhaltigkeitsaxiom aufgrund der definitorischen Festlegung einer Geraden stets erfiillt (vgl. auch
Schréder 2014a, S. 241.).
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Metrisch-Normale Euklidische Ebene: Es sei eine mindestens zweielementige Menge P

gegeben; die Elemente der Menge werden als Punkte bezeichnet. Weiter sei auf der Punkte-
menge P eine Metrik d gegeben. Auf der Menge aller zweielementigen Teilmengen sei damit
eine Aquivalenzrelation =, betrachtet, und zwar die durch die Abstandsgleichheit induzier-
te: {4, B} =4{C,D} = d(A,B)=d(C,D) fiir A,B,C,D e P mit A#BAC #D.

Fiir zwei verschiedene Punkte A und B wird die Menge ma g :={X € P: {4, X} =4 {X, B}}
als Gerade bezeichnet, die Menge aller Geraden mit dem Symbol G charakterisiert.

Das Tripel (P,G,=,) heift metrisch-normale euklidische Ebene, wenn das Tripel eine nor-

male euklidische Ebene ist und auf dieser Grundlage das Lineal- und Teilungsaxiom erfiillt:*

Linealaziom: Fiir jede Gerade g existiert eine bijektive Funktion f: ¢ — R derart, dass
der Abstand d(A, B) zweier Punkte A und B der Geraden g gleich der Betragsmetrik
ihrer Bilder unter der Funktion f ist, d.h. d(A, B) = |f(A) — f(B)].

Teilungsaxiom: Fiir eine Gerade ¢ ist die Menge P \ ¢ gleich der Vereinigung zwei-
er nichtleerer, disjunkter Mengen derart, dass (i)die Strecke zweier unterschiedlicher
Mengen angehérender Punkte genau einen Punkt sowie (ii) die Strecke zweier derselben

Menge angehorender Punkte keine Punkte mit der Geraden g gemeinsam besitzt.

Mafigebende Grundlage fiir die in meiner Masterarbeit (2018) entwickelte Theorie der
metrisch-normalen euklidischen Ebene ist die Arbeit Schroders (1985; 2014a) respektive des-
sen Theorie der normalen euklidischen Ebene. Im Kern (ohne spezifisch auf die Theorie der
metrisch-normalen euklidischen Ebene im Vergleich/Unterschied zu Schroder (1985;2014a)
einzugehen) sei dies erldutert:

Die euklidische (Schul-)Geometrie, die Geometrie unseres Anschauungsraumes lasst sich
grundlegend als ,, Kongruenz“geometrie auffassen, d.h. die Invarianten betreffend dieser Re-
lation charakterisieren die Geometrie (vgl. Quaisser 1989, S. 121). Die Frage nach der Ein-
bettung der Kongruenz in eine Axiomatisierung der euklidischen Geometrie ist folglich eine
zentrale. Im Allgemeinen stehen sich zwei mathematische Ansétze gegeniiber, der kongruenz-

und abbildungsgeometrische (vgl. Kirsche 2006, S. 5). Der kongruenzgeometrische Ansatz

4In meiner Masterarbeit (2018, S. 76 f.) erfolgt entsprechend des sukzessiven Aufbaus eine Differenzierung
in eine metrisch-normale euklidische Ebene mit und ohne Teilungsaxiom. In der vorliegenden Arbeit verstehen
wir unter einer metrisch-normalen euklidischen Ebene stets eine Ebene, in der das Teilungsaxiom gilt.
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legt den Begriff der Kongruenz axiomatisch zugrunde, der abbildungsgeometrische Ansatz
baut axiomatisch hingegen auf den sogenannten Kongruenzabbildungen auf (vgl. Filler 1993,
S. 124-137). Der mathematikdidaktische Konsens besteht darin, dass sich die Methodiken
beider Ansétze fiir den Geometrieunterricht ergénzen, keine der beiden Methoden bestim-
mend ist (vgl. hierzu Weigand et al. 2018, S. 194f. u. 267-270). Schroders (2014a, S. 23)
Kongruenzaxiom charakterisiert ,eine Vertraglichkeitsbedingung zwischen Parallelitatsrela-
tion und Kongruenzrelation®. Auf dieser Grundlage ergibt sich anlehnend an Schroder (2014a)
in meiner Masterarbeit (2018) die Moglichkeit, die Kongruenz in Bezug zu den Kongruenzab-
bildungen, ohne explizit den Begriff der Kongruenz oder Kongruenzabbildung (axiomatisch)
zugrunde zu legen, zu untersuchen — beide Ansétze als ergdnzend im Sinne der Mathema-
tikdidaktik aufzufassen (siche auch Kapitel 3.4).

Die von Schroder (1985; 2014a) allgemein verfolgte Intention, den Aufbau der euklidischen
Geometrie weitestgehend ohne anordnungsgeometrische Aspekte darzulegen, zeigt sich hin-
gegen in mathematikdaktischer Hinsicht als inaddquat. Fiir den Geometrieunterricht grund-
legende Begriffe wie die der ,Strecke” oder ,Halbgerade” stehen vorerst nicht zur Verfiigung.
Zentraler noch, eine anordnungsfreie bedingt eine euklidische Geometrie, die auf die Verwen-
dung des Abstandsbegriffs in weiten Teilen verzichtet (vgl. hierzu Filler 1993, S. 76 u. 126 {.).
Das Bestimmen und Messen von Abstédnden (mit standardisierten Messwerkzeugen) ist je-
doch zur Losung geometrischer Frage- und Problemstellungen ein elementares (Hilfs-)Mittel
im Geometrieunterricht der Sekundarstufe (siehe hierzu Kapitel 3.3).

Die in meiner Masterarbeit (2018) entwickelte Theorie der metrisch-normalen euklidischen
Ebene integriert abstands- bzw. anordnungsgeometrische Aspekte (gemeinhin unter der ver-
folgten Zielsetzung, einer Axiomatisierung der ebenen-euklidischen Geometrie unter Beriick-
sichtigung der fachbezogenen und fachdidaktischen Anforderungen an Mathematiklehrkraf-
te). Eine zentrale Bedeutung nimmt das Linealaxiom (engl.: Ruler Postulat) ein. Das Axi-
om geht allgemein auf Birkhoff (1932) zuriick (vgl. Millman/Parker 1991, S. 27-29). Basie-
rend auf dem Axiom ldsst sich jede in der Ebene liegende Gerade anschaulich gesprochen
als reelle Zahlengerade auffassen, der Abstand zweier Punkte sich in der Folge (mit Hilfe
des Verbindungsaxioms) anhand einer entsprechenden Zahlengerade bestimmen (vgl. auch
Millman /Parker 1991, S. 29f.). In diesem Zusammenhang interpretieren wir die Linealfunk-
tion als ,Mathematisches Mess-Lineal” (siehe auch Kapitel 3.3). Aus dem Linealaxiom resul-
tiert zugleich, dass sich Fragen zur geometrischen Anordnung der Punkte auf einer Geraden

mit Hilfe der Linealfunktionen auf die Anordnung der reellen Zahlen zuriickfiithren lassen (sie-
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he auch Kapitel 3.1.3; vgl. zusitzlich Filler 1993, S. 126). Als Aquivalent zum Pasch-Axiom
erginzt das Teilungsaxiom die lineare Anordnung um die Anordnung der Punkte in der

gesamten Ebene (vgl. auch Filler 1993, S. 81 u. 127; Moise 1990, S. 72-80).

Der metrisch-normale euklidische Raum

Mit Blick auf die Darlegung der Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene sei zu-
sitzlich zu meiner Masterarbeit (2018) als zentrale Grundlage der Theorie des ,metrisch-

normalen euklidischen Raumes” das raumgeometrischen Pendant zur normalen euklidischen

Ebene in Schroder (1985; 2014b) sowie die Arbeit von Birkhoff (1932) angefiihrt.

Metrisch-Normaler Euklidischer Raum: Es sei eine mindestens zweielementige Men-

ge P gegeben (#P > 2); die Elemente der Menge werden als Punkte bezeichnet. Wei-
ter sei auf der Punktemenge P eine Metrik d gegeben. Die Relation ,abstandsgleich =;*
sei damit auf der Menge aller ungeordneten Punktepaare wie folgt definiert, wobei die
Wohldefiniertheit bzw. Reprasentantenunabhéngigkeit aufgrund der Symmetrie der Metrik
gilt: {A, B} =4 {C,D} := d(A,B) =d(C,D) fiir A,B,C,De€P.°

Fiir zwei verschiedene Punkte A und B wird die Menge ma p :={X € P: {4, X} =4 {X, B}}
als Ebene bezeichnet. Der Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen wird als
Gerade bezeichnet. Die Menge aller Ebenen ist mit dem Symbol £ sowie die Menge aller

Geraden mit dem Symbol G charakterisiert.

Zu einer einfacheren sprachlichen Darlegung der Axiome eines ,metrisch-normalen euklidischen
Raumes* erfolgt zuvor die Einfithrung einzelner Sprechweisen. Besitzt eine Gerade g einen Punkt A
als Element (A € g), so sagen wir , A liegt auf g“ oder auch ,g geht durch A% Punkte, die gemeinsam
auf einer Geraden liegen, werden als kollinear bezeichnet. Analog verwenden wir fiir den Fall, dass
ein Punkt A ein Element einer Ebene e darstellt (A € ¢), die Sprechweise ,.e geht durch A oder
LA liegt in €, Punkte bezeichnen wir als komplanar, wenn sie gemeinsam in einer Ebene liegen.
Besitzt eine Ebene € eine Gerade g als Teilmenge (g C €), so sagen wir ,,g liegt in € Geraden, die

gemeinsam in einer Ebene liegen, werden ebenfalls als komplanar bezeichnet.

Die Betrachtung je zweier identischer Punkte ist als Spezialfall inbegriffen.
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Das Quadrupel (P, &, G, d=) heifst metrisch-normaler euklidischer Raum, wenn die fol-

genden Axiome gelten:

Verbindungsaziom-Geraden (Vg)

Durch zwei verschiedene Punkte A und B geht genau eine Gerade.

Sie wird als die Verbindungsgerade (A, B) der beiden Punkte bezeichnet.

Verbindungsaziom-Ebenen (Vg )

Durch drei nicht kollineare Punkte geht stets eine Ebene.

Parallelenaziom

Es sei eine Gerade g und ein nicht auf der Geraden g liegender Punkt A gegeben. Dann
existiert genau eine durch den Punkt A gehende Gerade h, sodass die Geraden g und h

komplanar und disjunkt sind.

Linealaxiom

Fiir jede Gerade g existiert eine bijektive Funktion f: g — R, die sogenannte Line-
alfunktion, sodass der Abstand d(A, B) zweier Punkte A und B der Geraden g gleich
der Betragsmetrik ihrer Bilder unter der Funktion f ist, d.h. es gilt die sogenannte

Lineal-Gleichung: d(A, B) = |f(A) — f(B)|.

Teilungsaxiom

Es sei € eine (beliebige) Ebene. Fiir jede in der Ebene liegende Gerade g ist die Men-
ge €\ g gleich der Vereinigung zweier disjunkter Mengen derart, dass die folgenden

Eigenschaften gelten:

i) Fir zwei verschiedene, derselben Menge angehorende Punkte A und B ist der
Schnitt der Menge {X € (A, B): d(A, X) + d(X, B) = d(A, B)} und der Gera-
den g gleich der leeren Menge.

ii) Fiir zwei verschiedene, unterschiedlichen Mengen angehérende Punkte A und B
ist der Schnitt der Menge {X € (A, B): d(A, X) +d(X, B) = d(A, B)} und der

Geraden ¢ eine einelementige Punktemenge.
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Kongruenzaziom

Es sei ein Quadrupel (A, B,C, D) bestehend aus vier paarweise verschiedenen Punk-
ten A, B, C' und D derart gegeben, dass die Punkte komplanar, je drei der Punkte
nicht kollinear und die Verbindungsgeraden (A, B) und (C, D) sowie (B, C) und (A, D)
disjunkt sind. Dann ist der Abstand d(A, B) der Punkte A und B gleich dem Ab-
stand d(C, D) der Punkte C' und D.

Hinsichtlich der axiomatisch-definitorischen Festlegung sind im Vergleich eines metrisch-
normalen euklidischen Raumes und einer metrisch-normalen euklidischen Ebene drei Aspekte
charakteristisch. Erstens erweitert sich im raumgeometrischen Kontext die Betrachtung der
Geraden- um eine Ebenenmenge, samt eines entsprechendes Verbindungsaxioms. Zweitens
wird die Abstandsgleichheit der zugrunde liegenden Abstandsfunktion als solche charakteri-
siert (nicht vorab, eingeschrinkt als Aquivalenzrelation auf der Menge aller zweielementigen
Punktemengen); das zugrunde Liegen der Abstandsfunktion wird in diesem Zusammenhang
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) mittels des Symbols d—
unterstrichen. Drittens besitzt mit Ausnahme des Zirkelaxioms jedes der Axiome ein raum-
geometrisches bzw. eben-geometrisches Pendant. Beziiglich des letztgenannten Aspekts er-
weist sich die Aussage des Axioms (sowohl im ebenen als auch rdumlichen Kontext) als
nachweisbar. Ebenso zeigt sich im Laufe der vorliegenden Arbeit, dass beziiglich des Tei-
lungsaxioms die Forderung nach der Nichtleere nachweisbar ist.

Im Vergleich zur Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene erschwert der Verzicht
auf eine sukzessiv erfolgende axiomatisch-definitorische Festlegung des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P,€&,G,d=) die Formulierung der Axiomatik, da zugrunde liegende
Begrifflichkeiten (vorerst) nicht zur Verfiigung stehen. Gleichwohl ist die Vertréglichkeit auf
semantischer Ebene gegeben. Ein Aspekt, der vor dem Hintergrund der ,Rédumlichen Erwei-
terung” (2.2.2) gemeinhin in der vorliegenden Arbeit Beriicksichtigung findet. Nicht zuletzt
erfordert der Nachweis der ,Radumlichen Erweiterung* in Kapitel 2.2.2 den Bezug zur Ge-

samtheit der Axiomatik und somit deren ganzheitliche Darlegung zu Beginn der Arbeit.
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2.2.2 Raumliche Erweiterung

Axiomatisch baut die Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes auf der in meiner
Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene auf (sie-
he Kapitel 2.2.1). Elementar ist die Forderung nach der rdumlichen Erweiterung, genauer
wie eingangs dargelegt, dass ein metrisch-normaler euklidischer Raum in seiner Beziehung

zur Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene die Anforderung erfiillt, dass...

(i) innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, E,G,d=) jede Ebene eine

metrisch-normale euklidische Ebene beschreibt,

(ii) zum anderen die Restriktion innerhalb des Raumes auf eine (metrisch-normale euklidi-

sche) Ebene zur Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene strukturgleich ist.

Zur Anforderung (i)

Ziel ist der Nachweis des Satzes 2.2.2.6, dass innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P,&,G,d=) jede Ebene € mit der Menge G|, := {g € G: g C €} aller in € ent-
haltenen Geraden und der Restriktion =4, der Abstandsgleichheit =, auf die Menge aller
hochstens zweielementigen Teilmengen der Punktemenge der Ebene € eine metrisch-normale
euklidische Ebene beschreibt.

Fiir eine Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G, d=) existie-
ren per definitionem zwei verschiedene Punkte A und B derart, dass die Ebene gleich der
Menge map = {X € P: {A, X} =4 {X, B}} ist. Die zugrunde liegenden Punkte A und B
enthélt die Ebene indes nicht, da der Abstand d(A, B) der beiden Punkte als zueinander
verschiedene Punkte zur reellen Zahl 0 und somit zum Abstand d(A, A) bzw. d(B, B) ver-
schieden ist. Mit der nach Voraussetzung geltenden Zweielementigkeit der Punktemenge P
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d-) folgt daraus, dass der Raum grund-
sétzlich nicht auf eine seiner Ebenen zu reduzieren ist.

In Bezug zur Ebene m 4 p und der nach dem Axiom Vg eindeutig bestimmten Verbindungs-
gerade (A, B) zeigen wir im Weiteren mit dem Satz 2.2.2.2, dass die Ebene und Gerade
genau einen (von dem Punkt A und B verschiedenen) Punkt gemeinsam besitzen. Zuvor
zeigen wir mit dem Satz 2.2.2.1, dass eine Ebene und eine nicht in der Ebene liegende Ge-

rade im Allgemeinen héchstens einen Punkt gemeinsam haben; nach dem Satz 2.2.2.1 liegt
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eine Gerade bereits in einer Ebene, wenn die Gerade und Ebene zwei verschiedene Punk-
te gemeinsam haben. Zahlreiche Axiomatisierungen der euklidischen (Raum-)Geometrie wie
etwa die von Schroder (2014b, S. 11) legen diese Aussage als Axiom zugrunde. Innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) wurde der Nachweis der Aussage

in Zusammenarbeit mit meinem Doktorvater, Herrn Prof. Dr. Frank, entwickelt.

Satz 2.2.2.1. Besitzen eine Ebene und eine Gerade mindestens zwei verschiedene Punkte

gemeinsam, so liegt die Gerade in der Ebene.

Beweis: (Zusammenarbeit mit Herrn Prof. Dr. Frank)

Es sei eine Ebene € und eine Gerade g mit #(g Ne) > 2 gegeben; es seien A und B die bei-
den verschiedenen in der Ebene sowie auf der Geraden liegenden Punkte. Die Gerade g ist
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes per definitionem zum Schnitt zweier
verschiedener, nicht disjunkter Ebenen n; und 7, identisch. Ist eine dieser beiden Ebenen
gleich der Ebene ¢, so ist die Behauptung bereits gezeigt.

Es sei also im Weiteren die paarweise Verschiedenheit der Ebenen angenommen. Ohne Be-
schriankung der Allgemeinheit betrachten wir die Ebenen 7; und e. Zwar sind die Ebenen
verschieden, aber nicht disjunkt, denn beide Ebenen gehen durch die Punkte A und B.
Folglich stellt ihre Schnittmenge per definitionem innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes eine Gerade dar. Dabei liegt die Gerade in der Ebene € und geht ebenso wie
die Gerade g durch die zueinander verschiedenen Punkte A und B. Hieraus folgt mit dem
Verbindungsaxiom-Geraden innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes das zu

Zeigende, dass die Gerade ¢ in der Ebene € liegt. 0

Satz 2.2.2.2. (vgl. Schroder 2014b, S. 26; vgl. auch Lauer 2018, S. 51f.) Es seien A und B
zwei verschiedene Punkte. Dann ist die Schnittmenge der Verbindungsgeraden (A, B) und

der Ebene m4 g einelementig, d.h. [(A, B) N map| = 1.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Lauer 2018, S. 51f.; Schroder 2014b, S. 26)

Zunichst zeigen wir die Existenz eines Punktes, der sowohl auf der Verbindungsgeraden (A, B)

als auch in der Ebene my4 p liegt, und abschlieflend dessen Eindeutigkeit.
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Existenz: Es sei f eine nach dem Linealaxiom existierende Linealfunktion der Verbindungs-
geraden (A, B) mit a := f(A) und b := f(B), wobei die reellen Zahlen a und b aufgrund der
Bijektivitat der Funktion f ebenso wie die Punkte A und B verschieden sind.

Fiir die reelle Zahl m := ((a + b)/2) erhalten wir wiederum mit der Bijektivitdt der Li-
nealfunktion f, dass die Punkte A, B und M := f~!(m) drei verschiedene Punkte der
Verbindungsgeraden (A, B) sind. Zudem gilt die Gleichheit der Betragsmetriken |a — m)|
und |b — m|. Hieraus folgt mit der Lineal-Gleichung beziiglich der Funktion f, dass die Ab-
stande d(A, M) und d(B, M) identisch sind. Damit liegt der Punkt M neben seiner Lage auf
der Verbindungsgeraden (A, B) ebenfalls in der Ebene my4 p.

FEindeutigkeit: Hierzu erfolgt ein Widerspruchsbeweis mit der Annahme, dass neben dem
Punkt M ein weiterer von M verschiedener Punkt M’ sowohl auf der Verbindungsgera-
den (A, B) als auch in der Ebene my4 p liegt.

Nach dem soeben bewiesenen Satz 2.2.2.1 liegt die Verbindungsgerade der Punkte M und M’
in der Ebene m4 . Zugleich ist die Verbindungsgerade aufgrund des Axioms Vg zur Ver-
bindungsgerade (A, B) identisch. Folglich liegt ein Widerspruch vor; denn die Ebene m4 g
enthélt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes aufgrund der definitorischen

Festlegung der Ebenen in keinem Fall die ihr zugrunde liegenden Punkte A und B. 0

Um innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) iiberhaupt (basie-
rend auf dem zu zeigenden Satz 2.2.2.6) im Sinne der Theorie der metrisch-normalen eukli-
dischen Ebene von einer Fbene sprechen zu konnen, begriinden wir im Weiteren mit dem
Satz 2.2.2.5, dass jede Ebene mindestens drei nicht kollineare paarweise verschiedene Punk-
te besitzt; jede Ebene unterscheidet sich somit von einer Geraden oder einem Punkt. Der
Satz stellt dhnlich wie der Satz 2.2.2.1 eine Aussage dar, die in Schroder (2014b, S. 11) eine
weitestgehend axiomatische Forderung ist, die wir aber innerhalb des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes (P, £, G, d=) beweisen. Wir greifen hierzu neben dem soeben bewiesenen
Satz 2.2.2.2 darauf zuriick, dass zwei Geraden in keinem Fall eine echte Teilmengenbezichung
eingehen. Anlehnend an die Vorgehensweise in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene
bzw. affinen Ebene (vgl. Lauer 2018, S. 31f.; Schroder 1991, S. 9), versteht sich diese Aus-
sage wiederum als Korollar des Satzes 2.2.2.3. Der Satz 2.2.2.3 zur Méchtigkeit der Geraden
resultiert im Folgenden innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=)

aus der Idee des auf Birkhoff (1932) zurtickgehenden Linealaxioms.
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Satz 2.2.2.3. Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,€&,G,d=) besitzt
jede Gerade liberabzéhlbar viele verschiedene Punkte. Je zwei Geraden innerhalb des Raumes

sind zueinander gleichméchtig.

Beweis: (siehe zuvor, Eigener Beweis)

Es seien zwei Geraden g und h gegeben. Nach dem Linealaxiom existiert sowohl fiir die
Gerade g eine bijektive Linealfunktion f; als auch fiir die Gerade h eine bijektive Lineal-
funktion fs von der jeweiligen Punktemenge der Geraden auf die Menge R der reellen Zahlen.
Aufgrund der Bijektivitit besitzt jede Linealfunktion eine bijektive Umkehrabbildung. Mit
der Verkettung (f, ' o fi) der Umkehrabbildung f, ' der Linealfunktion f, und der Line-
alfunktion f; erhalten wir eine Bijektion von der Punktemenge der Geraden g auf die der
Geraden h. Damit ist die Gleichméchtigkeit der beiden Geraden gezeigt. Aus der Méachtigkeit
der Menge R aller reellen Zahlen, ihrer {iberabzéhlbaren Unendlichkeit, folgt mit der Bijek-
tivitdt einer Linealfunktion umgehend, dass jede Gerade des metrisch-normalen euklidischen

Raumes tiberabzahlbar viele verschiedene Punkte besitzt. O

Korollar 2.2.2.4. Ist eine Gerade eine Teilmenge einer anderen Geraden, so sind die beiden

Geraden bereits zueinander identisch.

Beweis: (siehe zuvor, Lauer 2018; Schroder 1991)
Es seien g und h zwei Geraden mit ¢ C h. Zusammen mit dem soeben bewiesenen Satz 2.2.2.3
besitzen die Geraden g und h mindestens zwei verschiedene Punkte gemeinsam. Hieraus folgt

mit dem Axiom Vg umgehend, dass die Gerade g zur Geraden h identisch ist. U

Satz 2.2.2.5. In jeder Ebene des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) liegen

mindestens drei nicht kollineare paarweise verschiedene Punkte.

Beweis: (Eigener Beweis)

Es sei eine Ebene € gegeben. Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes exis-
tieren fiir die Ebene per definitionem zwei verschiedene Punkte A und B derart, dass die
Ebene gleich der Ebene m4 g ist. Die Verbindungsgerade der Punkte A und B entspricht
per definitionem wiederum dem Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen 7,

und 75. Auf der Grundlage des Satzes 2.2.2.2 erhalten wir, dass die Ebenen n; und 7, jeweils
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nicht disjunkt zur Ebene € sind. Die Ebene € als die zur Ebene m 4 g identische Ebene geht
per definitionem nicht durch die Punkte A und B, im Gegensatz zu den Ebenen 7; und 7s,
sodass die beiden Ebenen zugleich jeweils zur Ebene € verschieden sind.

Zusammenfassend gilt mit der definitorischen Festlegung der Geraden innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes, dass der Schnitt der Ebene € und 7; sowie der Schnitt der
Ebene € und 7, jeweils eine zur Verbindungsgerade der Punkte A und B verschiedene Ge-
rade, also zum Schnitt der Ebenen 7; und 7y verschiedene Gerade ist. Damit folgt aus dem
Korollar 2.2.2.4, dass die beiden Geraden selbst zueinander verschieden sind. Schlieflich exis-
tieren innerhalb der Ebene € zwei zueinander verschiedene Geraden. Jede Gerade innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes besitzt nach dem Satz 2.2.2.3 mindestens zwei

verschiedene Punkte, sodass mit dem Axiom Vg das zu Zeigende gilt. U

Wir betrachten nun innerhalb des metrisch-normalen Raumes (P,£,G,d=) eine Ebene ¢
respektive deren Punktemenge orientierend an Schroder (1985, S. 220) zusammen mit der
Menge G| := {g € G: g C €} aller in € enthaltenen Geraden sowie der Restriktion =g,
der Abstandsgleichheit =, auf die Menge aller hochstens zweielementigen Teilmengen der
Ebene €; und wir zeigen, dass das Tripel (¢, G|c, =4|.) nach der in meiner Masterarbeit (2018)
entwickelten Theorie eine metrisch-normale euklidische Ebene beschreibt (siehe hierzu auch
Kapitel 2.2.1). Dabei greifen wir selbst auf ein Ergebnis meiner Masterarbeit (2018, S. 32f.)
zuriick, und zwar auf den basierend auf Schroder (2014a, S. 30) innerhalb einer affinen Ebene

nachgewiesenen Parallelogrammergianzungssatz:

Satz-Masterarbeit 4.1.22. (Parallelogrammergdnzungssatz) Es seien drei nicht kollineare Punk-
te A, B und C innerhalb einer affinen Ebene gegeben. Dann existiert innerhalb der affinen

Ebene genau ein Punkt D derart, dass das Quadrupel (A, B, C, D) ein Parallelogramm ist.

Satz 2.2.2.6. Das Tripel (¢, G|, =g4,) ist eine metrisch-normale euklidische Ebene innerhalb

des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=).

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Schroder 1985, S. 212 u. 220)

Wir gliedern den Nachweis in insgesamt vier Beweisschritte. Mit dem ersten Beweisschritt
zeigen wir zundchst innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=), dass

das Paar (¢,G|.) eine affine Ebene beschreibt (siehe hierzu Kapitel 2.2.1).
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1. Beweisschritt: Die Ebene € ist innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes auf-

grund des Satzes 2.2.2.5 eine mindestens zweielementige (Punkte-)Menge. Die Menge G|,
stellt per definitionem eine Teilmenge der Potenzmenge der Punktemenge der Ebene ¢
dar. Zum Nachweis, dass das Paar (e,§G|.) eine affine Ebene ist, bleibt zu zeigen, dass das
Paar (¢,G|.) das Reichhaltigkeits-, Verbindungs- und Parallelenaxiom einer affinen Ebene
erfiillt (siehe hierzu Kapitel 2.2.1):

Die Giiltigkeit des Verbindungsaxioms fiir das Paar (¢, G|.) folgt mit dem Satz 2.2.2.1 umge-
hend aus der Giiltigkeit des Verbindungsaxioms-Geraden innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes. Das Reichhaltigkeitsaxiom fiir das Paar (¢, G|.), also dass die Ebene €
als Punktemenge nicht in der Menge G|, liegt, gilt innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes mit dem Satz 2.2.2.5.

Zum Nachweis der Giiltigkeit des Parallelenaxioms fiir das Paar (¢, G|.) sei innerhalb der
Ebene € eine Gerade g und ein nicht auf der Geraden liegender Punkt A gegeben. Aufgrund
des Satzes 2.2.2.3 existiert nach dem Verbindungsaxiom-Geraden innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes neben der Geraden g keine weitere durch die Punktemenge
der Geraden g gehende Gerade. Hiermit gilt aufgrund der definitorischen Festlegung der
Geraden innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes, dass die Ebene € innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes die einzige Ebene ist, die die Gerade g und
den Punkt A enthélt. Schlieflich erhalten wir die Giiltigkeit des Parallelenaxioms fiir das
Paar (¢, G|.) damit, dass das entsprechende Axiom innerhalb des metrisch-normalen euklidi-

schen Raumes gilt.

2. Beweisschritt: Wir weisen nach, dass mit der Restriktion =4, der Abstandsgleichheit =, ei-

ne Aquivalenzrelation auf der Menge aller hochstens zweielementigen Teilmengen der Ebene e
definiert ist. Hierzu zeigen wir im Allgemeinen, dass mit der Abstandsgleichheit =; inner-
halb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) auf der Menge aller hochstens
zweielementigen Teilmengen der Punktemenge P eine Aquivalenzrelation definiert ist. Per

definitionem gilt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes die Aquivalenz
{A,B} =, {C,D} < d(A,B) =d(C, D) fir A,B,C,D € P,

wobei die Wohldefiniertheit aufgrund der Symmetrieeigenschaft der zugrunde liegenden Ab-

standsfunktion gilt. Die Reflexivitdat, Symmetrie und Transitivitdt der Relation = auf der
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Menge aller héchstens zweielementigen Teilmengen der Punktemenge P ergibt sich umgehend
damit, dass die Gleichheitsrelation ,,=“ die entsprechenden Eigenschaften auf der Menge R

aller reellen Zahlen erfiillt.

Im Rahmen des dritten Beweisschrittes erfolgt der Nachweis, dass die Menge G|, des Tri-
pels (¢,G|c,=q,) eine Geradenmenge entsprechend der definitorischen Festlegung einer

metrisch-normalen euklidischen Ebene darstellt.

3. Beweisschritt: Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) zeigen

wir, dass die Menge {ma ple: A,B €e AN A# B}, wobeimaple := {X €e: {A, X} =4 {X,B}}
fiir zwei verschiedene Punkte A und B der Ebene ¢, zur Menge G|, identisch ist; wir zeigen

also die Gleichung: §G|c = {map|c: A,B€e N A+ B}.

.2 Fiir zwei verschiedene Punkte A und B der Ebene € sei die Menge my gl gegeben.
Mit der definitorischen Festlegung der Ebenen innerhalb des metrisch-normalen euklidischen

Raumes erhalten wir die Gleichung
maple={X €e: {4, X} =] {X,B}} ={X €e: {4, X} = {X,B}} =enNmap,

also dass die Menge my p|. innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes zum
Schnitt der beiden Ebenen € und my p identisch ist. Die Punkte A und B liegen in der
Ebene €, aber nicht in der Ebene m4 g, sodass die beiden Ebenen zueinander verschieden
sind. Die Verbindungsgerade der Punkte A und B liegt nach dem Satz 2.2.2.1 vollstdndig in
der Ebene € und besitzt nach dem Satz 2.2.2.2 mit der Ebene my4 g genau einen gemeinsamen
Punkt. Folglich sind die Ebenen € und m4 g nicht disjunkt. Zusammenfassend erhalten wir,
dass die Menge m 4 p|e zum Schnitt zweier nicht disjunkter, verschiedener Ebenen identisch
ist. Damit stellt sie innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes per definitionem
eine Gerade des Raumes dar, wobei jeder ihrer Punkte nach ihrer definitorischen Festlegung

in der Ebene € liegt. Demnach ist die Gerade my g|. in der Menge G|, enthalten.

»,C“ Es sei eine Gerade g der Menge G|. gegeben. Als eine in der Ebene ¢ liegende Gerade
des metrisch-normalen euklidischen Raumes liegen auf der Geraden g nach dem Satz 2.2.2.3
zwei verschiedene in der Ebene € liegende Punkte A und B; aufgrund des Axioms Vg ist die

Gerade zur Verbindungsgeraden (A, B) der beiden Punkte identisch.
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Die Menge my p|. fiir die Punkte A und B stellt nach der soeben gezeigten Teilmengen-
beziehung eine weitere Gerade der Menge G|, innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes dar. Aufgrund des Satzes 2.2.2.2 erhalten wir mir dem Satz 2.2.2.3 die Existenz
eines Punktes C, der auf der Geraden m4 gl., aber nicht auf der Verbindungsgeraden der
Punkte A und B liegt. Mit den Punkten A, B und C existieren innerhalb der Ebene € al-
so drei nicht kollineare Punkte. Nach dem ersten Beweisschritt stellt das Paar (e, G|.) eine
affine Ebene dar. Der Parallelogrammergénzungssatz liefert innerhalb der Ebene ¢ die Exis-
tenz eines Punkt D derart, dass das Quadrupel (A, C, B, D) ein Parallelogramm darstellt.
Die definitorische Festlegung eines Parallelogramms in der affinen Ebene erlaubt die Anwen-
dung des Kongruenzaxioms innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (siehe
hierzu Kapitel 2.2.1). Ferner liefert die definitorische Festlegung, dass auch jedes Quadrupel,
das durch zyklisches Vertauschen der Punkte A, B, C' und D entsteht, ein Parallelogramm
darstellt. Unter Beriicksichtigung, dass der Punkt C' auf der Geraden my gl liegt und die
Relation =, per definitionem eine Restriktion der Relation = auf die Ebene € ist, erhalten

wir die Beziehung
{B7D} =d {A,C} =d {C7B} =d {AaD}

und zusammen mit der soeben in dem zweiten Beweisschritt nachgewiesenen Transitivitat

der Relation =, als Aquivalenzrelation die Beziehungen
{C,A} =4 {A,D} und {C,B}=4.{B,D}.

Die Punkte A und B sind also Elemente der Menge m¢ pl.. Mit der soeben gezeigten Teil-
mengenbeziehung stellt diese Menge innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes
eine Gerade der Menge G|. dar. Schlieklich erhalten wir mit dem Axiom Vg, dass die Ge-
rade g als die Verbindungsgerade der Punkte A und B gleich der Menge m¢ pl. ist; es gilt

somit die hier zu zeigende Teilmengenbeziehung.

4. Beweisschritt: Zum Nachweis, dass das Tripel (¢, G|c,=g4.) eine metrisch-normale euklidi-

sche Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G,d=) ist, bleibt
schlieflich zu zeigen, dass das Tripel das Kongruenz-, Lineal- und Teilungsaxiom einer
metrisch-normalen euklidischen Ebene erfiillt. Dabei folgt die Giiltigkeit der Axiome fiir

das Tripel (¢, G|c, =q,) umgehend daraus, dass die entsprechenden Axiome bzw. deren Aus-
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sagen innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G, d=) gelten (siehe defi-
nitorische Grundlegung des metrisch-normalen euklidischen Raumes bzw. auch die Bemer-

kung 2.2.2.8 im Folgenden). O

Korollar 2.2.2.7. Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, E£,G,d=) ist
mit der Abstandsgleichheit =, eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller héchstens zwei-

elementigen Punktemengen definiert.

Beweis:

Die Aussage ist mit dem zweiten Beweisschritt des Satzes 2.2.2.6 bereits nachgewiesen. []

Bemerkung 2.2.2.8. Greifen wir basierend auf dem soeben nachgewiesenen Satz 2.2.2.6 in-
nerhalb eines metrisch-normalen euklidischen Raumes auf die Theorie der metrisch-normalen
euklidischen Ebene zuriick, dann eingebettet in die axiomatische Grundlage des Raumes, oh-
ne die Verwendung der in meiner Masterarbeit (2018) erfolgten Untersuchung einschrénken
zu miissen. Im Spezifischen stehen in diesem Zusammenhang die Aussage des Zirkelaxioms
sowie die Forderung nach der Nichtleere beziiglich des Teilungsaxioms im Fokus; beides sind
Aussagen, die in der vorliegenden Arbeit sowohl im rdumlichen als auch ebenen Kontext
bewiesen, nicht axiomatisch gefordert werden (siehe hierzu Kapitel 2.2.1).

Die Untersuchung der Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene respektive einzelne
Untersuchungsergebnisse meiner Masterarbeit (2018) greifen wir in der vorliegenden Arbeit
explizit an den jeweils relevanten Stellen auf. Die Theorie der metrisch-normalen euklidischen
Ebene meiner Masterarbeit (2018) versteht sich wie auch die Theorie des metrisch-normalen
euklidischen Raumes der vorliegenden als das spezifische Produkt der jeweiligen Arbeit. In
dieser Hinsicht sei beziiglich der Angabe von Quellen angemerkt, dass diese im Wortsin-
ne der indirekten Quelleniibernahme speziell fiir die jeweilige Theorie genutzt bzw. nutzbar

gemacht werden.

Bemerkung 2.2.2.9. Auf der Grundlage des Satzes 2.2.2.6 sprechen wir innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) im Allgemeinen davon, dass eine Ebe-

ne € des Raumes eine metrisch-normale euklidische Ebene darstellt, wenngleich Bezug auf
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das Tripel (e,G|c,=q.) genommen wird. Jede in einer solchen Ebene e liegende Gerade
kann als eine Gerade der metrisch-normalen euklidischen Ebene oder als eine Gerade des
metrisch-normalen euklidischen Raumes aufgefasst werden. Diesbeziiglich liefert der drit-
te Beweisschritt des Satzes 2.2.2.6, dass eine Gerade {X €e: {4, X} =, {X,B}} fiir zwei
verschiedene Punkte A und B der Ebene € zum Schnitt der Ebenen e und m4 g identisch
ist. Entsprechend sei die Menge {X € e: {4, X} =4. 1X, B}} innerhalb des metrisch-normalen

cuklidischen Raumes (P, €, G, d=) mit dem Symbol m4 g|. charakterisiert.

Zur Anforderung (ii)

Auf der Grundlage des Satzes 2.2.2.6 beschreibt jede Ebene innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, £, G, d=) eine metrisch-normale euklidische Ebene. Demzufolge sind
die Untersuchungsergebnisse zur Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene, die Un-
tersuchungsergebnisse meiner Masterarbeit (2018) auf jede Ebene des Raumes anwendbar.
In Bezug zum Aspekt der rdumlichen Erweiterung ist damit ein Erfordernis von insgesamt
zwei gezeigt, die es in dem vorliegenden Kapitel nachzuweisen gilt. Das zweite ist aufbauend
auf dem ersten das, dass innerhalb des Raumes die Restriktion auf eine metrisch-normale
euklidische Ebene zur Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene strukturgleich ist.
Zunachst sei in diesem Zusammenhang die Bedeutung von ,strukturgleich® erldutert.

Allgemein ist der beschriebene Zusammenhang zwischen der Theorie des metrisch-normalen
euklidischen Raumes in der vorliegenden Arbeit zu der in meiner Masterarbeit (2018) ent-
wickelten Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene fachdidaktisch motiviert (siehe
eingangs von Kapitel 2.2). Fiir den Geometrieunterricht der allgemeinbildenden Sekundarstu-
fe ist ein Perspektivwechsel zwischen (Anschauungs-)Ebene und (Anschauungs-)Raum in der
Art charakteristisch, dass ausgehend von der ebenen Geometrie Zusammenhénge zwischen
der ebenen und raumlichen Geometrie im Fokus der Untersuchung stehen (siche Kapitel 2.1).
Dies schlieftt neben dem Aspekt, dass die in der Anschauungsebene geltenden Eigenschaf-
ten und Relationen in jeder Ebene des Anschauungsraumes angewendet werden konnen,
den Aspekt ein, dass umgekehrt die innerhalb des Anschauungsraumes in einer Ebene ge-
troffenen eben-geometrischen Untersuchungen auf die Anschauungsebene iibertragen werden
konnen. Ein solcher Perspektivwechsel spiegelt zugleich unsere Raumanschauung wider. Sa-
lopp gesagt: Die Ebenen des Anschauungsraumes und die Anschauungsebene verstehen sich

als gegenseitige Kopien.
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Mathematisch driickt sich dies in der Isomorphie aus. Fiir die Theorie des metrisch-normalen
euklidischen Raumes begriinden wir mit dem Kapitel 5 in der vorliegenden Arbeit, dass jedes
ihrer Modelle zum Anschauungsraum respektive zu dessen mathematisches Modell, wobei
dieses selbst ein Modell eines metrisch-normalen euklidischen Raumes darstellt, isomorph ist
(siche hierzu Kapitel 6.1). Analoges lésst sich fiir die Theorie der metrisch-normalen eukli-
dischen Ebene in Bezug zur Anschauungsebene respektive zu deren mathematischen Modell
folgern. (Auf diesen expliziten Nachweis sei in der vorliegenden Arbeit verzichtet.) Schliefs-
lich erhalten wir, dass jede Ebene des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=)
mit dem Satz 2.2.2.6 zu jedem weiteren Modell einer metrisch-normalen euklidischen Ebe-
ne isomorph ist, also dass jede Ebene des metrisch-normalen euklidischen Raumes bis auf

Isomorphie die Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene reprasentiert.



3 Grundbegriffe

Ein streng formalistischer Aufbau wie ihn etwa Hilbert (1987) mit seinen ,Grundlagen der
Geometrie* fiir die euklidische Geometrie verfolgt, zeichnet sich im Kern dadurch aus, dass
die Theorie implizit aus sich selbst heraus, ohne Riickgriff auf bereits Bekanntes entwickelt
wird (vgl. WuRing 2009, S. 173-177). Im Besonderen sind selbst Grundbegriffe nicht expli-
zit definiert, sondern implizit-axiomatisch beschrieben; sie werden durch die in den Axiomen
beschriebenen Zusammenhénge charakterisiert (vgl. Wuking 2009, S. 173-177). Dementspre-
chend ist die oft zitierte Aussage Hilberts zutreffend: ,\Man muf [sic!] jederzeit an Stel-
le von ,Punkte, Geraden, Ebenen‘ |Tische, Stiihle, Bierseidel’ sagen kénnen® (zitiert nach
Blumenthal 1935, S. 403).

In Anlehnung an Meschkowski (1966, S. 13-17) lasst sich die Auffassung dariiber, was un-
ter Grundbegriffen zu verstehen ist, weiter fassen. Theorien wie etwa die der reellen Zahlen
oder die der Mengenlehre lassen sich als mathematische ,Fertigteile“ auffassen. Auf dieser
Basis verstehen sich die Grundbegriffe einer Theorie als diejenigen Begriffe, die der Theorie
explizit zugrunde liegen. Angewendet auf die Theorie des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, £, G, d=) bedeutet dies, dass die Grundbegriffe die elementaren mathematischen
Begriffe der Theorie umfassen, die Punkte, Ebenen, Geraden sowie den Abstandsbegriff.

Vor dem Hintergrund des fachdidaktischen Anspruchs an die Theorie des metrisch-normalen
euklidischen Raumes ist in Anlehnung an Stréfer (2015, S. 1f.) die Frage nach den Grund-
begriffen noch weiter zu fassen, weniger aus rein mathematischer Perspektive zu beant-
worten. Grundbegriffe verstehen sich im Rahmen der Theorie des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes als die mathematisch notwendigen Begriffe fiir das Lehren/Lernen der
(Raum-)Geometrie. Die Orientierung an den KMK-Bildungsstandards (2012; 2022) stiitzt
sich hierbei im Besonderen durch die Gymnasiallehrpléne des Bundeslandes Bayern und
des Saarlandes fiir die Klassenstufen fiinf und sechs (vgl. hierzu ISB 2022a/ISB 2022b;
MBK-SL 2014a/MBK-SL 2014b).
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3.1 Punkte, Geraden und Ebenen

Allgemein stellen Ebenen und Geraden innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) Teilmengen der Punktemenge P dar. Eine Ebene des Raumes ist durch die
Menge ma,p := {X € P: {A, X} =4 {X, B}} fiir zwei verschiedene Punkte A und B definiert,
eine Gerade als die Schnittmenge zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen. Fiir eine
Gerade gilt damit basierend auf dem Satz 2.2.2.6, dass sie stets in einer metrisch-normalen
euklidischen Ebene € des Raumes liegt. In diesem Zusammenhang lésst sich eine Gerade als
die zur Menge ma gle := {X € e: {4, X} =4, {X, B}} fiir zwei verschiedene Punkte A und B
der Ebene € identische Menge beschreiben (siehe hierzu Bemerkung 2.2.2.9).

Auf der Grundlage ihrer definitorischen Festlegung beschreibt eine Ebene des metrisch-
normalen euklidischen Raumes (P, &,G,d=) eine Punktemenge, die in Bezug zu zwei be-
liebigen verschiedenen, aber festen Punkten, einen jeden Punkt umfasst, der zu den beiden
Punkten einen identischen Abstand besitzt. Entsprechend beschreibt eine Gerade als Teil-
menge einer Ebene des Raumes eine Punktemenge, die in Bezug zu zwei beliebigen verschie-
denen, aber festen Punkten, der jeweiligen Ebene einen jeden Punkt umfasst, der zu den
Punkten einen identischen Abstand besitzt. Beziiglich der Geraden teilt bereits G. W. Leib-
niz (*1646, 11716) die Idee einer solchen Charakterisierung (vgl. Schroder 1985, S. 15). Die
Moglichkeit dieser geometrischen Beschreibung der Ebenen und Geraden mittels der Relation
der Abstandsgleichheit sei an dieser Stelle mit Blick auf den Geometrieunterricht explizit her-
vorgehoben: Sie ergénzt die anschaulich-deskriptive Beschreibung von Ebenen und Geraden,
die im Geometrieunterricht der Sekundarstufe I mit dem Funktionsbegriff sowie im Geo-
metrieunterricht der Sekundarstufe IT mit der analytischen Geometrie verkniipft wird (vgl.
hierzu Henn/Filler 2015, S. 150-155), um eine geometrische Beschreibung. (Im Geometrie-

unterricht ist die geometrische Beschreibung meines Erachtens jedoch weniger présent.)

3.1.1 Inzidenz

Die Inzidenz beschreibt die grundlegende Beziehung zwischen Punkten, Geraden und Ebe-
nen, und zwar deren gegenseitige Verkniipfung (vgl. zusétzlich Filler 1993, S. 62). Innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G, d=) driickt sich diese in der Element-
bzw. Teilmengenbeziehung aus. Axiomatisierungen, die auf eine mengentheoretische Formali-

sierung verzichten, nutzen Relationsbegriffe wie ,,Zusammengehtren” oder wie die ,Inzidenz*
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selbst (vgl. Filler 1993, S. 124 f.; Hilbert 1987, S. 2—4). Ferner beginnen zahlreiche Axiomati-
sierungen der euklidischen (Raum-)Geometrie mit den Axiomen zur Inzidenz und unterglie-
dern sich darauthin in weitere Axiomengruppen, etwa Axiomatisierungen wie die von Hil-
bert (1987) oder Moise (1990). Ein solch sukzessives Vorgehen ist in der Regel mathematisch
motiviert (vgl. Filler 1993, S. 64). Vor dem Hintergrund des fachdidaktischen Anspruchs
der vorliegenden Arbeit ist ein sukzessiver Aufbau fiir die Theorie des metrisch-normalen
euklidischen Raumes nicht adéquat (siehe auch Kapitel 2.2). Von (mathematischen) Inter-
esse, ist die Untersuchung von Geometrien, die sich entsprechend des sukzessiven Aufbaus
auf einzelne Axiomengruppen reduzieren (vgl. hierzu Filler 1993, S. 64). In diesem Zusam-
menhang verdeutlichen insbesondere Modelle der Inzidenzgeometrie die Unvollkommenheit
solcher Geometrien in Bezug zur euklidischen Geometrie; die Modelle sind zu unserer in-
tuitiven Vorstellung der euklidischen Geometrie mitunter recht ambivalent. Allgemein ist
die Ambivalenz desto grofer, je weniger Axiome zugrunde liegen (vgl. Filler 1993, S. 64).
Anhand eines Modells der Inzidenzgeometrie sei der Leser hierfiir sensibilisiert. Das dem

Beispiel zugrunde liegende Modell orientiert sich an Moise (1990, S. 47).

Ein Modell der Inzidenzgeometrie

Es sei eine vierelementige Menge P; gegeben. Die Elemente der Menge werden als Punkte
bezeichnet. Jede zweielementige Punktemenge wird weiter als Gerade sowie jede dreielemen-
tige Punktemenge als Ebene bezeichnet. Die Menge aller Ebenen sei mit dem Symbol £ und

die aller Geraden mit dem Symbol G; charakterisiert:

Er = {{X1, X2, X3} CP: |{X1, X, X3}| = 3} mit |&;] = (3) = 4.

gI = {{Xl’XQ} g P |{X17X2}| = 2} mit |g1| = (;1) = 6.

Das Modell (Py, £, G;) beschreibt eine raumliche Inzidenzgeometrie im Sinne Hilberts (1987);
es erfiillt die Axiome der Inzidenz nach Hilbert (1987, S. 2-4): (Die Formulierung der Axiome

wurde an die Sprechweisen der vorliegenden Arbeit angepasst.)

1) Es gibt mindestens vier verschiedene, nicht komplanare sowie mindestens drei verschiedene,
nicht kollineare Punkte, weiter enthdlt jede Gerade mindestens zwei verschiedene sowie jede

Ebene mindestens einen Punkt — Im Modell (P, Er,Gr) gilt dies per definitionem.
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2) Drei verschiedene, nicht kollineare Punkte liegen stets in genau einer Ebene — Die Ebenen-

menge & des Modells (Pr, £1, Gr) ist gleich der Menge aller dreielementigen Kombinationen
aus der Punktemenge P;, sodass das Modell die Aussage des Axioms erfiillt.

3) Zwei verschiedene Punkte liegen stets auf genau einer Geraden — Die Geradenmenge Gr

des Modells (Py, Er,Gr) ist gleich der Menge aller zweielementigen Kombinationen aus der

Punktemenge P;, sodass das Modell die Aussage des Axioms erfiillt.

4) Der Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen ist eine mindestens zweielemen-
tige Punktemenge — Im Modell (Pr, &7, Gr) besitzt der Schnitt zwei verschiedener Ebenen
stets genau zwei Punkte (und ist somit eine Gerade).

5) Liegen zwei verschiedene Punkte einer Geraden in einer Ebene, so liegt die gesamte Gerade

in dieser Ebene — Per definitionem enthélt jede Gerade im Modell (Pr, &y, Gr) lediglich

zwei verschiedene Punkte, womit die Aussage des Axioms gilt.

In den Abbildungen 3.1 und 3.2 ist das Modell (P;, &, Gr) veranschaulicht. Hier gilt es zu

beachten, dass das Modell ausschlieflich aus den Eckpunkten der dargestellten Pyramide
besteht, die gestrichelten Kanten und farbig unterlegten Flachen die Geraden und Ebenen

als zwei- bzw. dreielementige Punktemenge symbolisieren (vgl. zusétzlich Moise 1990, S. 47).

Abbildung 3.2: Inzidenzmodell-T1

Abbildung 3.1: Inzidenzmodell-I
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Entgegen der raumperspektivischen Visualisierung des Modells kann das Modell wie in den
Abbildungen 3.3 und 3.4 auch aus einer ebenen Perspektive visualisiert werden. Auf mathe-
matischer Seite ist zugleich eine ebene-geometrische Interpretation gegeben, und zwar stellt
das Tripel (P, &1, Gr) ohne die Betrachtung der Ebenenmenge &; (also das Paar (P, Gr))
das kleinstmégliche Modell einer affinen Ebene dar (vgl. Karzel et al. 1973, S. 13; siehe auch
Kapitel 2.2.1).

Abbildung 3.3: Inzidenzmodell-111 Abbildung 3.4: Inzidenzmodell-IV
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Quelle: Eigene Darstellung (mit GeoGebra) Quelle: Eigene Darstellung (mit GeoGebra)

Schlieflich zeigt sich anhand der Visualisierung in den Abbildungen 3.1-3.4 und den verschie-
denen mathematischen Interpretationsmoglichkeiten, dass eine auf einzelne Axiomengruppen
der euklidischen Geometrie (unserer Anschauung) eingeschrinkte Geometrie, hier die Inzi-
denzgeometrie nach Hilbert (1987), mitunter recht unvollkommen ist. Des Weiteren zeigt sich
insbesondere im Hinblick auf die verschiedenen mathematischen Interpretationsmdoglichkei-
ten, dass unsere Anschauung zu mathematischen Fehlschliissen fithren kann, geometrische
Schlussfolgerungen (auch im Geometrieunterricht) keinesfalls alleine auf unserer Anschauung

basieren sollten respektive kdnnen.

Inzidenzgeometrische Betrachtung in (P, £,G, d-)

Zwei Aussagen zur Inzidenz sind in dem metrisch-normalen euklidischen Raum (P, &, G, d=)
bereits mit den Verbindungsaxiomen Vg und V¢ fiir Geraden bzw. Ebenen dargelegt. Zahl-
reiche Axiomatisierungen der euklidischen (Raum-)Geometrie fordern in Bezug zur Aussage
des Verbindungsaxioms Vg neben der Existenz auch die Eindeutigkeit axiomatisch, etwa

Axiomatisierungen wie die von Hilbert (1987) oder Moise (1990). Innerhalb des metrisch-
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normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) erweitern wir das Axiom mit dem Satz 3.1.1.1
um die Eindeutigkeit. Ein entsprechender Nachweis zeigt sich auch in der Axiomatisierung
Schroders (1985, S. 212). Gleiches gilt in Bezug zur inzidenzgeometrischen Aussage des dar-
auffolgenden Satzes 3.1.1.2, sodass auch diese Aussage innerhalb des metrisch-normalen eu-

klidischen Raumes (P, £, G, d=) nicht axiomatisch zu fordern ist.

Satz 3.1.1.1. Durch drei nicht kollineare Punkte geht innerhalb des metrisch-normalen

euklidischen Raumes (P, €, G, d=) genau eine Ebene.

Beweis: (vgl. Schroder 1985, S. 212)

Es seien drei nicht kollineare Punkte A, B und C innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes gegeben. Das Verbindungsaxiom-Ebenen liefert umgehend die Existenz einer
Ebene €, die durch die Punkte A, B und C geht.

Die Eindeutigkeit zeigen wir mittels eines Widerspruchsbeweises. Hierzu sei 7 eine von €
verschiedene Ebene, die durch die Punkte A, B und C' geht. Die Ebenen ¢ und 7 sind
verschieden, aber nicht disjunkt. Thre Schnittmenge ist innerhalb des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes eine durch die Punkte A, B und C' gehende Gerade, was allerdings im
Widerspruch zur Nichtkollinearitdt der Punkte steht. O

Anlehnend an das Verbindungsaxiom Vg bezeichnen wir die nach dem soeben bewiesenen
Satz 3.1.1.1 (in Erweiterung des Axioms V¢) eindeutig existierende Ebene als die Verbin-

dungsebene (A, B,C) der Punkte.

Satz 3.1.1.2. Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) existieren

mindestens vier nicht komplanare Punkte.

Beweis: (vgl. Schroder 1985, S. 212)

Mit der definitorischen Festlegung der Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes
existieren innerhalb des Raumes mindestens zwei verschiedene Punkte A und B. Die durch
die beiden Punkte innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes charakterisierte
Ebene m4 p enthélt nach dem Satz 2.2.2.5 mindestens drei nicht kollineare paarweise ver-

schiedene Punkte. Diese Punkte liegen gemeinsam ausschlieftlich in der Ebene my4 p nach
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dem Satz 3.1.1.1, wobei diese Ebene per definitionem weder den Punkt A noch den Punkt B

enthélt. Schlieflich ist das zu Zeigende nachgewiesen. 0J

Bemerkung 3.1.1.3. Fiir je drei von vier nicht komplanaren Punkten innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) gilt stets die Nicht-Kollinearitit, da anderenfalls
die vier Punkte im Gesamten aufgrund des Satzes 3.1.1.1 bzw. aufgrund der definitorischen
Festlegung der Geraden innerhalb des Raumes komplanar sind, was ein Widerspruch dar-
stellt. Fiir drei nicht kollineare Punkte innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) wiederum gilt aufgrund des Axioms Vg (unter Beriicksichtigung der Zwei-
elementigkeit der Punktemenge P im Falle, dass die drei Punkte identisch sind), dass die
Punkte paarweise zueinander verschieden sind. Fiir vier nicht komplanare Punkte erhalten
wir damit zugleich weiter, dass diese ebenfalls zueinander paarweise verschieden sind.

Angemerkt sei hier, dass wenn wir von ,zwei Punkten (A und B)“ sprechen, diese sowohl
identisch als auch verschieden sein konnen. Zur Charakterisierung des Letztgenannten spre-
chen wir explizit von ,,zwei verschiedenen, bei einer groferen Anzahl teilweise auch von
»paarweise verschiedenen. Fiir weitere Untersuchungsobjekte wie Geraden oder Ebenen gilt
entsprechendes. In der Fachliteratur zeigt sich hinsichtlich der Sprechweise kein einheitliches
Vorgehen (vgl. Martin 1975, S. 34f.). Es existieren durchaus Axiomatisierungen, die eine
Unterscheidung wie in der vorliegenden Arbeit nicht treffen, sondern die Gleichheit der Un-
tersuchungsobjekte bereits durch die Nennung der Anzahl ausschliefen (vgl. Martin 1975,
S. 34f.). Meines Erachtens ist die Vorgehensweise der vorliegenden Arbeit mit Blick auf die
definitorische Festlegung solcher Relationen wie der ,Parallelitat oder ,Kongruenz® strin-
genter. Parallele bzw. kongruente Geraden etwa — es wird in der Mehrzahl gesprochen —
kénnen durchaus zueinander identisch sein (sieche hierzu Kapitel 3.1.2 und 3.4). Das Vor-
gehen in der vorliegenden Arbeit wird (vor dem Hintergrund des fachdidaktischen Aspekts
ihrer Zielsetzung) mit Blick auf die analytische Geometrie (der Sekundarstufe II) unterstri-
chen; so ldsst sich eine Gerade/Ebene beispielsweise mittels ,verschiedener” algebraischer

Gleichungen beschreiben.

In dem Nachweis des vorangegangenen Satzes 3.1.1.2 nutzen wir mit dem Satz 2.2.2.5 ei-
ne Aussage, die selbst eine inzidenzgeometrische Aussage innerhalb des metrisch-normalen

euklidischen Raumes (P, &,G,d=) darstellt. Das Kapitel 2.2.2 erfordert gemeinhin in Be-
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zug zu dem vorliegenden Kapitel ein Vorgreifen auf einzelne inzidenzgeometrische Aussagen.
Das vorliegende Kapitel zur Inzidenz innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,E&,G,d=) schliefen wir mit den Sétzen 3.1.1.4 und 3.1.1.5. Diese erweitern im Hin-
blick auf den Satz 3.1.1.1 die Fille, in denen eine eindeutig bestimmte Ebene innerhalb des

metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) existiert.

Satz 3.1.1.4. (vgl. Mitschka 1977, S. 160) Fiir eine Gerade und einen nicht auf dieser Gerade
liegenden Punkt existiert innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=)

genau eine Ebene, sodass die Gerade und der Punkt gemeinsam in der Ebene liegen.

Beweis: (vgl. Mitschka 1977, S. 160)

Es sei eine Gerade g und ein nicht auf der Geraden liegender Punkt A innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes gegeben. Aufgrund des Satzes 2.2.2.3 liegen auf der Geraden ¢
zwei verschiedene Punkte B und C'. Nach dem Verbindungsaxiom-Geraden gibt es innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes neben der Geraden g keine weitere zur Gera-
den g verschiedene Gerade, die durch die Punkte B und C' geht. Zusammenfassend existieren
mit den Punkten A, B und C innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes drei
nicht kollineare Punkte. Nach dem Satz 3.1.1.1 liegen die Punkte gemeinsam in einer ein-
deutig bestimmten Ebene, die aufgrund des Satzes 2.2.2.1 zugleich die Gerade g als die
Verbindungsgerade der Punkte B und C' enthélt. Damit gilt das zu Zeigende. U

Satz 3.1.1.5. (vgl. Moise 1990, S. 46) Fiir zwei Geraden, die genau einen gemeinsamen
Punkt besitzen, existiert innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d-)

eine eindeutig bestimmte Ebene, in der die beiden Geraden gemeinsam liegen.

Beweis: (vgl. Moise 1990, S. 46)

Es seien zwei Geraden g und h mit genau einem gemeinsamen Punkt A innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes gegeben. Aufgrund des Satzes 2.2.2.3 existiert auf
beiden Geraden jeweils ein von dem Punkt A verschiedener Punkt, der nicht auf der jeweils
anderen Gerade liegt. Zusammen mit dem Satz 2.2.2.1 folgt umgehend aus dem Satz 3.1.1.4,
dass die Gerade g und h innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes gemeinsam

in einer eindeutig bestimmten Ebene liegen. 0
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3.1.2 Parallelitat und Orthogonalitat

Die Betrachtung der ,Inzidenz* (3.1.1) als die gegenseitige Verkniipfung zwischen Punkten,
Geraden und Ebenen ist von der Betrachtung der Lagebeziehung von Geraden/Ebenen nicht
trennscharf abzugrenzen, vielmehr herrscht ein fliekender Ubergang.

Basierend auf der inzidenzgeometrischen Aussage des Verbindungsaxioms-Geraden schran-
ken sich die moglichen Lagebeziehungen zweier Geraden innerhalb des metrisch-normalen

euklidischen Raumes (P, €, G, d=) auf drei Fille ein (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 9f.):

Definition 3.1.2.1. Es seien zwei Geraden g und h gegeben. Die beiden Geraden...

a) ...heifen zueinander parallel, wenn sie identisch sind (¢ = h) oder gemeinsam in einer

0); in Zeichen: g || h.

g
Ebene liegen und keine Punkte gemeinsam haben (¢ N A
b) ...heiken windschief, wenn sie nicht komplanar und als Punktemengen disjunkt sind.

¢) ...schneiden sich im (Schnitt-)Punkt A, das heifst, die beiden Geraden g und h besitzen

genau einen Punkt A gemeinsam (g Nh = {A}).

Beachtet sei, dass aufgrund des Satzes 2.2.2.3 die Menge aller sich schneidender Geraden
und die Menge aller paralleler (identischer) Geraden zueinander disjunkt sind. Entsprechend
der Definition 3.1.2.1 sind zwei Geraden g und h genau dann nicht parallel (g }f h), wenn die
beiden Geraden einen Schnittpunkt besitzen oder zueinander windschief sind.

Der Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen stellt per definitionem innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) eine Gerade dar. Auf dieser Grund-
lage lassen sich die moglichen Lagebeziehungen zweier Ebenen wie folgt charakterisieren (vgl.

Quaisser/Sprengel 1989, S. 10f.):

Definition 3.1.2.2. Es seien zwei Ebenen € und 1 gegeben. Die beiden Ebenen...

a) ...heiken zueinander parallel, wenn sie identisch sind (¢ = 1) oder keine gemeinsamen

Punkte besitzen (e Ny = 0); in Zeichen: € || n.

b) ...schneiden sich in einer (Schnitt-)Geraden g, das heifst, die beiden Ebenen ¢ und 7

besitzen genau eine Gerade g gemeinsam (e N7 = g).
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Eine Ebene und eine nicht in der Ebene liegende Gerade besitzen aufgrund des Satzes 2.2.2.1
hochstens einen Punkt gemeinsam, womit sich innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, £, G, d=) die moglichen Lagebeziehungen einer Geraden und Ebene ebenfalls auf

zwei Fille beschranken (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 10):

Definition 3.1.2.3. Es sei eine Gerade g und Ebene € gegeben. Die Gerade und Ebene...

a) ...heifsen zueinander parallel, wenn sie keine gemeinsamen Punkte besitzen (g Ne = ()

oder die Gerade in der Ebene liegt (g C €); in Zeichen: g || e.

b) ...schneiden sich im (Schnitt-)Punkt A, das heifst, die Gerade g und die Ebene € be-

sitzen genau einen Punkt A gemeinsam (g Ne = {A}).

Parallelitat

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) erweitert sich der Par-
allelitatsbegriff im Vergleich zu der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der
metrisch-normalen euklidischen Ebene um die Parallelitiat zwischen zwei Ebenen sowie zwi-
schen einer Geraden und Ebene. Zwei Geraden innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, &, G, d=) sind genau dann zueinander parallel (unter Beriicksichtigung der defi-
nitorischen Festlegung einer Geraden, in dem Falle, dass die Geraden zueinander identisch
sind), wenn sie in einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene des
Raumes parallel sind (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 19). Im Allgemeinen steht die Komplanaritét
zweier (disjunkter) Geraden hinsichtlich ihrer Parallelitét innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes nicht zur Disposition.

Die Komplanaritét beziiglich zweier aus dem Parallelenaxiom resultierender paralleler Gera-
den ist innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) mit Satz 3.1.1.4
eindeutig auf eine Ebene festgelegt. Nach dem Satz 3.1.1.4 existiert innerhalb des Raumes fiir
eine Gerade und einen nicht auf der Geraden liegenden Punkt genau eine Ebene, in der der
Punkt und die Gerade gemeinsam liegen. Basierend auf dem Satz 3.1.1.4, dessen Nachweis
ohne jegliche (auch vorherige) Anwendung des Parallelenaxioms erfolgt, beschreibt die Aussa-
ge des Parallelenaxioms innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=)
letztlich ein ebenes Axiom (vgl. Hilbert 1987, S. 28f.; Mitschka 1977, S. 170f.). Ohnehin
gilt die Aussage des Parallelenaxioms wie auch dessen Verallgemeinerung aufgrund des Sat-

zes 2.2.2.6 in jeder Ebene des Raumes, eben als eine metrisch-normale euklidische Ebene des
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Raumes (vgl. hierzu Lauer 2018). Das verallgemeinerte Parallelenaxiom zeigen wir innerhalb

des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) mit dem

Satz 3.1.2.4. (Verallgemeinertes Parallelenaziom; vgl. auch Schroder 1985, S. 16 u. 213) Es
sei eine Gerade g und ein Punkt A gegeben. Dann existiert genau eine durch den Punkt A

gehende, zur Geraden g parallele Gerade.

Beweis: (vgl. Schroder 1991, S. 8f.)

Liegt der Punkt A nicht auf der Geraden g, so gilt innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes die Behauptung mit dem Parallelenaxiom. Anderenfalls erhalten wir aufgrund
des Verbindungsaxioms-Geraden innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes, dass
jede durch den Punkt A gehende Gerade entweder die Gerade g schneidet oder zur Geraden g
identisch ist, womit in diesem Fall mit der Geraden g eine eindeutig bestimmte durch den

Punkt A gehende, zur Geraden g parallele Gerade existiert. U

Korollar 3.1.2.5. Es sei eine Gerade g gegeben. Jede zur Geraden g Parallele, die durch

einen Punkt der Geraden geht, ist zur Geraden g identisch.

Beweis:

Die Aussage folgt umgehend aus dem soeben erfolgten Nachweis des Satzes 3.1.2.4, des ver-

allgemeinerten Parallelenaxioms. 0

Die mit dem Satz 3.1.2.4 eindeutig bestimmte Parallele bezeichnen wir als die Paralle-
le (Al g) durch A zu g. Basierend auf dem (verallgemeinerten) Parallelenaxiom erhalten

wir innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) weiter den

Satz 3.1.2.6. (vgl. Schroder 2014b, S. 16) Es seien eine zueinander parallele Ebene € und
Gerade g gegeben. Dann liegt jede zur Geraden g Parallele, die durch einen Punkt der Ebene €
geht, in der Ebene e.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: Schroder 2014b, S. 16)
Es sei (A || g) die Parallele zur Geraden g durch einen Punkt A der Ebene e. Die Ebe-
ne ¢ und Gerade g sind nach Voraussetzung zueinander parallel. Zum Nachweis, dass die

Parallele (A || g) in der Ebene € liegt, unterscheiden wir hiermit zwei Félle.
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FEs gelte g C e: Liegt der Punkt A innerhalb der Ebene e auf der Geraden g, so liefert das

Korollar 3.1.2.5 die Behauptung. Anderenfalls betrachten wir mit dem Satz 2.2.2.6 die Ebe-
ne € als metrisch-normale euklidische Ebene. Jede metrisch-normale euklidische Ebene erfiillt
die Aussage des Parallelenaxioms (siehe hierzu Kapitel 2.2), womit aus dem Parallelenaxiom

innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes wiederum das zu Zeigende folgt.

Es gelte g N e = (: Dann ist die Gerade g zu ihrer durch den Punkt A der Ebene € gehenden

Parallelen (A || g) disjunkt parallel. Gleichwohl liegen die Geraden als zueinander parallele
Geraden gemeinsam in einer Ebene 7. Die Ebenen € und 7 sind zueinander verschieden, aber
nicht disjunkt; denn beide Ebenen gehen durch den Punkt A, aber die Ebene € durch keinen
Punkt der Geraden g. Der Schnitt beider Ebenen stellt innerhalb des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes per definitionem eine Gerade dar. Diese Gerade geht durch den Punkt A,
liegt gemeinsam mit der Geraden ¢ in der Ebene 7, ist jedoch aufgrund der geltenden Voraus-
setzung zur Geraden g disjunkt. Hieraus folgt mit dem Satz 3.1.2.4, dass die Parallele (A || g)

zur Schnittgeraden der Ebenen e und 7 identisch ist, also in der Ebene € liegt. U

In einer metrisch-normalen euklidischen Ebene stellt die Parallelitdt auf der Menge aller
Geraden eine Aquivalenzrelation, also eine reflexive, symmetrische und transitive Relation
dar (vgl. Lauer 2018, S. 30). Entsprechendes zeigen wir mit dem Satz 3.1.2.7 innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G,d=) auf der Menge G aller Geraden und
auf der Menge £ aller Ebenen. Den Nachweis des Satzes orientieren wir, differenzierter und

mitunter ausfiihrlicher, an der Beweisfiihrung Schréders (2014b, S. 16 1.).

Satz 3.1.2.7. Die Parallelitat stellt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) auf der Menge G aller Geraden sowie auf der Menge £ aller Ebenen eine

Aquivalenzrelation dar.

Beweis: (siehe zuvor, Schroder 2014b)

Per definitionem beschreibt die Parallelitit auf der Menge G aller Geraden sowie auf der
Menge £ aller Ebenen eine reflexive und symmetrische Relation, womit zum Nachweis des
zu Zeigenden die Transitivitdt nachzuweisen bleibt. Diesbeziiglich gliedern wir den Nachweis

in zwel Schritte.
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Transitivitat auf G: Es seien drei Geraden g, h und k derart gegeben, dass die Gerade h zur

Geraden g und k parallel ist. Wir zeigen, dass hieraus die Parallelitdt der Geraden g und k&
folgt: g || h A h| k= g] k.

Ist die Gerade h zur Geraden g oder k identisch, so ergibt sich die Parallelitit der Geraden g
und k umgehend. Mit der Definition 3.1.2.1 bleibt der Fall zu betrachten, dass die Geraden g
und h gemeinsam in einer Ebene € liegen und zueinander disjunkt sind sowie die Geraden h
und k gemeinsam in einer Ebene 7 liegen und ebenfalls zueinander disjunkt sind. Hier diffe-

renzieren, ob die Gerade g zur Ebene 7 disjunkt oder eben nicht disjunkt ist:

FEs gelte g N = (): Damit ist die Gerade g zur Ebene n parallel. Auf der in der Ebene 7
liegenden Geraden k existiert nach dem Satz 2.2.2.3 mindestens ein Punkt A. Durch den
Punkt A betrachten wir die nach dem Satz 3.1.2.4 eindeutig bestimmte Parallele zur Gera-
den g. Zusammen mit dem Satz 3.1.2.6 gilt, dass die Parallele (A || g) in der Ebene 7 liegt,
wie nach Voraussetzung die Geraden h und k. Dabei geht die Parallele (A || g) durch den
Punkt A der Geraden k, die nach Voraussetzung wiederum zur Geraden h disjunkt parallel
ist. Wir erhalten, dass die Parallele (A || g) und die Gerade h innerhalb der Ebene 7 zwei
verschiedene Geraden darstellen. Im Weiteren zeigen wir, dass die Parallele (A || g) zur Ge-
raden A disjunkt, also nach dem Satz 3.1.2.4 zur Geraden k identisch ist und somit das zu
Zeigende, die Parallelitdt der Geraden g und k, gilt.

Die Gerade g und die Parallele (A || g) liegen aufgrund ihrer Parallelitit gemeinsam in einer
Ebene 6. Im Gegensatz zu ihrer Parallelen liegt die Gerade g nach Voraussetzung allerdings
nicht in der Ebene 7, sodass mit der definitorischen Festlegung der Geraden innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes gilt, dass die Ebenen § und 7 sich in der Paralle-
len (A || g) schneiden. Wie bereits gezeigt ist die Parallele zur Geraden h verschieden; wir
erhalten, dass die Gerade h nicht in der Ebene § liegt, im Gegensatz zur Geraden g. Die
Geraden g und h wiederum liegen nach Voraussetzung gemeinsam in der Ebene €. Folglich
schneiden sich die Ebenen ¢ und ¢ in der Geraden g. Zugleich sind die Geraden g und h
nach Voraussetzung zueinander disjunkt parallel. Schlieflich erhalten wir zusammenfassend,
dass die Gerade h zur Ebene ¢ und somit zur Parallelen (A || g) disjunkt ist, also das zu

Zeigende gilt.

FEs gelte g N1 # (): Dann existiert mindestens ein Punkt A, der sowohl in der Ebene 7 als
auch auf der Geraden g liegt. Dabei ist die Gerade g nach Voraussetzung zur Geraden h

parallel, wobei die Gerade h zudem in der Ebene 7 liegt. Zusammen mit dem Satz 3.1.2.6
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erhalten wir, dass die Gerade g ebenfalls eine Gerade der Ebene n darstellt. Innerhalb der
Ebene 7 als eine nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene des Raumes
ist die Parallelitdt auf der Menge aller Geraden eine transitive Relation. Schliefslich folgt aus
der Voraussetzung, dass die Geraden h und k innerhalb der Ebene 7 parallel sind, zusammen
mit der Vertraglichkeit der Parallelitdt in Ebene und Raum, dass Geraden g und h inner-
halb des metrisch-normalen euklidischen Raumes zueinander parallel sind. Damit ist das zu

Zeigende nachgewiesen.

Transitivitdt auf £: Es seien drei Ebenen €, n und § derart gegeben, dass die Ebene n zur

Ebene € und o parallel ist. Wir zeigen, dass hieraus die Parallelitit der Ebenen € und o
folgt: e | n A nld=€]?d.

Ist die Ebene 1 zur Ebene € oder § identisch, so gilt die Parallelitdt der Ebenen € und o
umgehend. Mit der Definition 3.1.2.2 bleibt der Fall zu betrachten, dass die Ebene n zur
Ebene € und ¢ disjunkt ist. Hier bleibt unter der Annahme, dass die Ebenen € und ¢ nicht
disjunkt sind, die Gleichheit der beiden Ebenen zu zeigen; denn sind die Ebenen ¢, § und n

paarweise disjunkt, so gilt bereits das zu Zeigende.

Als zwei zueinander nicht disjunkte Ebenen besitzen die Ebene ¢ und 0 mindestens eine
gemeinsame Gerade ¢ (siehe Definition 3.1.2.2). Beide Ebenen sind nach Voraussetzung zur
Ebene 7 disjunkt, sodass ebenfalls die Gerade g zur Ebene 7n disjunkt ist. Innerhalb der
Ebene n existieren aufgrund des Satzes 2.2.2.5 mit dem Axiom Vg mindestens zwei sich in
einem Punkt A schneidende Geraden. Zusammen mit dem Satz 3.1.1.5 erhalten wir, dass
eine dieser beiden Geraden zur Geraden g disjunkt ist; es sei h die in der Ebene 7 liegende zur
Geraden g windschiefe Gerade. Die Gerade g geht nach dem Satz 2.2.2.3 durch mindestens
einen Punkt B. Durch den Punkt B betrachten wir im Weiteren die nach dem Satz 3.1.2.4
eindeutig bestimmte Parallele zur Geraden h. Wir zeigen, dass die Parallele (B || h) zur
Geraden ¢ verschieden und ebenso wie die Gerade ¢ in der Ebene ¢ und ¢ liegt, also die
beiden Ebenen aufgrund des Satzes 3.1.1.4 bzw. 3.1.1.5 zueinander identisch sind und somit
das zu Zeigende gilt.

Mit der Geraden h existiert eine zur Geraden g windschiefe, in der Ebene 7 liegende Gerade.
Dabei ist die Ebene 1 nach Voraussetzung zur Ebene € und ¢ disjunkt. Ferner liegt die Gera-
de g in den Ebenen € und ¢. Zusammen mit dem Satz 3.1.2.6 erhalten wir, dass die durch den
Punkt B der Geraden g gehende Parallele (B || h) zur Geraden h ebenfalls in den Ebenen e

und ¢ liegt. Die Verschiedenheit der Parallelen zur Geraden ergibt sich umgehend mit der
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Windschiefe der Geraden h zur Geraden g. Zusammenfassend erhalten wir schlielich das

zu Zeigende. 0

Der Satz 3.1.2.7 wirft die Frage auf, ob die Parallelitdt innerhalb des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes (P, £, G, d=) im iibertragenen Sinne auch zwischen Geraden und Ebenen
reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Die beiden erstgenannten Aspekte folgen umgehend
aus der jeweiligen definitorischen Festlegung der Parallelitdt. Eingebettet in eine spezifische
Untersuchung der Parallelitit in Kapitel 4.2.1 zeigt sich jedoch, dass die Transitivitat im

iibertragenen Sinne gemeinhin nicht gilt.

Orthogonalitat

Den Begriff der ,Orthogonalitéit” fiihren wir innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, £, G, d=) ausgehend von dem in einer Ebene, einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-
normalen euklidischen Ebene, des Raumes geltenden Orthogonaltitatsbegriff beziiglich zweier

Geraden ein (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 28):

Definition 3.1.2.8. Eine Gerade g heifst orthogonal zu einer Geraden h, wenn die Geraden

gemeinsam in einer Ebene € liegen und auf der Geraden g zwei verschiedene Punkte A und B
existieren, sodass die Gerade h gleich der Geraden my g|e innerhalb der Ebene e ist; in

Zeichen: g L h.

Definition 3.1.2.9. Eine Gerade g und eine Ebene € heifen zueinander orthogonal, wenn

die Ebene € gleich der Ebene m4 p fiir zwei verschiedene Punkte A und B der Geraden g

ist; @n Zeichen: g 1 e.

Mit der Definition 3.1.2.9 erfolgt die definitorische Festlegung der Orthogonalitéit zweier
Ebenen anlehnend an Quaisser/Sprengel (1989, S. 27) innerhalb des metrisch-normalen eu-

klidischen Raumes (P, £, G, d=) mit der

Definition 3.1.2.10. Eine Ebene € heifst orthogonal zu einer Ebene 7, wenn innerhalb der

Ebene € eine zur Ebene n orthogonale Gerade existiert; in Zeichen: € L 1.
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Neben dem Begriff jorthogonal® ist auch der Begriff ,senkrecht* gebrauchlich (vgl. auch
Quaisser /Sprengel 1989, S. 26), im Sinne einer einheitlichen Sprechweise verwenden wir den
Begrift der ,Orthogonalitéit®. Auf der Grundlage des Satzes 2.2.2.2 folgt aus der definito-
rischen Festlegung der Orthogonalitéit, dass diese eine spezielle Lagebeziehung sich schnei-
dender Geraden/Ebenen charakterisiert. Eine spezifische Untersuchung der Orthogonalitét
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) steht in enger Beziehung

zur spezifischen Untersuchung der Parallelitiat, worauf wir in Kapitel 4.2.2 eingehen.

3.1.3 Zwischensein

Punkte, die gemeinsam auf einer Geraden liegen, lassen sich mittels der Beziehung des ,,Zwi-
schenseins“ naher charakterisieren. Grundséatzlich nimmt die Lagebeziehung eine elementare
Bedeutung ein, um weitere grundlegende Begriffe wie der ,Halbgerade* darzulegen (vgl.
Millman /Parker 1991, S. 47; siehe auch Kapitel 3.2.1). Die definitorische Festlegung der
Lagebeziehung erfolgt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=)

anlehnend an das metrische Vorgehen von Birkhoff (1932) mit der

Definition 3.1.3.1. Ein Punkt B liegt zwischen zwei Punkten A und C', wenn fiir die
Punkte die Gleichung

d(A, B) +d(B,C) = d(A,C)

gilt und die Punkte drei verschiedene, kollineare Punkte darstellen; symbolisiert wird die

Beziehung mit der Symbolik [ABC].

Die Verschiedenheit der Punkte A und C' folgt aufgrund der Definitheit des Abstandes be-
reits daraus, dass der Punkt B je zum Punkt A und C verschieden ist (vgl. Lauer 2018,
S. 24). Weiter liefert die Symmetrie der Abstandsfunktion, dass aus der Beziehung [ABC|
umgehend die Beziehung [C'BA] folgt (vgl. auch Moise 1990, S. 60). Dabei liefert die Kol-
linearitdt der Punkte aufgrund der definitorischen Festlegung der Geraden innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=), dass die Punkte stets in einer Ebene
des Raumes liegen. Ein Punkt liegt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-

es (P,&£,G,d=) genau dann zwischen zwei Punkten, wenn der Punkt in einer nach dem



3.1 Punkte, Geraden und Ebenen 49

Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene des Raumes zwischen den beiden Punk-
ten liegt (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 24).

In einer metrisch-normalen euklidischen Ebene ergibt sich basierend auf dem Linealaxiom,
dass die Beziehung des Zwischenseins vertraglich zur Beziehung des Zwischenseins fiir reelle
Zahlen ist (vgl. Lauer 2018, S. 25-27). Dabei gilt fiir drei reelle Zahlen a, b und ¢, dass die
reelle Zahl ,b zwischen a und c liegt“, wenn beziiglich der Kleinerrelation < (eine Striktord-
nung auf der Menge R der reellen Zahlen) die Ungleichung a < b < ¢ oder ¢ < b < a gilt (vgl.
auch Millman /Parker 1991, S. 49).

Satz-Masterarbeit 4.1.12 (a). (vgl. Lauer 2018, S. 25) Es sei eine Gerade g mit einer Lineal-
funktion f gegeben. Auf der Geraden g liegt ein Punkt B genau dann zwischen zwei Punkten A
und C, wenn das Bild f(B) zwischen den Bildern f(A) und f(C) der Punkte A bzw. C' liegt.

Die Aussage des Linealaxioms gilt in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene gleicher-
mafsen wie in einem metrisch-normalen euklidischen Raum (siehe Kapitel 2.2.1), sodass sich
die Vertraglichkeit des Zwischenseins analog innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, £, G, d=) nachweisen liefe (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 25-27). Ein entsprechender
Nachweis der Aussage zeigt sich im rdumlichen Kontext etwa auch in der Axiomatisierung
von Moise (1990, S. 61). Wir fithren den Nachweis im Rahmen des folgenden Satzes 3.1.3.2
hingegen mittels des Satzes 2.2.2.6 auf die Giiltigkeit in einer metrisch-normalen euklidischen

Ebene zuriick.

Satz 3.1.3.2. Es sei eine Gerade g mit einer Linealfunktion f gegeben. Fiir drei Punkte A, B
und C der Geraden g liegt der Punkt B genau dann zwischen den Punkten A und C', wenn
das Bild f(B) des Punktes B unter der Linealfunktion f zwischen den Bildern f(A) und f(C)
der Punkte A bzw. C' liegt.

Beweis: (Eigener Beweis)

Die Gerade g ist innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes per definitionem zum
Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen identisch. Nach dem Satz 2.2.2.6 be-
schreibt jede Ebene des Raumes eine metrisch-normale euklidische Ebene. In einer
metrisch-normalen euklidischen Ebene ist die Aussage des Linealaxioms gleichermafien wie

in einem metrisch-normalen euklidischen Raum erfiillt (sieche Kapitel 2.2.1). Ferner gilt
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in jeder metrisch-normalen euklidischen Ebene die zu zeigende Aquivalenzaussage (siche
Masterarbeit-Satz 4.1.12). Zusammenfassend erhalten wir, dass die zu zeigende Aquivalenz

ebenfalls innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes gilt. U

Der Satz 3.1.3.2 er6ffnet innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=)
die Mdglichkeit, Fragen beziiglich des Zwischenseins auf die Menge R der reellen Zahlen
zuriickzufithren (vgl. auch Millman/Parker 1991, S. 49). So zeigen wir basierend auf dem
Satz 3.1.3.2 im Weiteren mit dem Satz 3.1.3.3, dass fiir zwei verschiedene Punkte inner-
halb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) stets ein Punkt zwischen den

beiden Punkten existiert.

Satz 3.1.3.3. (vgl. Moise 1990, S. 63) Fiir zwei verschiedene Punkte A und B existiert

innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &,G, d=)...

i) ein Punkt C, sodass der Punkt B zwischen den Punkten A und C' liegt, sowie

ii) ein Punkt D, der zwischen den Punkten A und B liegt.

Beweis: (vgl. Moise 1990, S. 63)

Nach dem Verbindungsaxiom Vg liegen die Punkte A und B auf genau einer Geraden, ihrer
Verbindungsgeraden, fiir die aufgrund des Linealaxioms eine Linealfunktion f existiert. Mit
der Bijektivitat der Funktion f folgt aus der Verschiedenheit der Punkte A und B, dass
deren Bilder a := f(A) und b := f(B) ebenfalls verschieden sind; ohne Beschriankung der
Allgemeinheit gelte, dass die reelle Zahl a kleiner als die reelle Zahl b ist (a < b).

Wir betrachten die reelle Zahl ¢ := (b+1) und d := ((a+b)/2). Mit der reellen Zahl ¢ existiert
eine reelle Zahl derart, dass die reelle Zahl b zwischen den reellen Zahlen a und c liegt, und
mit der reellen Zahl d eine reelle Zahl zwischen den reellen Zahlen a und b. Aufgrund der
Bijektivitdt der Linealfunktion f sind die beiden Urbilder C' := f~'(¢) und D := f~!(d)
ebenfalls Punkte der Verbindungsgeraden (A, B), sodass wir mit dem Satz 3.1.3.2 das zu
Zeigende erhalten. 0
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3.2 Der Begriff ,,Figur': ebene und raumliche Figuren

Unter dem Begriff der geometrischen Figur fassen wir innerhalb des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes (P, &, G, d=) Teilmengen der Punktemenge P, Teilmengen derer Potenz-
menge und auch Mengensysteme von Teilmengen der Potenzmenge zusammen (vgl. auch
Mitschka et al. 1998, S. 76). Im Kontext der Mathematikdidaktik steht der Begriff der Fi-
gur in der Regel fiir ebene geometrische Figuren als Pendant zum rdumlichen Begriff der
geometrischen Korper (vgl. IQ-MV 2013, S. 9-11; Roth/Wittmann 2018). Im Vorliegenden
fassen wir die Begriffe ebene und raumliche Figur weiter; gegeniiber dem universellen Be-
griff der geometrischen Figur sind die Begriffe hier hingegen einschriankender. Wir schliefsen
aus der Menge der geometrischen Figuren neben den fiir die Theorie des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, &,G,d=) elementaren Begriffe der Punkte, Geraden und Ebenen,
geometrische Figuren aus, die keiner expliziten Definition unterliegen. Dabei unterscheiden
sich die ebenen von den rdumlichen Figuren darin, dass diese als geometrische Figuren sich
explizit auf eine Ebene des Raumes beschrinken. Im Weiteren diskutieren wir fiir die Theorie

des metrisch-normalen euklidischen Raumes grundlegende ebene und raumliche Figuren.

3.2.1 Strecken/Halbgeraden; Halbraume und -ebenen

Dem Teilungsaxiom entsprechend teilt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,&,G,d=) jede in einer (beliebigen) Ebene liegende Gerade die jeweilige Ebene in zwei
disjunkte Mengen (siehe hierzu Kapitel 2.2.1). Die Nichtleere der beiden Mengen zeigen wir
in dem vorliegenden Kapitel. Des Weiteren charakterisieren wir mit Hilfe der in dem Kapi-
tel 3.1.3 dargelegten Beziehung des ,Zwischenseins“ (3.1.3) innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) ,Strecken” und ,Halbgeraden®. In Bezug zur Aussage des
Teilungsaxioms ergibt sich der Nachweis, dass jeder auf einer Geraden liegende Punkt die
jeweilige Gerade in zwei disjunkte Halbgeraden teilt. Weiter charakterisieren wir die durch

eine Ebene erfolgende Teilung des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &,G,d=).

Strecken/Halbgeraden

Jede Gerade des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) entspricht aufgrund
des Satzes 2.2.2.3 nach dem Verbindungsaxiom Vg der Verbindungsgeraden zweier ver-

schiedener auf der Geraden liegender Punkte. Fiir diese beiden Punkte existiert nach dem
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Satz 3.1.3.3 auf der jeweiligen Geraden stets ein Punkt zwischen den beiden Punkten so-
wie ein Punkt derart, dass einer der beiden Punkte zwischen diesem und dem iibrigen der
beiden Punkte liegt. Auf dieser Grundlage erfolgt innerhalb des metrisch-normalen eukli-
dischen Raumes (P, &,G,d=) die definitorische Festlegung des Begriffs der ,Strecke* sowie
,Halbgerade” mit der

Definition 3.2.1.1. (vgl. Venema 2012, S. 37f.; siche im Weiteren auch Bemerkung 3.2.1.5)

Es seien zwei verschiedene Punkte A und B gegeben.

a) Die Menge aller Punkte X, die zwischen den Punkten A und B liegen, vereinigt mit den

beiden Punkten A und B,
[A,B] :={A,B} U {X € P: [AXB]},

wird als die Strecke der Punkte A und B bezeichnet.

b) Die Menge aller Punkte X, fiir die der Punkt B zwischen den Punkten A und X liegt,
vereinigt mit der Strecke der Punkte A und B,

[A,B) := [A, B] U {X € P: [ABX]},

wird als die Halbgerade durch den Punkt B mit dem Anfangspunkt A bezeichnet.

Die Strecke sowie Halbgerade beziiglich zweier verschiedener Punkte A und B stellt per defi-
nitionem aufgrund des Verbindungsaxioms Vg innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, E,G,d=) eine Teilmenge der Verbindungsgeraden (A, B) der Punkte A und B
dar. Eine Gerade innerhalb des Raumes wiederum entspricht dem Schnitt zweier verschiede-
ner, nicht disjunkter Ebenen. Jede Strecke und Halbgerade innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, &, G, d=) ist zugleich eine Strecke bzw. Halbgerade einer nach dem
Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene des Raumes, und umgekehrt (vgl. hierzu
Lauer 2018, S. 27).

Neben den beiden zugrunde liegenden Punkte besitzt jede Strecke und Halbgerade aufgrund
des Satzes 3.1.3.3 mindestens einen weiteren Punkt. In Anlehnung an den Nachweis des Sat-
zes 2.2.2.3 zeigen wir im Weiteren, dass jede Strecke und Halbgerade als die Teilmenge einer

Geraden ebenfalls tiberabzahlbar viele verschiedene Punkte besitzt.
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Satz 3.2.1.2. Jede Strecke sowie jede Halbgerade innerhalb des metrisch-normalen euklidi-

schen Raumes (P, €&, G, d=) besitzt iiberabzahlbar viele verschiedene Punkte.

Beweis: (sieche zuvor, Eigener Beweis)

Es sei innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes die Strecke [A, B] und die Halb-
gerade [A, B) fiir zwei verschiedene Punkte A und B gegeben. Aufgrund des Axioms Vg stellt
sowohl die Strecke als auch die Halbgerade eine Teilmenge der Verbindungsgeraden (A, B)
dar. Fiir diese Gerade existiert nach dem Linealaxiom eine Linealfunktion f. Mit Bijekti-
vitdt der Funktion f folgt aus der Verschiedenheit der Punkte A und B, dass deren Bil-
der a := f(A) und b := f(B) ebenfalls zueinander verschieden sind; ohne Beschrankung der
Allgemeinheit gelte, dass die reelle Zahl a kleiner als die reelle Zahl b ist (a < b).
Zusammen mit der definitorischen Festlegung der Strecken und Halbgeraden innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes folgt aus dem Satz 3.1.3.2, dass die Linealfunktion f
die Strecke der Punkte A und B auf das abgeschlossene Intervall [a; b] sowie die Halbgerade
durch den Punkt B mit dem Anfangspunkt A auf das halboffene Intervall [a; 00) der reellen
Zahlen abbildet. Schlieklich liefert die Méachtigkeit der jeweiligen Intervalle, ihre iiberab-
zahlbare Unendlichkeit, aufgrund der Bijektivitat der Linealfunktion f, dass die betrachtete

Strecke und Halbgerade iiberabzahlbar viele verschiedene Punkte besitzt. 0]

Korollar 3.2.1.3. (vgl. Moise 1990, S. 66) Es seien zwei verschiedene Punkte A und B

innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) gegeben. Dann sind...

i) die Strecken [A, B] und [B, A] zueinander identisch sowie

ii) fiir einen von dem Punkt A verschiedenen Punkt C' der Halbgeraden [A, B) die beiden
Halbgeraden [A, B) und [A, C).

Beweis: (Eigener Beweis)

Analog zum Beweis des Satzes 3.2.1.2 betrachten wir fiir die Verbindungsgerade (A, B) die
Linealfunktion f mit f(A) =: a < b := f(B). Der Beweis des Satzes 3.2.1.2 liefert zum
einen, dass das Bild des Punktes C' unter der Linealfunktion f ebenfalls zur reellen Zahl a
grofser ist. Zum anderen erhalten wir hiermit analog zum Beweis des Satzes 3.2.1.2, dass die
Linealfunktion f die Strecken [A, B] und [B, A] auf das abgeschlossene Intervall [a; b] sowie
die Halbgeraden [A, B) und [A,C) auf das halboffene Intervall [a;00) der reellen Zahlen
abbildet. Aufgrund der Bijektivitdt der Linealfunktion f gilt letztlich das zu Zeigende. [
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Korollar 3.2.1.4. (vgl. Moise 1990, S. 66) Sind zwei Strecken [A, B] und [C, D] zueinander
identisch, so sind ebenfalls die Mengen {A, B} und {C, D} der jeweils zugrunde liegenden
Punkte identisch.

Beweis: (Eigener Beweis)

Analog zum Beweis des Satzes 3.2.1.2 betrachten wir fiir die Verbindungsgerade (A, B) die
Linealfunktion f mit f(A) =: @ < b := f(B); und wir erhalten, dass die Linealfunktion f
die Strecke [A, B] auf das abgeschlossene Intervall [a; b] der reellen Zahlen abbildet. Entspre-
chend liefert die Linealfunktion f mit ihrer Bijektivitdt aufgrund der nach Voraussetzung
geltenden Gleichheit der Strecken [A, B] und [C, D], dass das Bild der Strecke [C, D] zum
Intervall [a; b] identisch ist, wobei das Bild des Punktes C' zur reellen Zahl a oder b und das
des Punktes D zur jeweils iibrigen reellen Zahl identisch ist. Folglich erhalten wir wiederum

mit der Bijektivitdt der Linealfunktion f das zu Zeigende. U

Bemerkung 3.2.1.5. Im Impliziten liefert der Nachweis des Satzes 3.2.1.2, dass jede Stre-
cke des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) zu einem abgeschlossenen In-
tervall der reellen Zahlen sowie jede Halbgerade des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) zu einem halboffenen, links- bzw. rechtsseitig unbeschriankten Intervall der
reellen Zahlen gleichméchtig ist. In Orientierung an Schroder (2014a, S. 184f.) sei damit nun
die verwendete (etwaig im schulischen Kontext ungewohnte) Symbolik fiir eine Strecke [A, B]
sowie Halbgerade [A, B) beziiglich zweier verschiedener Punkte A und B begriindet. In die-
sem Zusammenhang sei explizit darauf hingewiesen, dass die Reihenfolge der Punkte A und B
keine ,links- bzw. rechtsseitige Anordnung“ impliziert; die Halbgerade [A, B) ist zu einem
links- oder rechtsseitigen Intervall gleichméchtig, die Strecken [A, B] und [B, A] je zu dem
gleichen abgeschlossenen Intervall.

Die Punktemenge der Strecke [A, B] ohne den Punkt A und B sowie die Punktemenge der
Halbgeraden [A, B) ohne den Punkt A wird als die offene Strecke (A, B) bzw. offene Halbgera-
de (A, B) bezeichnet (vgl. Benolken et al. 2018, S. 89f.); in diesem Zusammenhang kann fiir
eine Strecke und Halbgerade entsprechend der Zusatz ,abgeschlossen® ergénzt werden (vgl.

Filler 1993, S. 77).
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Satz 3.2.1.6. (vgl. Filler 1993, S. 78f.) Es sei g eine (beliebige) Gerade innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=). Fiir jeden auf der Geraden g liegen-
den Punkt A ist die Menge g \ {A} gleich der Vereinigung zweier zueinander disjunkter
offener Halbgeraden mit dem gemeinsamen Anfangspunkt A, sodass die beiden folgenden

Eigenschaften erfiillt sind:

(1) Zwischen je zwei verschiedenen auf derselben Halbgerade liegenden Punkten

liegt der Punkt A nicht.

(ii) Zwischen je zwei verschiedenen auf unterschiedlichen Halbgeraden liegenden

Punkten liegt der Punkt A.

Beweis: (Eigener Beweis)

Fiir die Gerade g betrachten wir eine nach dem Linealaxiom existierende Linealfunktion f
mit a := f(A). Die beiden offenen Intervalle (—oo; a) und (a; 00) stellen zwei zueinander dis-
junkte, nicht leere Intervalle der reellen Zahlen dar. Die Linealfunktion f besitzt aufgrund
ihrer Bijektivitdt wiederum eine bijektive Umkehrabbildung. Zusammen mit der definito-
rischen Festlegung der Halbgeraden innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes
liefert der Satz 3.1.3.2, dass mit den Bildern der offenen Intervalle (—oo; a) und (a; c0) unter
der Umkehrabbildung der Linealfunktion f zwei zueinander disjunkte offene Halbgeraden
mit dem gemeinsamen Anfangspunkt A existieren, sodass die Vereinigung beider Halbgera-
den zur Menge g \ {A} identisch ist und zugleich die beiden zu zeigenden Eigenschaften (i)
und (ii) gelten. O

Fiir einen auf einer Geraden liegenden Punkt A liefert Satz 3.2.1.6 die Existenz zweier offener
zueinander disjunkter Halbgeraden, die beziiglich des Punktes A die jeweilige Gerade teilen.
Fiir eine abgeschlossene Halbgerade [A, B) bzw. offene Halbgerade (A, B) wird die {ibrige
Halbgerade als die zur jeweiligen Halbgerade komplementdre Halbgerade (A, B)y, bzw. [A, B)y
bezeichnet (vgl. Bendlken et al. 2018, S. 89f.). Aufgrund des Korollars 3.2.1.3 sind die Halb-
geraden durch ihren gemeinsamen Anfangspunkt und einen weiteren Punkt auf der jeweiligen

Halbgeraden eindeutig bestimmt (vgl. zusétzlich Bendlken et al. 2018, S. 89f.).
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Halbebenen

Dem Teilungsaxiom entsprechend teilt sich jede Ebene des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P,&,G,d=) durch eine in ihr liegende Gerade in zwei disjunkte Mengen derart,
dass die Strecke zweier je in einer verschiedenen Menge liegender Punkte die jeweilige Gera-
de schneidet, im Gegensatz zur Strecke zweier in derselben Menge liegender Punkte (siehe
hierzu Kapitel 2.2.1). Die Forderung nach der Nichtleere ist kein Bestandteil der Aussage
des Teilungsaxioms. Sie wird im Weiteren mit dem Satz 3.2.1.7 nachgewiesen. Gleichwohl
existieren axiomatische Ansétze, die die Forderung axiomatisch integrieren; exemplarisch sei
Filler (1993, S. 76-81) genannt. Gerade im Vergleich zu Filler (1993, S. 76-81) zeigt sich
anhand des Beweises von Satz 3.2.1.7, dass die Moglichkeit zum Nachweis der Nichtleere ins-
besondere im Zusammenhang mit den Moglichkeiten des Linealaxioms steht. Die Idee zum
Nachweis in der vorliegenden Arbeit entwickelte sich im Austausch mit meinem Doktorvater,
Herrn Professor Dr. Frank, iiber die in meiner Masterarbeit (2018) entwickelte Theorie der
metrisch-normalen euklidischen Ebene als zentrale Grundlage der vorliegenden Arbeit (sie-
he hierzu Kapitel 2.2). Im Rahmen meiner Masterarbeit (2018) ist die Forderung nach der
Nichtleere ebenfalls Bestandteil des Teilungsaxioms; die Moglichkeiten des Linealaxioms blie-
ben hier unerkannt. Wir zeigen nun in Satz 3.2.1.7, dass die beiden durch das Teilungsaxiom
beschriebenen Teilmengen einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebe-
ne innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) nichtleer sind, womit
aufgrund der in Kapitel 2.2.2 nachgewiesenen Strukturgleichheit der (metrisch-normalen eu-
klidischen) Ebenen des Raumes zur Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene die

Aussage gemeinhin in jeder metrisch-normalen euklidischen Ebene gilt.

Satz 3.2.1.7. Es sei eine metrisch-normale euklidische Ebene € innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes (P, €, G, d=) gegeben. Dann sind die beiden durch das Tei-

lungsaxiom beschriebenen Mengen jeweils nichtleer.

Beweis: (siehe zuvor, Eigener Beweis; vgl. auch Martin 1975, S. 1331.)

Es seien H; und H, die fiir eine in der Ebene ¢ liegende Gerade g durch das Teilungsaxiom
beschriebenen Mengen. In der Ebene € liegen nach dem Satz 2.2.2.5 mindestens drei nicht
kollineare Punkte. Folglich existiert ein Punkt innerhalb der Ebene €, der nicht auf der Ge-

raden ¢g und somit aufgrund des Teilungsaxioms in einer der Mengen H; oder Hs liegt. Ohne
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Beschrankung der Allgemeinheit sei A ein Punkt der Menge H;. Die Gerade g geht aufgrund
des Satzes 2.2.2.3 durch mindestens einen Punkt B. Fiir die Punkte A und B wiederum
existiert nach dem Satz 3.1.3.3 ein Punkt C, sodass der Punkt B zwischen den beiden Punk-
ten A und C liegt. Folglich schneidet die Strecke der Punkte A und C' die Gerade g in dem
Punkt B. Zusammen mit der Lage des Punktes A in der Menge H; liefert das Teilungsaxiom
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes, dass der Punkt C' in der Menge H,
liegt. Schlieflich gilt, dass sowohl die Menge H; als auch die Menge H, zur leeren Menge

verschieden ist, das zu Zeigende. 0

Die Bezeichnung der beiden entsprechend dem Teilungsaxiom beschriebenen, nach dem so-
eben bewiesenen Satz 3.2.1.7 nichtleeren Teilmengen einer (metrisch-normalen euklidischen)
Ebene orientiert sich innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £,G,d=) an

Schroder (2014a, S. 185) und Filler (1993, S. 80) mit der

Definition 3.2.1.8. Die beiden entsprechend dem Teilungsaxiom beschriebenen, nichtlee-
ren Teilmengen einer (metrisch-normalen euklidischen) Ebene beztiglich einer in der Ebene

liegenden Gerade g werden als die Halbebenen mit der Randgeraden ¢ der jeweiligen

Ebene bezeichnet.

Je nach Kontext kénnen die Halbebenen als offen bzw. geschlossen aufgefasst werden, ab-
héngig davon, ob die Randgerade als Teil einer Vereinigung verstanden wird. Im Allgemeinen
unterscheiden sich die Bezeichnung innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes
nicht von der in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 76).
Fiir jede Randgerade gilt aufgrund des Satzes 2.2.2.3 nach dem Verbindungsaxiom Vg, dass
sie gleich der Verbindungsgerade zweier verschiedener auf der Geraden liegender Punkte A
und B ist. Nach dem Satz 3.2.1.7 existiert in jeder Halbebene der Randgeraden mindestens
ein Punkt C' bzw. D. Die zugrunde liegende Ebene wiederum ist nach dem Satz 3.1.1.1 oder
Satz 3.1.1.4 eindeutig durch die Punkte A, B und C bzw. A, B und D bestimmt. Es sei fiir
die Halbebene mit Randgeraden (A, B) und dem Punkt C' als Element die Symbolik $(AB¢)
bzw. $H(ABp) verwendet sowie entsprechend die Symbolik $(ABp) bzw. $H(ABg) fir die iib-
rige Halbebene (vgl. zusitzlich Filler 1993, S. 80). Das Teilungsaxiom liefert mit den Eigen-

schaften (i) und (ii) umgehend, dass die definitorische Festlegung der Symbolik représentan-
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tenunabhéngig ist, vielmehr dass die Halbebenen einer Geraden eindeutig durch einen in der
Halbebene liegenden Punkt bestimmt sind. Entsprechend kann nach Millman/Parker (1991,
S. 65) in diesem Zusammenhang explizit von den Halbebenen beziiglich einer Randgeraden

gesprochen werden.

Halbraume

Das Teilungsaxiom innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) lie-
e sich durch eine dquivalente, analoge axiomatische Forderung ersetzen, die die Teilung
des Raumes mittels einer Ebene sichert (vgl. auch Filler 1993, S. 137f.). Vor dem Hinter-
grund der ,R&umlichen Erweiterung“ (2.2.2) fiel in der vorliegenden Arbeit die Wahl auf
das verwendete Teilungsaxiom. Die Aquivalenz sei im Weiteren nicht diskutiert. Gleichwohl
zeigen wir mit dem Satz 3.2.1.9, dass jede Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes (P, &, G, d=) den Raum in zwei nichtleere, disjunkte Mengen teilt (vgl. hierzu

zusétzlich Moise 1990, S. 85f.).

Satz 3.2.1.9. Fiir jede Ebene € des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=)
ist die Menge P \ € gleich der Vereinigung zweier disjunkter, nichtleerer Mengen, sodass die

folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) Die Strecke zweier beliebiger Punkte, welche Elemente derselben Menge sind,

schneidet die Ebene € nicht.

(ii) Die Strecke zweier beliebiger Punkte, welche nicht derselben Menge angehéren,

schneidet die Ebene e.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Schroder 1985, S. 153 u. 156)

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes existiert nach dem Satz 3.1.1.2 min-
destens ein Punkt A, der nicht in der Ebene e liegt. In der Ebene ¢ liegen nach dem
Satz 2.2.2.5 mindestens drei verschiedene, nicht kollineare Punkte; es sei B ein Punkt der
Ebene. Fiir die Punkte A und B liefert der Satz 3.1.3.3 ein Punkt C', sodass der Punkt B
zwischen den Punkten A und C' liegt. Folglich schneidet die Strecke der Punkte A und C die

Ebene € in dem Punkt B. Damit betrachten wir die beiden verschiedenen Mengen

Hy:={A}Uu{X e P\e: [A, X]Ne=0} und Hy:={CIU{X € P\e: [C,X]Ne=0}.
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Wir differenzieren den Nachweis nun in drei Teile. Wir zeigen, dass die beiden Mengen jeweils
nichtleer und zueinander disjunkt sind, dass die Vereinigung beider Mengen zur Menge P \ €

identisch ist sowie, dass die Eigenschaften (i) und (ii) erfiillt sind:

Teil I: Mit der Existenz der Punkte A und C' gilt bereits, dass die Mengen H; und Hj jeweils
nichtleer sind. Zum Nachweis der Disjunktheit der Mengen H; und H; betrachten wir ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit ein Punkt X der Menge H; und zeigen, dass dieser nicht
in der Menge H, liegt:

Sind die Punkte A, C' und X nicht kollinear, so existiert nach dem Satz 3.1.1.1 genau eine
Ebene 7, in der die Punkte gemeinsam liegen. Mit dem Satz 2.2.2.1 liegt auch die Strecke
je zweier Punkte in dieser Ebene. Damit liegt der Punkt B als der Schnittpunkt der Stre-
cke [A,C] und der Ebene e sowohl in dieser als auch in der Ebene 7, im Gegensatz zu den
Punkten A, C' und X, die als Punkte der Mengen H; bzw. Hs nicht in der Ebene € liegen.
Die Ebenen e und 7 sind also zwei zueinander verschiedene, nicht disjunkte Ebenen inner-
halb des metrisch-normalen euklidischen Raumes, sodass sich aufgrund der definitorischen
Festlegung der Geraden innerhalb des Raumes beide Ebene in einer Geraden schneiden. Mit
der Anwendung des Teilungsaxioms beziiglich der Schnittgeraden in der Ebene n erhalten
wir aufgrund der Lage des Punktes X in der Menge H;, dass die Punkte C' und X in ver-
schiedenen Halbebenen liegen. Zusammenfassend gilt, dass die Strecke der beiden Punkte
die Ebene € schneidet, also der Punkt X kein Element der Menge H, darstellt.

Sind die Punkte A, C' und X kollinear, so liegen die Punkte aufgrund des Axioms Vg ge-
meinsam auf der Verbindungsgeraden der Punkte A und C'. Der Punkt B, der Schnittpunkt
der Strecke [A, C] und der Ebene ¢, teilt die Verbindungsgerade der Punkte A und C' ent-
sprechend dem Satz 3.2.1.6. Dabei ist die zur Halbgeraden [B, A) komplementére Halbgerade
aufgrund des Korollars 3.2.1.3 gleich der Halbgeraden [B, C'). Mit der Lage des Punktes X in
der Menge H; liefert der Satz 3.2.1.6 weiter, dass der Punkt X auf der Halbgeraden [B, A),
nicht auf der Halbgeraden [B, C) liegt. Folglich liegt der Punkt B zwischen den Punkten C'
und X. Zusammenfassend erhalten wir, dass die Strecke der beiden Punkte die Ebene € im

Punkt B schneidet, also der Punkt X kein Element der Menge H, darstellt.

Teil II: Mit einer zum ersten Beweisteil analogen Beweisfithrung erhalten wir, dass ein in der
Menge P \ € liegender Punkt X, der nicht in der Menge H; liegt, ein Element der Menge Ho
darstellt. Damit gilt, dass die Vereinigung der Mengen H; und H; gleich der Menge P \ € ist.
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Teil III: Abschliefsend zeigen wir mit dem dritten Teil des vorliegenden Beweises, dass die
Eigenschaften (i) und (ii) des zu zeigenden Satzes erfiillt sind. Dabei orientiert sich die Be-
weisfiihrung an dem bereits erfolgten ersten Teil des Beweises. Wir zeigen zunéchst, dass die

Strecke zweier derselben Mengen angehérender Punkte die Ebene € nicht schneidet:

zu (i): Ohne Beschrankung der Allgemeinheit seien zwei verschiedene Punkte X und X’
gegeben, die Elemente der Menge H; darstellen.

Sind die Punkte A, X und X’ nicht kollinear, so existiert nach dem Satz 3.1.1.1 genau eine
Ebene 7, in der die Punkte gemeinsam liegen. Aufgrund der Lage der Punkte A, X und X’
in der Menge H; gilt fiir die Ebenen n und ¢, dass sie disjunkt sind oder sich in einer Geraden
schneiden, nicht identisch sind. Ist das Erstgenannte zutreffend, schneidet die Strecke der
Punkte X und X’ die Ebene ¢ nicht. Ist das Zweitgenannte zutreffend, erhalten wir mit der
Anwendung des Teilungsaxioms beziiglich der jeweiligen Schnittgeraden in der Ebene 7, dass
die Punkte X und X’ in derselben Halbebene wie der Punkt A liegen. Zusammenfassend
gilt, dass die Strecke der Punkte X und X’ die Ebene € in jedem Fall nicht schneidet.

Sind die Punkte A, X und X’ kollinear, so gilt fiir die gemeinsame Gerade der Punkte mit
derer Lage in der Menge H; aufgrund des Satzes 2.2.2.1, dass die Gerade zur Ebene € dis-
junkt ist oder die Ebene in genau einem Punkt schneidet, die Gerade nicht in der Ebene
liegt. Ist das Erstgenannte zutreffend, schneidet die Strecke der Punkte X und X’ die Ebe-
ne e nicht. Ist das Zweitgenannte zutreffend, teilt der Schnittpunkt die gemeinsame Gerade
der Punkte A, X und X' in eine Halbgerade durch den Punkt A und deren komplementéare
Halbgerade entsprechend dem Satz 3.2.1.6. Mit der Lage der Punkte X und X’ in der Men-
ge Hi liefert der Satz 3.2.1.6 weiter, dass die Punkte auf der Halbgeraden durch den Punkt A
liegen, nicht auf der komplementéiren Halbgeraden. Zusammenfassend erhalten wir, dass die

Strecke der Punkte X und X’ die Ebene € in jedem Fall nicht schneidet.

zu (11): Es seien zwei verschiedene Punkte X und X’ gegeben, die beziiglich der Mengen H;
und H, Elemente unterschiedlicher Mengen darstellen. Dann sind in Bezug zum soeben
erfolgten Beweis der Eigenschaft (i) die Félle zutreffend, dass die Gerade bzw. Ebene die
Ebene € schneidet. Hiermit erhalten wir analog zu dieser Beweisfithrung, dass die Strecke

der Punkte X und X’ die Ebene € stets schneidet. O

Orientierend an Filler (1993, S. 137f.), anlehnend an die Bezeichnung der Halbebenen erfolgt

innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) die Bezeichnung der bei-
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den entsprechend dem Satz 3.2.1.9 beschriebenen Teilmengen des Raumes. Zugrunde liegt

hier die

Definition 3.2.1.10. Die beiden entsprechend dem Satz 3.2.1.9 beschriebenen Teilmengen
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) beziiglich einer Ebene € werden als

die Halbraume mit der Randebenen ¢ bezeichnet.

Je nach Kontext kénnen die Halbrdume als offen bzw. geschlossen aufgefasst werden, ab-
hangig davon, ob die Randebene als Teil einer Vereinigung verstanden wird.

Fiir jede Randebene als eine Ebene des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=)
gilt aufgrund des Satzes 2.2.2.5 nach dem Satz 3.1.1.1, dass sie gleich der Verbindungs-
ebene dreier paarweise verschiedener, nicht kollinearer Punkte A, B und C ist. Nach dem
Satz 3.2.1.9 existiert in jedem der beiden Halbrdume der Randebene mindestens ein Punkt D
bzw. E. Der Halbraum mit der Randebene (A, B,C) und dem Punkt D als Element sei
mittels der Symbolik $H(ABCp) bzw. H(ABCE) charakterisiert sowie der iibrige Halbraum
entsprechend mittels der Symbolik $H(ABCg) bzw. H(ABDp). Der Satz 3.2.1.9 liefert mit
den Eigenschaften (i) und (ii), dass die Symbolik repridsentantenunabhéngig ist, vielmehr
dass die Halbraume einer Ebene eindeutig bestimmt sind. Entsprechend kann, wie auch fiir
die Halbebenen beziiglich einer Randgeraden mit dem vorherigen Abschnitt dargelegt, ex-
plizit von den Halbrdumen einer Randebene gesprochen werden.

Im Vergleich zur Forderung (i) in Satz 3.2.1.9 beschreibt die Konvezitit, in dem Sinne (vgl.
hierzu Moise 1990, S. 72-74 u. 851.), dass die Strecke zweier verschiedener, demselben Halb-
raum angehorender Punkte eine Teilmenge des jeweiligen Halbraumes darstellt, eine stérke-
re Forderung. Wir diskutieren im Weiteren basierend auf dem Satz 3.2.1.11 die Konvexitét
nicht zuletzt im Hinblick auf die Einfiihrung des Begriffs ,Winkel* (3.2.2). Der Satz 3.2.1.11
sowie dessen Korollar orientieren sich im Rahmen des metrisch-normalen euklidischen Raum-

es (P,&,G,d=) an Mitschka et al. (1998, S. 24) sowie Moise (1990, S. 76f. u. 85).

Satz 3.2.1.11. Es sei eine Ebene € innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-

es (P,&,G,d=) gegeben, und es sei X ein Punkt in einer der beiden offenen Halbraume.

a) Fiir einen Punkt A der Ebene € liegt sowohl die offene Strecke (A, X) als auch die
offene Halbgerade (A, X') in demselben Halbraum wie der Punkt X.
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b) Liegt der Punkt A in demselben Halbraum wie der Punkt X, so liegt jeder Punkt
der Strecke [A, X]| in diesem Halbraum.

Beweis: (Eigener Beweis;

Beweisansatz: vgl. Mitschka et al. 1998, S. 24 u. 278; Moise 1990, S. 76f.)

a) Es ist ausreichend die Aussage beziiglich der offenen Halbgeraden (A, X') nachzuweisen,
da per definitionem die offene Strecke (A, X') eine Teilmenge dieser Halbgeraden darstellt.

Die Lage des Punktes X in einem offenen Halbraum der Ebene € liefert aufgrund des Sat-
zes 2.2.2.1, dass die Verbindungsgerade (A, X') neben dem Punkt A mit der Ebene € keine
weiteren Punkte gemeinsam hat. Fiir den Punkt A gilt aufgrund der definitorischen Festle-
gung einer Halbgeraden, dass dieser nicht zwischen dem Punkt X und einem weiteren Punkt
der Halbgeraden (A, X) liegt. Zusammenfassend erhalten wir mit dem Satz 3.2.1.9, dass je-
der Punkt der Halbgerade (A, X) in demselben Halbraum wie der Punkt X liegt und damit
gleiches fiir jeden Punkt der Strecke (A, X) gilt. O

b) Fiir einen auf der offenen Strecke der Punkte A und X liegenden Punkt B erhalten wir
mit dessen Lage zwischen den Punkten A und X basierend auf dem Satz 3.1.3.2, dass die
Strecke [A, B| eine Teilmenge der Strecke [A, X] darstellt. Aufgrund der geltenden Voraus-
setzung besitzen die Strecke der Punkte A und X und die Ebene ¢ nach dem Satz 3.2.1.9
keine Punkte gemeinsam, sodass dies ebenfalls fiir die Strecke der Punkte A und B gilt.

Zusammenfassend folgt hieraus wiederum mit dem Satz 3.2.1.9 das zu Zeigende. l

Korollar 3.2.1.12. Es sei eine Gerade g innerhalb einer Ebene des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes (P, £, G, d=) gegeben, und es sei X ein Punkt in einer der beiden offenen

Halbebenen mit der Randgeraden g innerhalb der jeweiligen Ebene.

a) Fiir einen Punkt A der Geraden g liegt sowohl die offene Strecke (A4, X) als auch
die offene Halbgerade (A, X) in derselben Halbebene wie der Punkt X.

b) Liegt der Punkt A in derselben Halbebene wie der Punkt X, so liegt jeder Punkt
der Strecke [A, X] in dieser Halbebene.
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Beweis: (Eigener Beweis)

Basierend auf dem Satz 2.2.2.1 folgen die zu zeigenden Aussagen a) und b) mit Hilfe des
Axioms Vg und des Teilungsaxioms innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes
umgehend aus dem Beweis der entsprechenden Aussagen des Satzes 3.2.1.11, wenn ,Halb-

raum” durch ,Halbebene* sowie ,Gerade ¢ durch ,Ebene ¢ ersetzt wird. 0

3.2.2 Winkel

Mit dem Begriff ,Winkel“ sind diverse Vorstellungen verbunden, gekniipft an verschiede-
ne Winkelsituationen (vgl. Etzold 2017, S. 35). Auf mathematischer Seite hingegen liegt je
nach verfolgter Theorie eine fiir die jeweilige Theorie addquate definitorische Festlegung
zugrunde (vgl. Dohrmann/Kuzle 2015, S. 30f.). Letztlich herrscht zwischen der mathema-
tischen Begriffsdefinition und der Entwicklung einer umfassenden Begriffsvorstellung eine
gewisse Ambivalenz. Im Kern trifft dies Krainers (1990, S. 25-43 u. 98f.) Kritik an einem
stoffdidaktischen Diskurs. Etzold (2017) riickt in didaktischer Hinsicht die Frage nach den
Informationen in den Mittelpunkt, die zur Darlegung diverser Winkelsituationen notwendig
sind. Basierend auf einem dreistufigen Lernentwicklungsmodell zum Winkelbegriff nach Mit-
chelmore/White (1998) legt Etzold (2017) die Idee des informatorischen Winkelbegriffs dar.
Ein Winkelbegriff, dessen grundlegender Informationsgehalt zur Beschreibung verschiedener
Winkelsituationen angepasst werden kann (vgl. Etzold 2017, S. 40-43). Nach Etzold (2017,
S. 40f.) besteht dieser aus zwei Informationen, einer Halbgeraden ausgehend von einem
Scheitelpunkt und einer Abweichung in eine zweite (beliebige) ,,Richtung” — ohne explizit die
HErst- und Zweitrichtung® festzulegen.

Der Winkelbegriff innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) ver-
steht sich mathematisch-informatorisch. Der mathematisch-informatorische Winkelbegriff
erhebt nicht den Anspruch selbst eine mathematische Représentation ,der” verschiedenen
Winkelsituation darzustellen. In diesem Zusammenhang ist Krainers (1990, S. 37-43) Kri-
tik an Strehl (1983) zu unterstreichen, wenngleich rein mathematisch eine Orientierung
an Strehl (1983, S. 143-145) bzw. Mitschka et al. (1998, S. 26-37) in der Darlegung des
mathematisch-informatorischen Winkelbegriffs erkennbar ist. Grundsétzlich beschreibt der
mathematisch-informatorische Winkelbegriff eine fiir die Theorie des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes (P, €&, G, d=) addquate Begriffsdefinition. Anlehnend an Etzold (2017),

eingerahmt in die Zielsetzung der vorliegenden Arbeit versteht er sich als mathematische
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(Informations-)Grundlage fiir Lehrkrifte, um im didaktischen Kontext der Darlegung ver-

schiedener Winkelsituationen bzw. -vorstellungen gerecht zu werden:

- Zentral ist die sogenannte Winkellage, die Menge zweier Halbgeraden [B, A) und [B, C)

mit einem gemeinsamen Anfangspunkt B.

- Sind die beiden Halbgeraden verschieden und nicht komplementéar, so bestimmen sie
aufgrund des Satzes 3.1.1.5 genau eine Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes. Beziiglich dieser Ebene lésst sich ein sogenanntes inneres und dufleres
Winkelfeld auszeichnen. Die Schnittmenge int(Wipc):= H(AB¢) N H(BCy) der offenen
Halbebenen $(AB¢) und H(BC4) beschreibt das innere Winkelfeld und die Vereini-
gung ext(Wipe):=H(ABg) U H(BC ) der offenen Halbebenen $(ABg) und $H(BC;) das
dukere Winkelfeld. (Eine wie bei Strehl (1983, S. 144) durch die Auszeichnung eines
oErst- bzw. Zweitschenkels“ beschriebene Orientierung ist kein mathematisch festzule-
gendes Normativ, sondern vielmehr bereits eine anschauungsbasierte kontextspezifische
Charakterisierung (vgl. auch Krainer 1990, S. 40; Etzold 2017, S. 40).)

Sind die Halbgeraden [B, A) und [B,C) zueinander komplementér oder identisch, so
liegen die Halbgeraden aufgrund der definitorischen Festlegung einer Geraden innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes ebenfalls gemeinsam in einer Ebene des

Raumes, aber nicht in einer eindeutig bestimmten.

Definition 3.2.2.1. Fiir zwei Halbgeraden [B, A) und [B, C) mit einem gemeinsamen An-
fangspunkt B werden die Mengen

{{[B,A),[B,C)},intWisc)} und {{[B,A),[B,C)}, ext(Wisc)}

als innerer bzw. dufserer Winkel bezeichnet. Die zugrunde liegenden Halbgeraden werden

als Schenkel und deren gemeinsamer Anfangspunkt als Scheitel des Winkels bezeichnet.

Sind die Schenkel zueinander verschieden und nicht komplementér, so zeigen wir im Weite-
ren mit dem Satz 3.2.2.2, dass die inneren und dufkeren Winkelfelder jeweils nicht leer sind.
Sind die Schenkel identisch oder komplementir, liegt je ein Sonderfall vor, in dem das in-
nere und dufere Winkelfeld gleich der leeren Menge ist. Im erstgenannten Fall sprechen wir

von einem Nullwinkel und im zweitgenannten Fall von einem gestreckten Winkel. Explizit
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von einem inneren und dufferen Winkel sowie von einem inneren bzw. dufleren Winkelfeld
sprechen wir letztlich, wenn die zugrunde liegenden Schenkel zwei verschiedene nicht kom-
plementdre Halbgeraden darstellen. Zwecks einer einfacheren Notation verwenden wir die
Symbolik /; ABC fiir einen inneren, die Symbolik Z,ABC fiir einen dufseren Winkel. Ist die
Existenz respektive Gestalt eines Winkelfeldes zunéchst irrelevant, verwenden wir die obigen

Notationen ohne den Zusatz ,,e” und ,".

Satz 3.2.2.2. (vgl. Mitschka et al. 1998, S. 33) Es sei {[B, A), [B, C)} eine Winkellage beziig-
lich zweier verschiedener, nicht komplementarer Halbgeraden. Dann sind das innere Winkel-

feld int(Whse) sowie das dufere Winkelfeld ezt(Wige) jeweils zur leeren Menge verschieden.

Beweis: (vgl. Mitschka et al. 1998, S. 33)

Aufgrund des Satzes 3.1.1.5 liegen die beiden verschiedenen, nicht komplementédren Halb-
geraden [B, A) und [B, C) gemeinsam in genau einer Ebene des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes. Per definitionem ist das innere Winkelfeld int(Wise) gleich dem Schnitt der
offenen Halbebenen $(AB¢) und $H(BC,) innerhalb der Ebene sowie das dufere Winkel-
feld ext(Whse) gleich der Vereinigung der offenen Halbebenen $(ABg) und $H(BC ;). Nach
dem Satz 3.2.1.7 ist jede der Halbebenen nichtleer, sodass das duftere Winkelfeld ungleich der
leeren Menge ist. Die offene Strecke der Punkte A und C' liegt nach dem Korollar 3.2.1.12
sowohl in der Halbebene $(AB¢) als auch in der Halbebene $H(BCy), sodass das innere
Winkelfeld mit dem Satz 3.2.1.2 ebenfalls zur leeren Menge verschieden ist. U

Jeder innere und duftere Winkel wie auch jeder Nullwinkel und gestreckte Winkel beschreibt
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) entsprechend der defini-
torischen Darlegung eine ebene-geometrische Figur, einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-
normale euklidische Ebene des Raumes, wenn auch beziiglich der beiden letztgenannten die
jeweils zugrunde liegende Ebene nicht eindeutig bestimmt ist.

In Bezug zu der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen
euklidischen Ebene stellt die mathematisch-informatorische Auffassung des Winkelbegriffs
eine ganzheitliche Erweiterung dar. Mathematisch reduziert sich dies im Allgemeinen auf die

Erweiterung um die Winkelfelder (vgl. Lauer 2018, S. 28). Die bereits mit dem Satz 3.2.2.2
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nachgewiesenen Eigenschaften der Winkelfelder ergdnzen wir mit dem Satz 3.2.2.3 innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=). Der Satz 3.2.2.3 orientiert sich an
Mitschka et al. (1998, S. 26 u. 33). Zum Zwecke einer einfacheren Formulierung bzw. eines
einfacheren Verstandnisses des Satzes erkldaren wir vorab die ,Verbindbarkeit* zweier Punkte

mittels eines ,Streckenzugs; hier orientieren wir uns an Hilbert (1987, S. 9):

Es seien Strecken S; := [A4;, Aj+1] mit 1 < i < n gegeben (n € N). Dann wird die
Menge {S1,...,S,} der Strecken als Streckenzug bezeichnet, der den Punkt A; mit dem
Punkt A,1 verbindet.

Satz 3.2.2.3. Es sei {[B, A4),[B,C)} eine Winkellage beziiglich zweier verschiedener, nicht
komplementarer Halbgeraden, und e die durch die beiden Halbgeraden eindeutig bestimmte
Ebene. Dann erfiillen das innere Winkelfeld int(Wigzc) bzw. dufere Winkelfeld ext(Wisc)
die folgenden Eigenschaften:

i) Die Winkelfelder sind zueinander disjunkte Mengen und ihre Vereinigung ist zur

Menge € \([B, A) U [B,C)) identisch.

ii) Zwei verschiedene Punkte des inneren Winkelfeldes wie auch des dufteren Winkel-
feldes sind derart miteinander verbindbar, dass jede Strecke des jeweiligen Stre-
ckenzugs innerhalb der Ebene € liegt, wobei die Strecke weder mit der Halbgera-

den [B, A) noch mit der Halbgeraden [B, C) einen Punkt gemeinsam besitzt.

iii) Zwei verschiedene Punkte unterschiedlicher Winkelfelder sind nicht wie in ii) be-

schrieben miteinander verbindbar.

Beweis: (vgl. Mitschka et al. 1998, S. 33-35)

Per definitionem ist das innere Winkelfeld int(Wize) gleich dem Schnitt der offenen Halb-
ebenen H(AB¢) und $H(BC4) der Ebene € sowie das dufere Winkelfeld ext(Wize) gleich der
Vereinigung der offenen Halbebenen $(ABgz) und H(BC 7). Zusitzlich sei basierend auf dem
Satz 2.2.2.1 beriicksichtigt, dass die Strecke zweier verschiedener in der Ebene € liegender

Punkte vollstdndig in dieser Ebene liegt:

zu i): Nach dem Teilungsaxiom innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes stellt

die Vereinigung der offenen Halbebenen $H(BA¢) und $H(BAg) wie auch die der offenen
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Halbebenen $(BCy) und $H(BC}j) eine disjunkte Vereinigungsmenge dar, die gleich der
Punktmenge der Ebene € ohne die Punkte der Verbindungsgeraden (A, B) bzw. (B, C) ist.
Die beiden Verbindungsgeraden schneiden sich in dem Punkt B, da nach Voraussetzung die
Halbgeraden [B, A) und [B, C) zueinander verschieden und nicht komplementér sind.

Fiir einen Punkt der Menge (e \([B,A)U [B, C))) erhalten wir, dass der Punkt stets in einer,
aber nicht zugleich in der Halbebene $)(BA¢) und $H(BAg) bzw. $H(BCy) und H(BCj) liegt.
Zusammen mit der definitorischen Festlegung der Winkelfelder int(Wise) und ext(Wise)
gilt, dass die Vereinigung beider Winkelfelder eine zur Menge (6 \([B,A) U [B, C})) identi-

sche, disjunkte Vereinigungsmenge ist.

zu ii): Per definitionem liegen zwei verschiedene Punkte des inneren Winkelfeldes int(Wisc)
sowohl in der Halbebene $H(AB¢) als auch in der Halbebene $(BCy), sodass nach dem
Teilungsaxiom die Strecke beider Punkte weder die Verbindungsgerade (A, B) noch die Ver-
bindungsgerade (B, C') schneidet. Damit gilt bereits die zu zeigende Verbindbarkeit fiir zwei
verschiedene Punkte des inneren Winkelfeldes. Beziiglich des dufteren Winkelfeldes ext(Wize)
als die Vereinigung der offenen Halbebenen $(ABg) und $(BC3) ist die Verbindbarkeit ana-
log begriindet, wenn die Punkte gemeinsam in einer der beiden Halbebenen liegen. Es bleibt
die Voraussetzung, dass ein Punkt X; in der Halbebene $)(ABgz) und ein Punkt X, in der
Halbebene $H(BC}y) liegt:

Hierzu betrachten wir einen Punkt A, auf der zur Halbgeraden [B, A) komplementéren Halb-
geraden sowie einen Punkt C, auf der zur Halbgeraden [B, C') komplementéren Halbgeraden.
Die Halbgeraden sind nach Voraussetzung zueinander verschieden und nicht komplementér,
womit sich die zugrunde liegenden Verbindungsgeraden in dem Punkt B schneiden. Auf-
grund des Satzes 3.2.1.6 gilt mit dem Teilungsaxiom, dass der Punkt A, zugleich in der
Halbebene $(BCz) und der Punkt C, zugleich in der Halbebene $(ABg) liegt.

Das Korollar 3.2.1.12 liefert zum einen, dass die offene Strecke der Punkte A, und C, in der
offenen Halbebene $(ABg) und $H(BC3) liegt. Im Gegensatz liegen die Halbgeraden [B, A)
und [B, C) mit dem Korollar bzw. Teilungsaxiom innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes in keiner der beiden Halbebenen. Zum anderen liefert das Korollar, dass die
Strecke der Punkte X; und C, in der Halbebene $(ABs) und die Strecke der Punkte X5
und A, in der Halbebene $)(BCj) liegen. Zusammenfassend erhalten wir, dass keine der
Strecken [X, C.], [X2, Ai] und [A,, C.] die Halbgerade [B, A) oder [B, C) schneidet, sodass
mit den Strecken die zu zeigende Verbindbarkeit der Punkte X; und X, gilt.
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zu 4i): Wére ein Punkt des inneren Winkelfeldes int(Wipe) mit einem Punkt des duferen
Winkelfeldes ext(Wasc) verbindbar, so miisste mindestens eine Strecke zweier in unterschied-
licher Winkelfelder liegender Punkte existieren, die weder mit der Halbgeraden [B, A) noch
mit der Halbgeraden [B,C') einen Punkt gemeinsam hat. Wir zeigen, dass hieraus ein Wi-
derspruch resultiert:

Es sei also die Existenz einer entsprechenden Strecke fiir einen Punkt Y; des inneren Win-
kelfeldes int(Wipc ) und einen Punkt Y5 des duferen Winkelfeldes int(Wpe ) angenommen.
Der Punkt Y; als ein Punkt des inneren Winkelfeldes liegt per definitionem sowohl in der
offenen Halbebene $)(AB() als auch in der offenen Halbebene $(BC4) und der Punkt Y5 als
ein Punkt des dufieren Winkelfeldes in der Halbebene $(AB¢#) oder $(BC). Folglich erhal-
ten wir mit dem Teilungsaxiom innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes, dass
die Strecke der Punkte Y; und Y, mindestens eine der beiden Verbindungsgeraden (A, B)
und (B, C') schneidet. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit gelte, dass die Strecke [Y7, Y3]
die Verbindungsgerade der Punkte A und B in einem Punkt X schneidet.

Mit der Widerspruchsannahme gilt aufgrund des Satzes 3.2.1.6, dass der Schnittpunkt X
auf der zur Halbgeraden [B, A) komplementéren Halbgeraden liegt. Die Halbgerade [B, A)
ist nach Voraussetzung zur Halbgeraden [B, C') verschieden und nicht komplementér, womit
sich die jeweils zugrunde liegenden Verbindungsgeraden in dem Punkt B schneiden. Auf-
grund des Satzes 3.2.1.6 gilt mit dem Teilungsaxiom, dass der Schnittpunkt X neben seiner
Lage auf der zur Halbgeraden [B, A) komplementédren Halbgeraden zugleich in der offenen
Halbebene $(BC'y) liegt.

Das Korollar 3.2.1.12 liefert, dass die offene Strecke der Punkte X und Y; in der Halbebe-
ne H(BA¢) liegt, ebenso wie die Halbgerade [B, C'). Zum anderen liefert das Teilungsaxiom,
dass die Strecke der Punkte X und Y; die Verbindungsgerade (B, C') schneidet. Zusammen-
fassend erhalten wir aufgrund des Satzes 3.2.1.6, dass die Strecke der Punkte X und Y;
die Halbgerade [B, C') schneidet. Dabei liegt der Punkt X auf der Strecke [Y, Y3], eben als
der Schnittpunkt der Verbindungsgerade (A, B) und der Strecke [Y7, Y], sodass aufgrund
des Korollars 3.2.1.4 die Strecke [X, Y]] eine Teilmenge der Strecke [Y, Ys] ist. Schlieflich
schneidet die Strecke der Punkte Y7 und Y, die Halbgerade [B,C), womit ein Widerspruch

zur getroffenen Annahme vorliegt. U

Der Satz 3.2.2.3 liefert zusammen mit dem Satz 3.2.2.2, dass die Winkellage beziiglich zweier

verschiedener, nicht komplementarer Halbgeraden die durch die beiden Halbgeraden eindeu-
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tig bestimmte Ebene in das jeweilige innere und &ufere Winkelfeld teilt. In diesem Zu-
sammenhang lassen sich fiir einen gestreckten Winkel mit zwei zueinander komplementéren
Schenkeln [B, A) und [B, C), die Halbebenen beziiglich der durch die Punkte A, B und C
gehenden Gerade als Winkelfelder auffassen (vgl. Mitschka et al. 1998, S. 27).

3.2.3 Polygone; Spharen und Kreise

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) beschreiben ,Sphéaren®
raumliche Figuren und ,Kreise* deren eben-geometrisches Pendant. Analog beschreiben ,,Po-
lyeder” in Bezug zu den ,Polygonen raumliche Figuren, wobei erstere als ein ,Spezialfall:
Polyeder und weitere geometrische Korper® im nachfolgenden Abschnitt der vorliegenden

Arbeit diskutiert werden.

Spharen und Kreise

In der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen euklidi-
schen Ebene beschreibt die Menge aller Punkte, die von einem beliebigen, aber festen Punkt
je den gleichen (festen) Abstand besitzen, einen Kreis (vgl. Lauer 2018, S. 21-23). Ubertragen
wir die definitorische Festlegung auf den metrisch-normalen euklidischen Raum (P, &, G, d-)

erhalten wir den Begriff der ,Sphére” (vgl. hierzu Schroder 2014b, S. 10; Walz 2017, S. 225):

Definition 3.2.3.1. Fiir zwei verschiedene Punkte A und M wird die Menge
su(d) ={X e P: {M, A} =, {M,X}}

als Sphare um den Mittelpunkt M durch den Punkt A bezeichnet.

Geht innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, E,G,d=) eine Ebene € be-
ziiglich einer Sphére s);(A) sowohl durch deren Mittelpunkt M als auch durch den Punkt A,
so gilt fiir die Schnittmenge der Ebene € und der Sphére sy;(A) die Gleichung

su(A)Ne={X ce: {M, A} =4 {M,X}} ={X €e: {M,A} =4 {M, X}}.
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Die Schnittmenge der Sphére sp/(A) und der Ebene e beschreibt innerhalb der nach dem
Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene ¢ des Raumes einen Kreis, entsprechend
der Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene (vgl. Lauer 2018, S. 21-23). Auf die-
ser Grundlage legen wir innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=)
den Begriff , Kreis”“ definitorisch fest, sodass letztlich jeder Kreis innerhalb des Raumes ein
Kreis in einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene darstellt, womit

umgekehrtes nach dem Vorherigen ohnehin gilt:
Definition 3.2.3.2. Fiir zwei verschiedene Punkte A und M innerhalb einer Ebene € wird
der Schnitt der Ebene € und der Sphére s)/(A), die Menge

ks (A) i= sy(A)|e = spu(A) Ne={X €e: {M, A} = {M, X}},

als Kreis um den Mittelpunkt M durch den Punkt A beziiglich der Ebene € bezeichnet.

Polygone

Mathematisch ist der Begriff ,Polygon* im Allgemeinen umfassender als das, was darunter
zum Unterrichtsgegenstand der Sekundarstufe I und II z&hlt. Unter diesem Gesichtspunkt
erfolgt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &,G,d=) eine sukzessive
Charakterisierung des Begriffs. Hierzu nutzen wir die Arbeit von Hilbert (1987, S. 9f.) und
Smoczyk (2019, S. 53f.) als Grundlage. Der Begriff des ,Streckenzugs” bildet den Ausgangs-

punkt der sukzessiven Darlegung:

Es seien Strecken S; := [A;, A;41] mit 1 < i < n gegeben (n € N). Dann wird die
Menge {Si,...,S,} der Strecken als Streckenzug bezeichnet, der den Punkt A; mit
dem Punkt A, 1 verbindet.

(In der Fachliteratur finden sich auch Definitionen, die einen Streckenzug als Vereinigung
der jeweiligen Strecken definieren. Die Wahl auf die in der vorliegenden Arbeit getroffene
Definition ist darin begriindet, dass die Elemente des Streckenzugs, die Strecken, hervorge-

hoben sind.)
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Ein ,Polygon® beschreibt einen speziellen Streckenzug, der sich durch zwei Eigenschaften

auszeichnet, und zwar durch die Komplanaritdt und Geschlossenheit:

Es sei ein Streckenzug {51, ..., S, } mit S; := [4;, Aiq] fiir 1 <i <n gegeben (n € N).
Sind die Punkte A; und A,;; identisch und hiermit die der Menge {A4;: 1 < i < n}
komplanar, so wird der Streckenzug {51, ..., S,} als Polygon bezeichnet; die Punk-
te A; heifsen Ecken, die Strecken S; Seiten sowie die Geraden (A;, A;11) Seitengeraden.

Mit der Komplanaritdt der Eckpunkte liefert der Satz 2.2.2.1, dass die Seiten des Polygons
gemeinsam in einer Ebene liegen, das Polygon als Streckenzug somit eine ebene-geometrische
Figur darstellt. Die Ecken eines Polygons sind nicht zwingend verschieden. Ferner ist ein
Eckpunkt nicht eindeutig als der Schnittpunkt zweier zyklisch aufeinander folgender Seiten
bestimmt. Diese weiteren Eigenschaften zeichnen ein Polygon orientierend an der Sprechweise

Schroders (2014a, S. 21) als ein ,echtes Polygon“ bzw. ,n-Eck* aus:

Sind die Ecken eines Polygons paarweise zueinander verschieden und je drei zyklisch
aufeinanderfolgende Ecken nicht kollinear, so wird das Polygon als echtes Polygon

bzw. n-Eck bezeichnet.

Beziiglich eines echten Polygons sind weiterhin zwei nicht zyklisch aufeinanderfolgende Sei-
ten nicht zwingend zueinander disjunkt. Entsprechende Seiten kénnen durchaus sogar eine
Teilmengenbeziehung eingehen, wenngleich die jeweiligen Eckpunkte verschieden sind. Nicht
zuletzt im Hinblick auf den Geometrieunterricht der allgemeinbildenden Sekundarstufe I
und II ist unter der Menge der echten Polygone nochmals zu differenzieren; es sind solche
echten Polygone relevant, deren jeweils nicht zyklisch aufeinanderfolgende Seiten zueinander
disjunkt sind (vgl. auch Smoczyk 2019, S. 54). Schlieflich legen wir innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) explizit definitorisch den Begriff des ,einfachen

Polygons* fest:

Definition 3.2.3.3. Sind je zwei nicht zyklisch aufeinanderfolgende Seiten eines echten

Polygons zueinander disjunkt, so wird das echte Polygon als einfaches Polygon bzw.

einfaches n-Eck bezeichnet.
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Auch wenn wir, zwecks einer einfacheren sprachlichen Gestaltung, lediglich von Polygonen
bzw. n-Ecken sprechen, betrachten wir im Weiteren stets einfache Polygone /n-Ecke.

In der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen euklidi-
schen Ebene konzentriert sich die Untersuchung auf Drei- und Vierecke, begriindet in dem fiir
den Geometrieunterricht zentralen Stellenwert (vgl. hierzu zusétzlich Roth/Wittmann 2018).
Unter einem Drei- und Viereck versteht sich hier ein Quadrupel von vier verschiedenen Punk-
ten, von denen je drei nicht kollinear sind, bzw. ein Tripel von drei verschiedenen Punkten. Im
Vergleich dazu ist die definitorische Festlegung innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, €&, G, d=) in erster Linie raumgeometrisch motiviert, wie im folgenden Abschnitt
Spezialfall: Polyeder und weitere geometrische Korper deutlich wird. Die Vertréaglichkeit
beider definitorischen Auffassungen lésst sich in Bezug zum metrisch-normalen euklidischen
Raum (P, &, G, d=) wie folgt charakterisieren: Es sei {[A, B], B, C],[C, D], D, A]} ein Vier-
eck. Als ein Viereck innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) be-
schreibt dieses per definitionem eine ebene-geometrische Figur beziiglich einer nach dem
Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene des Raumes. Durch die Eckpunkte des
Polygons geht aufgrund des Axioms Vg genau eine Gerade und somit genau eine Strecke.
Letztlich charakterisiert das Quadrupel (A, B, C, D) sowie jedes weitere Tupel, das durch
zyklisches Vertauschen der vier Eckpunkte A, B, C' und D entsteht, das gegebene Viereck.
Da unter anderem die Strecken [A, B] und [B, A] zueinander identisch sind (siehe Korol-
lar 3.2.1.3), trifft entsprechendes auf die Tupel zu, die durch antizyklisches Vertauschen der
vier Eckpunkte entstehen. Es gilt, dass das Quadrupel (A, B, C, D) sowie jedes weitere Tupel,
das durch zyklisches oder antizyklisches Vertauschen der vier Eckpunkte entsteht, dasselbe
Viereck als Mengensystem charakterisiert. Die Verschiedenheit beziiglich der ersten und letz-
ten Komponenten hebt zuséatzlich die Gestalt des Vierecks als Streckenzug hervor, der je zwei
verschiedene Punkte miteinander verbindet. Die Schreibweise als Tupel greifen wir in dem
beschriebenen Sinne innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) auf.
Ein Viereck (A, B,C, D), dessen Seitengeraden (A, B) und (C, D) sowie (B,C) und (A, D)
parallel sind, wird als Parallelogramm innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,&,G,d=) bezeichnet. Als ebene-geometrische Figur unterscheidet sich dieses per defi-
nitionem nicht von einem Parallelogramm in einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen
cuklidischen Ebene des Raumes (siche hierzu Kapitel 2.2). Nicht zuletzt im Hinblick auf das
Kongruenzaxiom nimmt das Parallelogramm eine exponierte Stellung als spezielles Viereck

ein, weshalb die definitorische Festlegung hier explizit aufgegriffen wird.
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Spezialfall: Polyeder und weitere geometrische Korper

Polygone, insbesondere Drei- und Vierecke, verstehen sich im Geometrieunterricht der Se-
kundarstufe I und IT explizit als geometrische Untersuchungsobjekte. Dies bedeutet, dass
Eigenschaften und Relationen der Polygone sowie Sitze iiber Drei- und Vierecke Gegen-
stand der Untersuchung sind, auch im Kontext der Raumgeometrie (siche Kapitel 2.1). Im
Vergleich dazu sind geometrische Korper nicht in diesem Sinne als geometrische Untersu-
chungsobjekte aufzufassen (siche Kapitel 2.1). Im Mittelpunkt steht die rdumlich-visuelle
Darstellung und Identifikation der Kérpergrundformen in Zusammenhang mit der Entwick-
lung des raumlichen Vorstellungsvermogens.

Nach Meschkowski (1966, S. 48) lésst sich ein Polyeder mathematisch als ein Mengensystem
bestehend aus endlich vielen (verschiedenen) abgeschlossenen Polygonflichen von der Art

beschreiben, dass...

- jede Seite in genau zwei verschiedenen Polygonflachen enthalten ist,
- zwei verschiedene Polygonflachen ansonsten keine Punkte gemeinsam haben

- und das System dabei minimal ist, erstgenannte Eigenschaften fiir keine Teilmenge gelten.

,Polygonflichen® lassen sich hier in Anlehnung an Meschkowski (1966, S. 35-41) mit Hilfe
der in Kapitel 3.2.2 eingefiihrten Begriffe des inneren und dufteren Winkelfeldes charakte-
risieren. Analog wie jede Winkellage beziiglich zweier verschiedener, nicht komplementérer
Halbgeraden teilt jedes Polygon als ebene-geometrische Figur die jeweilig zugrunde liegende
Ebene in ein Inneres und Auferes. Dabei beschreibt das Innere die Fliche des Polygons.

Die Herleitung der Existenz des Inneren und AuReren eines Polygons erfordert, wie bei
Meschkowski (1966, S. 35-41) deutlich wird, eine mathematisch umfassende, mathematisch
tiefgreifende Untersuchung (vgl. zusétzlich Mitschka et al. 1998, S. 40). Der Bezug zu den
fachdidaktischen Anforderungen hinsichtlich der Kérpergeometrie, die sich weitestgehend auf
die Identifikation und Darstellung der Kérpergrundformen reduziert (siehe Kapitel 2.1), fehlt
an dieser Stelle. Schliefslich ist vor dem Hintergrund der Zielsetzung der vorliegenden Arbeit,
einer Axiomatisierung der euklidischen (Raum-)Geometrie unter Beriicksichtigung der fach-
bezogenen und -didaktischen Anforderungen des Geometrie-Unterrichtens, die Frage nach
der gemeinsamen Grundlage dieser Ambivalenz zu beantworten. Die Antwort findet sich in
der mathematischen Beschreibung der Polygone, grundlegend als geschlossener Streckenzug,
und insbesondere im Vergleich zu der in meiner Masterarbeit (2018) erfolgten definitorischen

Festlegung der Polygone (siehe hierzu Kapitel 3.2.3)
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3.3 Abstand — Linealfunktionen

Durch zwei Punkte innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) geht
aufgrund des Verbindungsaxioms Vg stets eine Gerade. (Die Existenz der Geraden ist we-
gen der Zweielementigkeit der Punktemenge P auch gegeben, wenn die Punkte zueinander
identisch sind; sind die Punkte verschieden, so ist die Gerade sogar eindeutig bestimmt.)
Von der Punktemenge einer jeden Geraden existiert nach dem Linealaxiom eine isometrische
Bijektion, die sogenannte Linealfunktion, auf die Menge R der reellen Zahlen mit der hierauf
definierten Betragsmetrik. Die Linealfunktionen verstehen sich als ,Mess-Lineale innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G,d=). Auf Basis des Linealaxioms re-
préasentieren sie die Moglichkeit der Abstandsbestimmung mit Hilfe eines Lineals (vgl. zu-
satzlich Moise 1990, S. 58). Die Idee des Linealaxioms geht auf Birkhoff (1932) zuriick (vgl.
Millman /Parker 1991, S. 27). Die Gestalt als ,Mess-Lineale diskutieren wir innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &,G,d=) im Weiteren néher, und zwar begin-

nend mit dem

Satz 3.3.1. (vgl. Moise 1990, S. 58f.; Martin 1975, S. 70) Sei f eine Linealfunktion einer
Geraden g, so ist mit den beiden Zuordnungen fi, fo: ¢ — R definiert durch

fi(X):=—=f(X) sowie fo(X):= f(X)—a fiir ein beliebiges, aber festes a € R

jeweils eine weitere Linealfunktion der Geraden g bestimmt.

Beweis: (vgl. Moise 1990, S. 58 f.; Martin 1975, S. 70)

Mit der Bijektivitdat der Linealfunktion f der Geraden g erhalten wir umgehend, dass mit
der Zuordnung f; und f, ebenfalls eine Bijektion von der Punktemenge der Geraden g auf
die Menge R der reellen Zahlen definiert ist. Hiermit bleibt zum Nachweis, dass die Funktio-
nen f; und fs eine Linealfunktion der Geraden g darstellen, entsprechend dem Linealaxiom
zu zeigen, dass beide Funktionen die Lineal-Gleichung beziiglich der Geraden g erfiillen. Mit
der Giiltigkeit der Lineal-Gleichung fiir die Linealfunktion f erhalten wir aufgrund der defi-
nitorischen Festlegung der Funktion f; und f; die Gleichung

d (X1, X2) = |f (X2) = £ (X1)| = |(f (X2) —a) = (f (X1) —a)| = |f2(X2) — fo(X1)] und
d(X1,X2) = |(—1) - (f(X2) = f(X1)| = |-f (X2) = (=f (X0))| = |1 (X2) — f1 (X1)].

Schlieflich gilt, dass die Funktion f; und fs eine Linealfunktion der Geraden g ist. O
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Fiir eine beliebige Gerade ist die Existenz einer Linealfunktion stets durch das Linealaxiom
gesichert, sodass wir mit dem Satz 3.3.1 aufgrund der Uberabzihlbarkeit der Menge R der
reellen Zahlen erhalten, dass jede Gerade iiberabzéhlbar viele verschiedene Linealfunktio-
nen besitzt. In Bezug zur Auffassung der Linealfunktionen als ,Mess-Lineale innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) spiegeln sich mit dem Satz 3.3.1 zwei
Aspekte wider. Zum einen ist die Abstandsbestimmung symmetrisch zum Nullpunkt (vgl.
zusétzlich Martin 1975, S. 69). Zu beachten ist hier, dass ein Lineal idealisiert als Realob-
jekt das Intervall [0; co) abbildet (eigentlich beidseitig beschrankt ist), im Gegensatz zu einer
Linealfunktion. Zum anderen ist die Abstandsbestimmung nicht auf einen (Null-)Punkt de-
terminiert (vgl. zusétzlich Martin 1975, S. 69). Diesbeziiglich seien zwei Punkte A und B
betrachtet. Weiter sei eine Linealfunktion f der Verbindungsgeraden (A, B) mit a := f(A)
und b := f(B) gegeben, wobei beide Bildpunkte zur reellen Zahl 0 verschieden sind. Nach
dem Satz 3.3.1 existiert neben der Linealfunktion f eine weitere Linealfunktion f; der Ge-
raden (A, B) definiert durch f;(X) := f(X) — a. Beide Linealfunktionen liefern, dass der
Abstand d(A, B) der Punkte A und B zur reellen Zahl |b— a| identisch ist, wobei ausschliefs-
lich die Linealfunktion f; als ,Lineal mit dem Nullpunkt an dem Punkt A anliegt.

Die Frage nach der eindeutigen Existenz einer Linealfunktion beantwortet innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) der Satz 3.3.2. Die Aussage des Satzes
orientiert sich an den Arbeiten von Moise (1990, S. 59) und Martin (1975, S. 70), wobei die
Eindeutigkeit eigens in der vorliegenden Arbeit dargelegt ist.

Satz 3.3.2. Fiir eine Gerade g mit zwei ihrer zueinander verschiedenen Punkte A und B
existiert genau eine Linealfunktion derart, dass die Funktion den Punkt A auf die reelle

Zahl 0 und den Punkt B auf eine positive reelle Zahl abbildet.

Beweis: (Existenz: vgl. Moise 1990, S. 59; Martin 1975, S. 70; Eindeutigkeit: Eigener Beweis)

Zur Ezistenz: Mit dem Linealaxiom betrachten wir eine Linealfunktion f der Geraden g; es
sei a := f(A). Damit existiert nach dem Satz 3.3.1 eine weitere Linealfunktion f; der Gera-

den g definiert durch
firg—=R  mit  fi(X):=f(X)—a

(Im Falle, dass das Bild des Punktes A unter der Linealfunktion f gleich der reellen Zahlen 0

ist, sind die Funktionen f und f; zueinander identisch.) Zusammen mit der Bijektivitit ei-
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ner Linealfunktion erhalten wir schlieklich, dass mit der Linealfunktion f; selbst oder nach
dem Satz 3.3.1 mit der Funktion (—f;) eine Linealfunktion der Geraden ¢ derart existiert,
dass das Bild des Punktes A zur reellen Zahl 0 und das des zum Punkt A verschiedenen

Punktes B zu einer positiven reellen Zahl identisch ist.

Zur Findeutigkeit: Es seien zwei Linealfunktionen h; und hs der Geraden g gegeben, die
jeweils den Punkt A auf die reelle Zahl 0 und den Punkt B auf eine positive reelle Zahl
abbilden. Wir zeigen, dass unter dieser Voraussetzung die beiden Funktionen zueinander
identisch sind. Nach Voraussetzung ist das Bild des Punktes A unter der Linealfunktion h;
und hs zur reellen Zahl 0 identisch. Fiir einen von dem Punkt A verschiedenen Punkt X
der Geraden g liefert die Lineal Gleichung beziiglich der Linealfunktionen h; und hsy die
beiden Gleichungen

(i) [m(B) = h(X)| = d(B, X) = [ha(B) — ho(X)|  und

(i) [=h(X)| = [h(A) = ha(X)] = d(A, X) = |ha(A) = ho(X)] = [=ha(X)].

Ist der Punkt X gleich dem Punkt B, so liefert die Gleichung (ii) zusammen mit der Voraus-
setzung, dass das Bild des Punktes B unter den Funktionen h; und hs jeweils eine positive
reelle Zahl ist, die Gleichheit der Bildpunkte hi(B) und he(B). Schlieslich folgt hieraus
mit den Gleichungen (i) und (ii), dass das Bild jedes Punktes X der Geraden g unter den

Linealfunktionen h; und hy identisch ist. ]

Grundprinzip des Messens: Streckenlangen

Allgemein beschreiben Grofen quantifizierbare Charakteristika beziiglich (geometrischer)
Untersuchungsgegenstande (vgl. Biichter /Holzépfel 2018, S. 3f.; Leuders 2015, S. 42). Die
Léinge einer Strecke beschreibt als Grofe in diesem Zusammenhang die Menge aller Stre-
cken, deren zugrunde liegenden Punkte zu den jeweiligen Punkten der gegebenen Strecke den
gleichen Abstand besitzen, beziehungsweise innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, £, G, d=) die Menge aller Strecken, deren zugrunde liegende Punktemenge beziig-
lich der Relation =, zur jeweiligen Punktemenge der gegebenen Strecke dquivalent ist (vgl.
Benolken et al. 2018, S. 96 f.; Filler 1993, S. 77f.). Grofen als Aquivalenzklassen sind hier
von ihrer Mafzahl zu unterscheiden (vgl. Filler 1993, S. 77£.). Mathematisch ist sich der Un-

terscheidung bewusst zu werden. Gebréuchlich, insbesondere im schulischen Kontext, ist die
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Differenzierung hingegen nicht. Die Lénge einer Strecke [A, B] wird mit dem Abstand d(A, B)
gleichgesetzt (vgl. Filler 1993, S. 77f.), als ,kiirzeste Verbindung”“ (MBK-SL 2014a, S. 25).

Auch in der vorliegenden Arbeit machen wir von dieser Vereinfachung Gebrauch.

Eine umfassende Thematisierung der Langenmessung zahlt bereits zum Unterrichtsinhalt
der Primarstufe (vgl. Franke/Reinhold 2016, S. 306-309; Peter-Koop/Niihrenborger 2011,
S. 93). Dem Spiralprinzip folgend ist in der Sekundarstufe I und II an das erworbene
Messverstandnis anzukniipfen (vgl. Franke/Ruwisch 2010, S. 183). Letztlich avanciert das
Messen von Léngen mittels eines Lineals (nicht das einzig zu thematisierende Messwerk-
zeug, aber im schulischen Alltag das dominierende (vgl. Franke/Ruwisch 2010, S. 207-209))
recht direkt zu einem ,Handwerkszeug* des Geometrieunterrichts der Sekundarstufe. Dem
wird die Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes mit der axiomatischen Fest-
legung der Linealfunktionen gerecht. Allgemein liegt dem Bestimmen von Léngen bzw.
Punktabstéinden das Grundprinzip des Messens zugrunde: Das mehrmalige Abtragen einer
(Einheits-)Lénge, und wenn nétig Unterteilen, an der zu messenden Strecke (vgl. ausfiihrlich
Peter-Koop/Niihrenborger 2011, S. 92f.). Das zugrunde liegende Prinzip, die eigentliche Idee
des Messens, ist auch in der Sekundarstufe wiederkehrend zu thematisieren, denn das Grund-
prinzip ist fiir ein addquates Messverstandnis zentral (vgl. Biichter/Holzépfel 2018, S. 21.).
Nicht zuletzt unterstreichen dies die Bildungsstandards der KMK (2022). Die Linealfunktio-
nen als ,Mess-Lineale* im metrisch-normalen euklidischen Raum (P, &, G, d=) spiegeln das
Prinzip basierend auf der Giiltigkeit des Archimedes-Axioms sowie des Axioms der Intervall-
schachtelung fiir die Menge R der reellen Zahlen wider (vgl. Filler 1993, S. 132f.).

Allgemein ist die Entwicklung eines addquaten Messverstiandnisses eingebettet in die Ent-
wicklung eines adiquaten Verstindnis des betreffenden Grofenbereichs®. Dabei liegt didak-
tisch ein stufenweiser Aufbau zugrunde, der jedoch nicht zur starren Strukturierung des
(Geometrie-)Unterrichts, vielmehr als theoretischer Bezugsrahmen fiir Lehrkréfte dient (vgl.
Franke/Ruwisch 2010, S. 178f. u. 184-204). Das Stufenmodell sei exemplarisch anhand des
Grofenbereichs der Lange skizziert (vgl. ausfithrlich Franke/Ruwisch 2010, S. 184-210; vgl.
auch Franke/Reinhold 2016, S. 305-309): Zentral ist das (Messen als) Vergleichen. Der direk-

te Vergleich von verschiedenen geometrischen Objekten greift (Vor-)Erfahrungen der Schiiler

5Den Begriff des GroRenbereichs prigte Arnold Kirsch aus einer Zusammenarbeit mit Heinz Griesel
heraus in der Mathematikdidaktik (vgl. Griesel 2015). Der Begriff klassifiziert Grofen artspezifisch und cha-
rakterisiert in mathematikdidaktischer Hinsicht die relevanten Strukturen (Addition, Vervielfachen/Teilen,
Ordnen) innerhalb des Grofsenbereichs (vgl. Krauter/Bescherer 2013, S. 105-107; Griesel 2015).
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auf. Sind die Objekte ,gleich lang“? Ist eines ,kiirzer/langer als das andere? Anschliefsend
sind Kontexte zu eroffnen, die statt eines direkten einen indirekten Vergleich erfordern. So
konnen zwei Objekte indirekt miteinander verglichen werden, indem sie einzeln anhand eines
Bezugs- respektive Vergleichsobjekts direkt verglichen werden. Weiter kann das Bezugsobjekt
als nicht-standardisierte Mafeinheit fungieren, woraus letztlich basierend auf der Grundidee
des Messens die Lidngenmessung mittels standardisierter Messinstrumente (und standardi-
sierter Mafseinheiten) resultiert. Das Umrechnen der Grofen in verschiedene Mafseinheiten
sowie das Rechnen in Sachkontexten tragt schlieflich zu einer ganzheitlichen Auffassung
des Grofsenbereichs bei. Letzteres betrifft in erster Linie den arithmetischen Umgang mit
Mafszahlen. Das Messen stellt hier eine Verbindung zwischen Geometrie und Arithmetik her
(vgl. Leuders 2015, S. 42). Aus geometrischer Perspektive sind nicht die expliziten Mafszah-
len von Bedeutung, vielmehr ist der durch das Messen ermdglichte Vergleich anhand der
Mafzahlen relevant; exemplarisch zeigt sich dies in der vorliegenden Arbeit bereits mit der
zuvor erfolgten Einfiihrung des Begriffs der Lénge einer Strecke (vgl. auch Schroder 1985,
S. 55). Wir tragen dem beziiglich der Abstandsbestimmung innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, €&,G,d=) durch die explizite Einfiithrung der Relation =, der Ab-

standsgleichheit Rechnung, die nach dem Korollar 2.2.2.7 eine Aquivalenzrelation darstellt.

Lineale eine Selbstverstandlichkeit?

Wie zuvor erlautert, zahlt das Messen von Streckenldngen bzw. das Bestimmen von Punktab-
stdanden mit Hilfe eines Lineals als Messinstrument zu den Grundlagen des Geometrieunter-
richts der Sekundarstufe I und II. Entsprechend existieren vor dem Hintergrund der Ziel-
setzung der vorliegenden Arbeit basierend auf dem Linealaxiom innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) sogenannte Linealfunktionen als . Mess-Lineale®.
Wir schliefsen das vorliegende Kapitel mit einem Beispiel, das zeigt, dass die Existenz eines
,Mess-Lineals“ eben keine Selbstverstédndlichkeit darstellt. Hierzu betrachten wir den eukli-
dischen Punktraum R* mit der Menge G.:= {{A+A(B—A): A € R}: A, B € R® mit A # B},
der Menge aller Geraden. Auf der Menge R? sei die diskrete Metrik definiert durch

0, falls A=0B,
SRR3R mit §(A B):=

1, falls A # B.
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Wir zeigen, dass die Aussage des Linealaxioms nicht gilt. Per definitionem besitzt eine Gera-
de g .= {aA+A(B—A): a € R} iiberabzéhlbar viele, vom Punkt A verschiedene Punkte (es
sei die Uberabzihlbarkeit der Menge R beachtet). Dementsprechend existieren auf der Gera-
den g tiberabzédhlbar viele verschiedene Punkte, deren Abstand zum Punkt A beziiglich der
diskreten Metrik 0 den Wert 1 betragt. Eine Funktion, welche die Lineal Gleichung erfiillt,
ist folglich keinesfalls bijektiv. Damit ist die Existenz einer Linealfunktion per definitionem

nicht gegeben.

3.4 Kongruenz

Im Rahmen eines axiomatisch-deduktiven Aufbaus der euklidischen Geometrie erweist sich
die Einfiihrung der , Kongruenz“ nicht als lokale, sondern globale Frage. Im Allgemeinen sind
zwei mathematische Ansétze gegeniiberzustellen, der kongruenz- und abbildungsgeometri-
sche (vgl. Kirsche 2006, S. 5).

Als der klassische versteht sich der kongruenzgeometrische Ansatz (vgl. Bender 1982, S. 9
u. 12). Exemplarisch sei dieser in seinen Grundziigen anhand von Hilberts (1987) ,Grundla-
gen der Geometrie” erldutert. Charakteristisch ist, dass die ,Kongruenz“ einen Grundbegriff
des axiomatischen Aufbaus im Sinne des von Hilbert vertretenen Formalismus darstellt; der
Begriff ist implizit-axiomatisch beschrieben (siehe hierzu Beginn des Kapitels 3). Die weitere
Untersuchung der Kongruenz erfolgt eingebettet in den axiomatisch-deduktiven Aufbau ba-
sierend auf den jeweiligen Kongruenzaxiomen. Sogenannte , Kongruenzabbildungen“ bleiben
dabei weitestgehend unthematisiert.

Impuls fiir den abbildungsgeometrischen Ansatz lieferte Felix Kleins (*1849, 11925) Erlanger
Programm? (vgl. Weigand 2018a, S. 267). Kleins Bestreben lag darin, die Geometrie in ih-
rer damaligen Entwicklung (neben der euklidischen existierten bereits eine Vielzahl weiterer
Disziplinen) zu systematisieren (vgl. Wuking 2009, S. 169; Kadunz/Stréafer 2008, S. 1681.).
Zur Klassifizierung nutzte er die Autormorphismengruppen der Geometrien; die einzelnen
(Teil-)Geometrien sind durch die Invarianten der jeweiligen Abbildungen charakterisiert (vgl.
Wuking 2009, S. 169-171; Kadunz/Strafer 2008, S. 169). In diesem Sinne versteht sich die
euklidische Geometrie grundlegend als Kongruenzgeometrie (vgl. Wuking 2009, S. 170; vgl.

"Das Programm wurde als solches bekannt, WuRing (2009, S. 167) konkretisiert hier, dass die Veréffentli-
chung im Jahre 1872 unter dem Titel ,Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische Forschungen®
im Zuge von Kleins Inaugral-Vortrag an der Universitdt Erlangen erschien.
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zusatzlich Quaisser 1989, S. 121). Vor diesem Hintergrund entwickelten sich abbildungsgeo-
metrische Ansétze der euklidischen Geometrie auf Basis der Kongruenzabbildungen (vgl.
Weigand 2018a, S. 267). Im Gegensatz zum kongruenzgeometrischen Ansatz legen diese die

Kongruenzabbildungen axiomatisch zugrunde (vgl. Filler 1993, S. 127-129).

Vorgehensweise in (P,£,G,d=)

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) legen wir explizit weder
abbildungsgeometrische Axiome noch Axiome der Kongruenz zugrunde. Es erfolgt eine in
Bezug zu der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen
euklidischen Ebene analoge Darlegung. Als ganzheitliche Grundlage ist in diesem Zusam-
menhang die Arbeit von Schroder (1985) zu nennen. Innerhalb des metrisch-normalen eukli-
dischen Raumes (P, €&, G, d=) definieren wir mittels der Abstandsgleichheit =; zunéchst die

Kongruenzabbildungen in

Definition 3.4.1. Eine bijektive und abstandstreue bzw. -erhaltende Selbstabbildung der
Punktemenge P, also eine bijektive Abbildung ®: P — P mit

(A, B} =, {9(A), ®(B)} fir A,BeP,

wird als (rdumliche) Kongruenzabbildung oder (rdumliche) Bewegung bezeichnet.

Mit dem Zusatz ,raumlich verdeutlichen wir — wenn notig —, dass die jeweilige Kongruenzab-
bildung die Punktemenge des gesamten metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d-)
als Quell- bzw. Zielmenge umfasst. Demgegeniiber stehen die ,ebenen” Kongruenzabbildun-
gen, die bijektiven und abstandstreuen Selbstabbildungen betreffend der Punktemenge einer
Ebene des metrisch-normalen euklidischen Raumes; sie beschreiben eine Kongruenzabbildung
einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene (vgl. hierzu Lauer 2018,
S. 38). In diesem Zusammenhang stellt jede Restriktion einer rdumlichen Kongruenzabbil-
dung auf eine Ebene, deren Punktemenge unter der rdumlichen Kongruenzabbildung wie-
derum auf sich selbst abgebildet wird, eine ebene Kongruenzabbildung dar (vgl. zusétzlich
Quaisser 1989, S. 84). Auf dem Begriff der rdumlichen Kongruenzabbildung aufbauend, er-
folgt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) mit der Definiti-

on 3.4.2 die Festlegung der , Kongruenz“ als Relation zwischen geometrischen Figuren. In ei-
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ner nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene gilt die Kongruenz zwischen
zwei geometrischen Figuren entsprechend, unter Betrachtung der ebenen statt rdumlichen

Kongruenzabbildungen (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 72).

Definition 3.4.2. Ist das Bild einer geometrischen Figur JF; unter einer Kongruenzabbil-
dung ® gleich einer geometrischen Figur F, also gilt ®[F;] = F», so heifst die geometrische

Figur F; kongruent zur geometrischen Figur Fs.

Das Kongruenzaxiom innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) fiir
sich, beschreibt eine Forderung der Vertraglichkeit zwischen der Relation der Parallelitat und
Abstandsgleichheit (vgl. Schroder 1985, S. 18). Hierauf basierend erfolgt eingebettet in den
axiomatisch-deduktiven Aufbau des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) die
Darlegung der Kongruenz ausgehend von derer definitorischen Festlegung in Bezug zu den
Kongruenzabbildungen, ohne explizit den Begriff der Kongruenz oder Kongruenzabbildungen

axiomatisch zugrunde zu legen.

Zur Begriindung der Vorgehensweise in (P,E£,G,d=)

Das Vorgehen innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) orientiert
sich an dem vorherrschenden fachdidaktischen Konsens zur Diskussion um die abbildungs-
und kongruenzgeometrische Methodik. In Anlehnung an Weigand et al. (2018, S. 193-195
u. 267-270) ist die Aussage von Kirsche (2006, S. 5), ,|...] beide Methoden nicht als Alter-
nativen an|zu|sehen, sie sind komplementar®, fiir den Geometrieunterricht der Sekundarstufe
zu unterstreichen: Zentral ist der Aspekt der Kongruenz als Relation der Deckungsgleichheit
zwischen geometrischen Figuren, dass sich kongruente geometrische Figuren bis auf ihre Lage
innerhalb der Ebene bzw. des Raumes nicht voneinander unterscheiden. Hiermit verbunden
und zu berticksichtigen, ist die Vorstellung des zur Deckung-Bringens. Mathematisch spiegelt
sich dies im Abbildungsbegriff wider.

Das Bewegliche als stetig sukzessiver Prozess der geometrischen Figuren und ihrer Teilfigu-
ren ist (nicht zuletzt unter Zuhilfenahme von Digitaler Geometriesoftware) zu veranschau-
lichen (vgl. auch Kadunz/Stréfer 2008, S. 175f.). In diesem Zusammenhang ist nach Fil-
ler (1993, S. 88f.) zwischen dem Beweglichen im physikalischen und mathematischen Sinne

zu unterscheiden, wobei zwei Unterschiede charakteristisch sind. Das Bewegliche versteht sich
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physikalisch als ein dynamischer Prozess. Eine Abbildung beschreibt mathematisch hingegen
den statischen Zusammenhang der Zustandsdnderung von der Urbild- zur Bildmenge (vgl.
auch Kadunz/Strafser 2008, S. 172f.). Dabei beschrankt sich eine Kongruenzabbildung als
bijektive Selbstabbildung der Punktemenge des Raumes bzw. der Ebene nicht auf die jewei-
ligen Untersuchungsobjekte, wenngleich der Fokus in der Regel auf diesen liegt. Physikalisch
sind jedoch ausschliefslich die betrachteten Untersuchungsobjekte in Bewegung. Speziell im
Hinblick auf die Diskussion um die Bedeutung der Kongruenzabbildungen fiir den Geometrie-
unterricht sei die Argumentation von Schmidt-Thieme/Weigand (2018, S. 194) untermauert.®
Mathematisch ist der Abbildungsbegriff von Bedeutung, in dem Bewusstsein, dass der Bezug

zur Auffassung des Beweglichen im physikalischen Sinne herzustellen ist.

Grundlegende Eigenschaften in (P,€,G,d=)

Die grundlegende Untersuchung der Kongruenz als Relation zwischen geometrischen Figu-
ren steht innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,€,G,d=) in direktem
Zusammenhang zu den Kongruenzabbildungen. Elementare Eigenschaften, die die Menge
aller Kongruenzabbildungen eint, implizieren grundlegende Eigenschaften der Kongruenz als
Relation zwischen geometrischen Figuren. Zu Beginn weisen wir mit dem Satz 3.4.3 nach,
dass innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,€&,G,d=) die Menge aller
rdumlichen Kongruenzabbildungen eine Gruppe darstellt, sich somit nicht von der Menge
aller ebenen Kongruenzabbildungen in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene unter-

scheidet (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 40f.).

Satz 3.4.3. (vgl. Schroder 1985, S. 218) Die Menge aller Kongruenzabbildungen des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) bildet mit der Relation der Verkettung

von Funktionen eine Gruppe.

Beweis: (vgl. Schroder 1985, S. 23 1. u. 218)
Grundsatzlich gilt, dass die Komposition von Funktionen assoziativ ist. Die Bijektivitat der

Kongruenzabbildungen und deren Abstandstreue zusammen mit der Transitivitidt der Ab-

8Nicht unkommentiert vertrete ich an dieser Stelle das Argument des ,funktionalen Denkens“ bei
Schmidt-Thieme/Weigand (2018, S. 194). Ich bin der Auffassung, dass dieser Aspekt differenzierter zu
betrachten ist, indem zusétzlich die Betrachtungen wie etwa von Bender (1982, S. 18f.) oder wie daran
orientierend die von Kadunz/Stréfer (2008, S. 171f.) Beriicksichtigung finden.
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standsgleichheit =, liefern, dass die Menge aller Kongruenzabbildungen beziiglich ihrer Kom-
position abgeschlossen ist. Die identische Abbildung idp ist per definitionem eine bijektive,
abstandstreue Selbstabbildung der Punktemenge P, sodass in der Menge aller Kongruenzab-
bildungen beziiglich ihrer Komposition ein neutrales Element existiert. Diesbeziiglich besitzt
jede Kongruenzabbildung als eine bijektive, abstandstreue Selbstabbildung der Punktemen-

ge P ein inverses Element, eine bijektive, abstandstreue Umkehrabbildung. U

Mit der Definition 3.4.2 der Kongruenzrelation liefert der Satz 3.4.3 umgehend, dass die
Kongruenz eine reflexive, symmetrische und transitive Relation, also eine Aquivalenzrela-
tion auf der Menge aller geometrischen Figuren darstellt (vgl. auch Filler 1993, S. 89). Ist
eine geometrische Figur zu einer geometrischen Figur kongruent, so konnen wir aufgrund
der Symmetrie auch davon sprechen, dass die beiden geometrischen Figuren (zueinander)
kongruent sind (vgl. auch Filler 1993, S. 89).

Die Geradentreue einer Kongruenzabbildung erweitert sich im Vergleich zur Theorie der
metrisch-normalen euklidischen Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,&,G,d=) im Weiteren mit dem Satz 3.4.4 um die Ebenentreue (vgl. hierzu Lauer 2018,
S. 39). Bevor wir den Satz darlegen, sei ein Ergebnis aus dem Bereich der Analysis aufgegrif-
fen, und zwar eine Eigenschaft, die grundsétzlich jede injektive Funktion besitzt; fiir einen

Nachweis sei der Leser etwa auf Nicholson (2019, S. 290f. u. 305f.) verwiesen:

Ist f: X — Y eine injektive Funktion von einer Menge X in eine Menge Y, so gelten die

Gleichungen f[Xl UXQ] = f[Xl] @] f[XQ] und f[Xl OXQ] = f[Xl] n f[XQ] fur Xl,Xz g X.

Diese Eigenschaft, die jede Kongruenzabbildung gemeinhin als bijektive Funktion besitzt,
gelten zur weiteren Untersuchung der Kongruenzabbildungen als elementar. So greifen wir
hierauf bereits innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) im Beweis
des Satzes 3.4.4 zuriick. Allgemein orientieren wir den Beweis, ausfiihrlicher und differen-

zierter, an Schroder (1985, S. 211 u. 218).

Satz 3.4.4. (vgl. Schroder 1985, S. 211 u. 218) Eine Kongruenzabbildung ® des metrisch-

normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) ist...

(a) ebenentreu mit ®[ma g] = meayem  und  (b)geradentreu, d.h. ®[g] € G fiir g € G.
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Beweis: (siehe zuvor, Schroder 1985)

a) Die Abstandstreue der Kongruenzabbildung ® liefert zusammen mit der Transitivitiat der

Abstandsgleichheit =, die Gleichung
®map)={P(X): X e PA{A X} =4 {X,B}} = {®(X): X e PA{P(A),®(X)} =4 {(X),P(B)}},
weiter liefert die Surjektivitiat der Kongruenzabbildung die Gleichung

{2(X): X € PA{®(A), 2(X)} =4 {®(X),®(B)}} = {Y € P: {®(A),Y} =4 {Y, 2(B)}} = ma(a),a5)-

Zusammenfassend erhalten wir, dass das Bild der Ebene m4 p unter der Kongruenzabbil-
dung ® zur Ebene mga) o) identisch ist. Folglich ist die zu zeigende Ebenentreue einer

Kongruenzabbildung nachgewiesen. O

b) Die Gerade g ist innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes per definitionem
zum Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen € und 7 identisch. Hiermit gilt
aufgrund der Injektivitdt der Kongruenzabbildung &, dass unter der Kongruenzabbildung
das Bild der Geraden ¢ zum Schnitt der beiden Bildmengen ®[¢] und ®[n] der Ebene €
bzw. 1 identisch ist. Damit gilt auf Grundlage der Bijektivitdt der Kongruenzabbildung ®
zusammen mit derer nach dem zuvor gezeigten Teil a) geltenden Ebenentreue weiter, dass
das Bild der Geraden g unter der Kongruenzabbildung & zum Schnitt zweier verschiede-
ner, nicht disjunkter Ebenen, also innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes zu
einer Geraden identisch ist. Folglich ist die zu zeigende Geradentreue einer Kongruenzabbil-

dung nachgewiesen. O

Ebenen und Geraden, die unter einer geraden- bzw. ebenentreuen Abbildung im Allgemei-
nen wiederum auf sich selbst abgebildet werden, werden als Fizebenen bzw. Fizgeraden der
jeweiligen Abbildung bezeichnet (vgl. Schroder 1985, S. 23). Analog findet die Bezeichnung
des Fizpunktes Verwendung (vgl. Schroder 1985, S. 23). Zu beachten ist, dass die Punkte
einer Fixgerade sowie die Punkte einer Fixebene nicht zwingend Fixpunkte darstellen (vgl.
Schroder 1985, S. 23).

Im Hinblick auf die in Kapitel 3.1.2 erfolgte definitorische Festlegung der Parallelitdt und Or-
thogonalitiat zwischen Geraden und/oder Ebenen zeigen wir innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, &, G, d=) basierend auf dem soeben bewiesenen Satz 3.4.4 das Ko-

rollar 3.4.5, die entsprechende Aussage in Schroder (1985, S. 211 u. 218) erweiternd.
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Korollar 3.4.5. Eine Kongruenzabbildung ® des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,E€,G,d=) ist parallelentreu (i) und orthogonalititstreu (i) beziiglich der Parallelitét

bzw. Orthogonalitat zwischen Geraden und/oder Ebenen:
(1) gllh=@[gl|2h] A elln= 2|2 A gle= ][] fir g,heg; enek.

(ii) g Lh= ®[g] LOh] AN eln= DBl LPn A gle= Plg] LBl fir g,heG; e,neC’.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: siche zuvor, Schréder 1985)

Die mit dem Satz 3.4.4 nachgewiesene Ebenen- und Geradentreue einer Kongruenzabbildung
liefert zusammen mit derer Bijektivitat, dass die zu zeigende Parallelentreue gilt. Beziiglich
der Orthogonalitat zwischen zwei Ebenen sowie zwischen einer Gerade und Ebene folgt das
zu Zeigende auf der Grundlage der jeweiligen in Kapitel 3.1.2 erfolgten Definition der Or-
thogonalitdt umgehend aus der Ebenen- und Geradentreue einer Kongruenzabbildung. Im
Verbleibenden sei zusétzlich das Nachgewiesene zur Geradentreue in Satz 3.4.4 bertiicksich-
tigt, und zwar dass unter einer Kongruenzabbildung das Bild einer Geraden zur Schnittmenge
der beiden Bildebenen derer Ebenen identisch ist, die der Geraden per definitionem inner-

halb des metrisch-normalen euklidischen Raumes zugrunde liegen. U

Eine weitere Folgerung aus dem Satz 3.4.4 stellt das Korollar 3.4.6 dar. Das Korollar nut-
zen wir im Weiteren zugleich im Rahmen des Satzes 3.4.7 zum Nachweis der Strecken- und
Halbgeradentreue einer rdaumlichen Kongruenzabbildung innerhalb des metrisch-normalen
cuklidischen Raumes (P, €, G,d=). Im Vergleich zur in meiner Masterarbeit (2018) entwi-
ckelten Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene unterscheiden sich die raumli-
chen Kongruenzabbildungen in der Strecken- und Halbgeradentreue nicht von den ebenen
Kongruenzabbildungen (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 39f.). Diesbeziiglich zeigt sich mit dem
Satz 3.4.7 innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) weiter, dass

sich die Halbebenen- um die Halbraumtreue erweitert.

Korollar 3.4.6. (vgl. Moise 1990, S. 258) Eine Kongruenzabbildung ® des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, &,G,d=) ist zwischentreu, d.h. liegt ein Punkt B zwischen zwei
Punkten A und C, so liegt auch der Bildpunkt ®(B) des Punktes B unter der Kongruenz-
abbildung ® zwischen den Bildpunkten ®(A) und ®(C') der Punkte A bzw. C.
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Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Filler 1993, S. 77 u. 238)
Auf der Grundlage der in Kapitel 3.1.3 erfolgten Definition des Zwischenseins liefert die mit
dem Satz 3.4.4 nachgewiesene Geradentreue einer Kongruenzabbildung zusammen mit derer

Abstandstreue sowie Bijektivitdt, dass die zu zeigende Zwischentreue gilt. 0

Satz 3.4.7. (a/b: Filler 1993, S. 83f.; ¢/d: Quaisser 1989, S. 83f.) Eine Kongruenzabbil-

dung ® des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) ist...

a) streckentreu mit ®[[A, B]] = [®(A), ®(B)],
b) halbgeradentreu mit ®[[4, B)] = [®(A4), ®(B)),
c) halbebenentreu mit ®[$(ABc)] = H(P(A)2(B)s(c)) sowie

d) halbraumtreu mit ®[$(ABCp)] = H(®(A)®(B)®(C)a(n))-

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: Filler 1993, S. 841.)

Die zu zeigende Strecken- sowie Halbgeradentreue einer Kongruenzabbildung folgt umge-
hend aus derer nach dem Korollar 3.4.6 geltenden Zwischentreue (vgl. auch Filler 1993,
S. 238). Im Weiteren beweisen wir explizit die zu zeigende Halbraumtreue. Die zu zeigende
Halbebenentreue einer Kongruenzabbildung impliziert der Nachweis mittels entsprechender
Analogiebetrachtungen zwischen ,(Rand-)Ebene* und ,(Rand-)Gerade* sowie ,Halbraum*

und ,Halbebene':

Mit der nach dem Satz 3.4.4 geltenden Ebenentreue bildet die Kongruenzabbildung & die
Ebene (A, B,C) aufgrund des Satzes 3.1.1.1 auf die Ebene (®(A), ®(B), ®(C)) ab. Damit
liefert die Bijektivitdt der Kongruenzabbildung, dass jeder Punkt, der in einem der beiden
Halbrdume mit der Randebene (®(A), ®(B), P(C)) liegt, unter der Kongruenzabbildung &
gleich dem Bild eines Punktes ist, der in dem Halbraum $(ABCp) oder $H(ABCp) liegt.
Hierauf basierend zeigen wir zum Nachweis der Behauptung letztlich, dass die Kongruenzab-
bildung ® jeden in dem Halbraum $(ABCp) liegenden Punkt E; auf einen Punkt des Halb-
raumes (P (A)P(B)P(C)a(p)) sowie jeden in dem Halbraum $(ABCp) liegenden Punkt F,
auf einen Punkt des Halbraumes $)(®(A)®(B)®(C)gpy) abbildet.

Nach dem Satz 3.2.1.9 schneidet die Strecke der Punkte D und F, die Randebene (A, B, C),

im Gegensatz zur Strecke der Punkte D und F;. Zusammen mit der Bijektivitdt der Kon-
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gruenzabbildung ® erhalten wir mit derer Ebenen- und Streckentreue, dass entsprechendes
fiir die jeweiligen Bildstrecken beziiglich der Randebene (®(A), ®(B), P(C)) gilt. Hieraus
folgt wiederum mit dem Satz 3.2.1.9, dass die Bildpunkte ®(D) und ®(E;) in dem glei-
chen Halbraum, die Bildpunkte ®(D) und ®(FEs,) in unterschiedlichen Halbraumen der Ebe-
ne (P(A), (B),P(C)) liegen. O

Zwei Strecken bzw. zwei Halbgeraden sind nach dem soeben nachgewiesenen Satz 3.4.7 genau
dann zueinander kongruent, wenn die jeweils zugrunde liegenden zweielementigen Punkte-
mengen zueinander kongruent sind. Entsprechend gilt die Kongruenz zweier Halbraume bzw.
zweier Halbebenen genau dann, wenn die entsprechenden Randebenen bzw. -geraden zuein-
ander kongruent sind. Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &,G, d=)
zeigen wir zum Abschluss des vorliegenden Kapitels, anlehnend an Filler (1993, S. 84f.), dass
die Kongruenz zweier Winkel genau dann gilt, wenn die jeweiligen Winkellagen zueinander

kongruent sind.

Satz 3.4.8. Eine Kongruenzabbildung & des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,E,G,d=) ist winkeltreu mit ®[ZABC| = Z&(A)®(B)®(C).

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Filler 1993, S. 84f.)

Zusammen mit der Bijektivitdt der Kongruenzabbildung ® folgt aus derer nach dem Satz 3.4.7
geltenden Halbgeradentreue, dass die Winkellage des Winkels ZABC unter der Kongruenz-
abbildung ® gleich der Winkellage Z®(A)®(B)®(C) ist. Unter der Annahme, dass ein ge-
streckter Winkel oder Nullwinkel vorliegt, gilt damit bereits die zu zeigende Aussage.

Es sei im Weiteren die Existenz des inneren Winkels /; ABC und des dufseren Winkels /. ABC
angenommen und gezeigt, dass das Bild des inneren Winkelfeldes int(W apc) unter der Kon-
gruenzabbildung ® zum inneren Winkelfeld int(We(a)e(pyo(c)) sowie das Bild des dufkeren
Winkelfeldes ext(W apc) zum duferen Winkelfeld ext(We4y0(mya(c)) identisch ist. Aufgrund
der Injektivitat der Kongruenzabbildung ® erhalten wir mit derer nach dem Satz 3.4.7 gel-

tenden Halbebenentreue die Gleichung
P[H({ABc) N H(BCa)| = @H{ABc)| N RH(BCA)] = H{P(A)2(B)a(c)) N H(P(B)2(Claa))
sowie die Gleichung

P[H{ABc) UH(BC )] = P[H(ABe)| U @[H(BC )] = H(P(A)2(B)gey) U HP(B)2(C)gray)-
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Zusammenfassend gilt mit der in Kapitel 3.2.2 erfolgten Definition eines inneren und aduferen

Winkelfeldes das zu Zeigende. O

Mit den nachgewiesenen Sétzen 3.4.4/3.4.7/3.4.8 folgt im Allgemeinen aus der Kongruenz
zweier geometrischer Figuren die Kongruenz entsprechender geometrischer (Teil-)Figuren (vgl.

Filler 1993, S. 891.).



4 Raumliche Kontextualisierungen

Der Leitgedanke des Kapitels besteht darin, Inhalte der ebenen Geometrie vor dem Hin-
tergrund der Raumgeometrie zu diskutieren: ebene-geometrische Aussagen raumgeometrisch
zu kontextualisieren. Die Analogiebetrachtungen eréffnen weniger explizit raumgeometrische
Frage- bzw. Problemstellungen. Der Fokus liegt vielmehr ausgehend von der ebenen Geome-
trie auf den Zusammenhéngen zwischen der ebenen und rdumlichen Geometrie, entsprechend
der ,Curricularen Richtlinien” (2.1) beziiglich des Geometrieunterrichts der allgemeinbilden-
den Sekundarstufe I und II. Dem metrisch-normalen euklidischen Raum (P, &, G, d=) liegt
gemeinhin die in meiner Masterarbeit (2018) entwickelte Theorie der metrisch-normalen eu-
klidischen Ebene zugrunde (siehe Kapitel 2.2).

Die euklidische (Schul-)Geometrie versteht sich anlehnend an das Erlanger Programm von
Felix Klein grundlegend als Kongruenzgeometrie (siehe Kapitel 3.4). Entsprechend nimmt
die Untersuchung der Kongruenz einen zentralen Stellenwert ein (siehe auch Kapitel 2.1 ,Cur-
riculare Richtlinien“). In Kapitel ,Kongruenz — Teil I (4.1) diskutieren wir die ,Punktspie-
gelungen® und ,,Translationen als spezielle Kongruenzabbildungen. Darauf folgt in Kapitel
,Kongruenz — Teil 11 (4.3) eine Diskussion um die ,Ebenenspiegelungen* als spezielle Kon-
gruenzabbildungen, derer Darlegung als die Verkettung von Ebenenspiegelungen und einer
abschlieffenden Untersuchung der Kongruenz zwischen geometrischen Figuren. Die Zwei-
teilung bedingt der deduktive Aufbau des metrisch-normalen euklidischen Raumes. Dabei
stellt der Einschub ,Parallele und Orthogonale Geraden/Ebenen“ (4.2) ohnehin ein relevan-
tes Themenfeld in der vorliegenden Arbeit dar (siehe Kapitel 2.1 ,Curriculare Richtlinien®).
Mit dem Kapitel zur ,Ahnlichkeit* (4.4) ist schlieklich die euklidische (Schul-)Geometrie in
ihren grundlegenden Elementen dargelegt (vgl. auch Mitschka et al. 1998, S. 273; siehe auch
Kapitel 2.1 ,Curriculare Richtlinien®).

In Bezug zur fachdidaktisch orientierten Grundlegung des Begriffs der Kongruenz innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &,G,d=), im Sinne eines komplementéiren
Verstédndnisses des kongruenz- und abbildungsgeometrischen Ansatzes (siche Kapitel 3.4),
spiegelt sich darauf basierend in dem vorliegenden Kapitel tendenziell ein abbildungsgeo-

metrisches Vorgehen wider. Diesbeziiglich seien zwei Aspekte angemerkt. Erstens erfordert
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das Mathematische (ein Bestandteil neben dem Fachdidaktischen) der Zielsetzung der vor-
liegenden Arbeit, das Ziel eines mathematisch stringenten axiomatisch-deduktiven Aufbaus
der euklidischen (Raum-)Geometrie, eine gewisse ,Geradlinigkeit* in der deduktiven Vor-
gehensweise. Zweitens rdumt die fachdidaktisch motivierte komplementére Auffassung des
kongruenz- und abbildungsgeometrischen Ansatzes gemeinhin dem Abbildungsbegriff eine
(mathematische) Bedeutung ein (siche hierzu Kapitel 3.4). Die Frage nach der Schwer-
punktsetzung liegt letztlich im didaktischen Gestaltungsspielraum der Lehrkraft (vgl. auch
Schmidt-Thieme/Weigand 2018, S. 194f.); die vorliegende Arbeit versteht sich hier (im Sinne

ihrer Zielsetzung) als mathematische Grundlage.

4.1 Kongruenz — Teil |

Der Untersuchung der ,Punktspiegelungen” (4.1.1) und ,Translationen“ (4.1.2) als spezi-
elle Kongruenzabbildungen des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,€&,G,d=) liegt
im Sinne des iibergeordneten Leitgedankens der ,Rdumlichen Kontextualisierung die Un-
tersuchung der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen
euklidischen Ebene zugrunde. Diesbeziiglich sei mit Blick auf die Bedeutung des Kongruen-
zaxioms (siehe Kapitel 2.2 sowie Kapitel 3.4) folgendes angemerkt: Innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes (P, €&, G,d=) tritt die Bedeutung im Vergleich zur Theorie
der metrisch-normalen euklidischen Ebene weniger explizit hervor. Dahingehend reduziert
sich die Bedeutung innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) dar-
auf, dass das Kongruenzaxiom zum Nachweis des Satzes 2.2.2.6 elementar ist, dazu dass die
Ergebnisse meiner Masterarbeit (2018) iiberhaupt in jeder Ebene des Raumes Anwendung

finden konnen.

4.1.1 Punktspiegelungen

Als Grundlage innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) dient im
Weiteren die in meiner Masterarbeit (2018, S. 46-52) erfolgte Untersuchung der Punktspie-
gelungen beziiglich einer metrisch-normalen euklidischen Ebene. Besonders im Hinblick auf

die definitorische Darlegung der Punktspiegelungen ist im Rahmen dessen zusétzlich auf die
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Arbeit von Schroder (1985, S. 24-26; 2014a, S. 31-34) zu verweisen, ergénzend sei die rdum-
liche Erweiterung in Schroder (1985, S. 215-219) genannt.

Jede Ebene e des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,&,G,d=) stellt nach dem
Satz 2.2.2.6 eine metrisch-normale euklidische Ebene dar. Fiir einen Punkt M ist in der
Ebene € die Punktspiegelung entsprechend der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten

Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene wie folgt definiert (vgl. Lauer 2018, S. 46):

Die Abbildung M : € — € mit

. M , falls X = M,
M(X):= XM .=

{37 (M X) N kg (X)\{XY) , falls X £ M,

wird als (ebene) Punktspiegelung an dem Punkt M bezeichnet.

Das sogenannte Zirkelaxiom in meiner Masterarbeit (2018) sichert (siche zum Axiom Kapi-
tel 2.2), dass die Punktspiegelungen im mathematischen Sinne eine Abbildung darstellen, ge-
nauer, dass die Schnittmenge der Verbindungsgeraden (M, X) und des Kreises k$,(X) neben
dem Punkt X stets genau einen weiteren Punkt besitzt. Innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P,E&,G,d=) zeigt sich mit dem Satz 4.1.1.2 im Weiteren, dass ein
rdumliches Analogon, sogar eine Erweiterung der Aussage des Zirkelaxioms, bewiesen wer-
den kann. Riickblickend auf meine Masterarbeit (2018) zeigt sich, dass der Nachweis fiir das
erweiterte Zirkelaxiom analog in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene gilt — die Aus-
sage des Zirkelaxioms eben nicht axiomatisch gefordert werden muss (siehe auch Kapitel 2.2).
Der Nachweis des erweiterten Zirkelaxioms im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickelte
sich im Austausch mit meinem Doktorvater, Herrn Prof. Dr. Frank.® Zum Nachweis der Aus-
sage innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £,G,d=) in Satz 4.1.1.2 ist
das Lemma 4.1.1.1 zentral. Die Bedeutung des Lemmas ist dabei nicht lokal, sondern an eini-
gen weiteren Stellen (groftenteils zur Untersuchung der Kongruenz zwischen geometrischen
Figuren) elementar. Wohlgemerkt fordern verschiedene Axiomatisierungen der euklidischen
Geometrie die Aussage des Lemmas 4.1.1.1 axiomatisch (vgl. Filler 1993, S. 80/124-130

u. 137 f.). Den Nachweis des Lemmas 4.1.1.1 fiihren wir innerhalb des metrisch-normalen eu-

9Das erweiterte Zirkelaxiom zeigt sich im ebenen Kontext letztlich als ein Spezialfall des von Moise (1990,
S. 2271.) oder Millman/Parker (1991, S. 157) nachgewiesenen ,,Line-Circle Theorem®.
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klidischen Raumes (P, &, G, d=) auf das in meiner Masterarbeit (2018, S. 75f.) entsprechend

in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene nachgewiesenen Lemma zuriick.

Lemma-Masterarbeit 5.1.3.4. Es sei eine nichtnegative reelle Zahl x gegeben. Fiir einen Punkt A
existiert auf jeder Halbgeraden mit diesem Punkt als Anfangspunkt genau ein Punkt, dessen

Abstand zum Punkt A identisch zur reellen Zahl z ist.

Lemma 4.1.1.1. Es sei eine nichtnegative reelle Zahl z gegeben. Fiir einen Punkt A existiert
auf jeder Halbgeraden mit diesem Punkt als Anfangspunkt genau ein Punkt, dessen Abstand

zum Punkt A identisch zur Zahl x ist.

Beweis: (Eigener Beweis)

Es sei eine Halbgerade [A, B) gegeben; ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei x eine
positive reelle Zahl. Aufgrund der definitorischen Festlegung einer Geraden innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes liegt diese Halbgerade in einer Ebene €, einer nach
dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene, des Raumes. Auf der Halbgera-
den [A, B) existiert in der Ebene e als metrisch-normale euklidischen Ebene genau ein
Punkt C, sodass der Abstand der Punkte A und C zur reellen Zahl x identisch ist (siche
Lemma-Masterarbeit 5.1.3.4). Schlieflich ist ein derartiger Punkt auf der Halbgeraden [A, B)

im gesamten metrisch-normalen euklidischen Raum eindeutig bestimmt. U

Satz 4.1.1.2. Jede durch den Mittelpunkt einer Sphéire gehende Gerade besitzt mit der

Sphére genau zwei verschiedene Punkte gemeinsam.

Beweis: (siehe zuvor, Zusammenarbeit mit Herrn Prof. Dr. Frank)

Es sei eine Sphére sy;(A) gegeben. Eine durch den Mittelpunkt M gehende Gerade g besitzt
(wie jede Gerade im metrisch-normalen euklidischen Raum) iiberabzahlbar viele verschiedene
Punkte. Der Punkt M zerlegt diese Gerade g nach dem Satz 3.2.1.6 in eine Halbgerade mit
dem Anfangspunkt M und deren komplementire Halbgerade. Auf jeder dieser Halbgeraden
existiert nach dem Lemma 4.1.1.1 genau ein Punkt, dessen Abstand zum Punkt M gleich
dem Abstand d(M, A) ist. Schliefslich erhalten wir, dass die Sphére s);(A) und die Gerade g

genau zwei verschiedene Punkte gemeinsam haben. 0
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Fiir eine Sphére s,,(X) liefert der Satz 4.1.1.2, dass die Verbindungsgerade durch die Punk-
te M und X mit der Sphére genau einen weiteren, von dem Punkt X verschiedenen Punkt
gemeinsam besitzt. Auf dieser Grundlage erfolgt die definitorische Festlegung der raumli-
chen Punktspiegelungen analog zu den ebenen Punktspiegelungen (siehe hierzu eingangs
des vorliegenden Kapitels). Wir definieren die rdumlichen Punktspiegelungen des metrisch-
normalen euklidischen Raumes (P, €, G,d=) als eine Abbildung von der Punktemenge P in

die Punktemenge P mit der

Definition 4.1.1.3. Fiir einen Punkt M wird die Abbildung M: P — P mit

. M , falls X = M,
M(X):= XM .=

{3 (M X) sy (X)) \{X}) , falls X 5 M,

als (rdumliche) Punktspiegelung an dem Punkt M bezeichnet.

Der Bildpunkt des Punktes X unter der Punktspiegelung an dem Punkt M ist gleich derjeni-
ge Punkt, der zum Punkt M den gleichen Abstand wie der Punkt X besitzt und im Falle der
Verschiedenheit der Punkte M und X auf derer Verbindungsgeraden liegt. Die Forderung
nach der Abstandsgleichheit spiegelt sich durch den Schnitt mit der Sphére sy, (X) im letzt-
genannten Fall wider. Zwischen den ebenen Punktspiegelungen einer (nach dem Satz 2.2.2.6
metrisch-normalen euklidischen) Ebene und den rdumlichen Punktspiegelungen besteht in-

nerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) der Zusammenhang in

Satz 4.1.1.4. Es sei ein Punkt M in einer Ebene € gegeben. Die Restriktion der raumlichen
Punktspiegelung an dem Punkt M auf die Ebene € sowie die ebene Punktspiegelung an dem

Punkt M innerhalb der Ebene € sind zueinander identisch.

Beweis: (Eigener Beweis)

Es sei M die rdumliche Punktspiegelung an dem Punkt M innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes. Auf dieser Grundlage zeigen wir, dass die Restriktion der Punktspiege-
lung M auf die Ebene € zur ebenen Punktspiegelung an dem Punkt M innerhalb der Ebene ¢

identisch ist. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit sei ein von dem Punkt M verschiedener
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Punkt A der Ebene € gegeben. Nach dem Satz 2.2.2.1 liegt die Verbindungsgerade der beiden

Punkte in der Ebene €. Zusammen mit der Definition 4.1.1.3 erhalten wir die Gleichung

M(A) = {371 (M, A) 0 sar(A) \{A}) = {371 (M, A) 0 (sm(A) ne) )\ {4}).

Fiir die Schnittmenge der Sphére sp/(A) und der Ebene € gilt zugleich mit der Restriktion

der Aquivalenzrelation =, auf die Ebene € die Gleichung
sMA)Ne={Xece: {M A} =4 {M, X}} ={X ce: {M, A} =4 {M, X}} =k, (4),

sodass unter Beriicksichtigung der definitorischen Festlegung einer ebenen Punktspiegelung
innerhalb der nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene € das zu Zeigen-
de gilt; die Restriktion der rdumlichen Punktspiegelung M auf die Ebene € und die ebene

Punktspiegelung an dem Punkt M innerhalb der Ebene € sind zueinander identisch. U

Entsprechend dem Satz 4.1.1.4 charakterisieren wir die ebene Punktspiegelung an einem
Punkt M in einer (nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen) Ebene € inner-
halb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) mittels des Symbols M e

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) eroffnet der Satz 4.1.1.4
basierend auf der Analogie zwischen den definitorischen Festlegungen die Moglichkeit, Ei-
genschaften der rdumlichen Punktspiegelungen auf die in meiner Masterarbeit (2018) im
Rahmen der Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene untersuchten ebenen Punkt-
spiegelungen zuriickzufiihren. Auf dieser Basis untersuchen wir im Weiteren die rdumlichen
Punktspiegelungen mit den Sétzen 4.1.1.5/4.1.1.7/4.1.1.9 innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, &,G,d=). Nicht zuletzt zeigen wir mit dem Satz 4.1.1.5, dass die
rdumlichen Punktspiegelungen innerhalb des Raumes Kongruenzabbildungen darstellen, sich
damit von den ebenen Punktspiegelungen in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene

nicht unterscheiden:

Satz-Masterarbeit 5.1.1.8 (f). (vgl. Lauer 2018, S. 46-49) Jede ebene Punktspiegelung stellt

eine Kongruenzabbildung der metrisch-normalen euklidischen Ebene dar.

Satz 4.1.1.5. Jede raumliche Punktspiegelung des metrisch-normalen euklidischen Raum-

es (P,&,G,d=) ist eine Kongruenzabbildung des Raumes.
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Beweis: (Eigener Beweis)

Es sei M : P — P eine raumliche Punktspiegelung. Wir zeigen zunéchst die Bijektivitéit der

Punktspiegelung, bevor wir deren Abstandstreue nachweisen.

1) Die Herleitung der Bijektivitat differenzieren wir in die Surjektivitat und Injektivitét.

Surjektivitit: Per definitionem gilt M (M) = M; es sei Y ein beliebiger vom Punkt M ver-
schiedener Punkt des metrisch-normalen euklidischen Raumes. Die Verbindungsgerade der
beiden Punkte zerlegt der Punkt M nach dem Satz 3.2.1.6 in die Halbgerade [M,Y) und
deren komplementére Halbgerade. Damit liefert das Lemma 4.1.1.1, dass auf dieser eindeutig
bestimmten Verbindungsgeraden zugleich genau ein vom Punkt Y verschiedener Punkt X
liegt, dessen Abstand zum Punkt M gleich dem Abstand d(M,Y) ist. Fiir den Punkt Y folgt
hieraus, dass dieser ein Punkt der Sphére s;,(X) sowie der Verbindungsgeraden (M, X)) ist;
es existiert also ein Punkt X mit M(X) =Y.

Injektivitdat: Es seien zwei zueinander identische Bildpunkte zweier Punkte X; und X, un-

ter der Punktspiegelung M gegeben; es sei also Y := M (X1) = M(Xs). Ist der Punkt Y
gleich dem Punkt M, so sind die Punkte X; und X5 je zum Punkt M identisch. Anderen-
falls impliziert der soeben erfolgte Nachweis der Surjektivitdt neben der Existenz zugleich
die Eindeutigkeit eines Punktes X, dessen Bild unter der Punktspiegelung M gleich dem
Punkt Y ist. Die Punkte X; und X5 sind also stets zueinander identisch.

2) Den Nachweis der Abstandstreue fithren wir auf die Abstandstreue der ebenen Punkt-
spiegelungen als Kongruenzabbildungen in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene zu-
riick. Es seien zwei verschiedene Punkte X; und X, gegeben.

Sind die Punkte M, X; und X5 nicht kollinear, so liegen die Punkte nach dem Satz 3.1.1.1 ge-
meinsam in (genau) einer Ebene €. Nach dem Satz 4.1.1.4 ist die Restriktion der rdumlichen
Punktspiegelung M auf die nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normale euklidische Ebene ¢
zur ebenen Punktspiegelung M |c identisch, womit die Gleichheit der Absténde d(Xi, X»)
und d(M(X1), M(X5)) gilt. Sind die Punkte M, X; und X, kollinear, so liefert die defi-
nitorische Festlegung der Geraden innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes

umgehend, dass die Punkte gemeinsam in einer Ebene liegen. Schliefslich erhalten wir stets,

dass die raumliche Punktspiegelung M abstandstreu ist. U
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Korollar 4.1.1.6. Fiir eine rdumliche Punktspiegelung M : P — P gilt, dass...
i) die Punktspiegelung eine Involution ist, d.h. Mo M =idp,

ii) und die Punktspiegelung genau einen Fixpunkt besitzt, und zwar den Punkt M.

Beweis: (Eigener Beweis)

Die Aussage ii) gilt per definitionem. Damit gilt bereits die Gleichung M (M (M)) = M; es
sei X ein vom Punkt M verschiedener Punkt, womit der Bildpunkt des Punktes X unter
der Punktspiegelung M ebenfalls vom Punkt M verschieden ist. Dann impliziert der Nach-
weis der Surjektivitéit in Satz 4.1.1.5, dass der Punkt X als Urbildpunkt eindeutig durch den
Schnitt der Verbindungsgeraden (M, M (X)) und der Sphire sy, (M (X)) bestimmt ist. Letzt-
lich gilt auch M (M (X)) = X. O

Satz-Masterarbeit 5.1.1.8 (¢). (vgl. Lauer 2018, S. 46-48) Jede ebene Punktspiegelung bildet
eine Gerade wiederum auf eine Gerade ab, wobei die Gerade und ihre Bildgerade zueinander

parallele Geraden darstellen.

Satz 4.1.1.7. Es sei eine rdumliche Punktspiegelung M des metrisch-normalen euklidischen

Raumes (P, &, G, d=) gegeben. Dann ist...

a) ...das Bild einer Geraden g unter der Punktspiegelung eine zur Geraden ¢ parallele

Gerade, es gilt also: M[g] € G mit Mlg] || g.

b) ...das Bild einer Ebene € unter der Punktspiegelung eine zur Ebene ¢ parallele

Ebene, es gilt also: M[e] € & mit M][e] | e.

Beweis: (Eigener Beweis)
Jede Punktspiegelung ist eine Kongruenzabbildung, sodass mit dem Satz 3.4.4 die zu zeigende
Geraden- und Ebenentreue gilt. Es bleibt die Forderung nach der Parallelitdt der Geraden

und Bildgeraden bzw. Ebene und Bildebene nachzuweisen:

a) Liegt der Punkt M auf der Geraden g, so ist diese Gerade aufgrund des Axioms Vg zu
jeder Verbindungsgeraden identisch, die durch den Punkt M und einen weiteren Punkt der
Geraden ¢ geht. Per definitionem bildet die Punktspiegelung M die Gerade g also auf eine

zur Geraden g parallele, sogar identische Gerade ab.
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Liegt der Punkt M nicht auf der Geraden g, so liegen die Gerade g und der Punkt M
nach dem Satz 3.1.1.4 in (genau) einer Ebene 1 gemeinsam. Nach dem Satz 4.1.1.4 ist
die Restriktion der riumlichen Punktspiegelung M auf diese (metrisch-normale euklidische)
Ebene gleich der ebenen Punktspiegelung M |,, womit die Gerade g und ihr Bild unter der
Punktspiegelung M zueinander parallele Geraden sind. U

b) Liegt der Punkt M in der Ebene ¢, so erhalten wir aufgrund des Satzes 4.1.1.4, dass die
Ebene € zu ihrer Bildebene unter der Punktspiegelung M parallel, sogar identisch ist.

Liegt der Punkt M nicht in der Ebene €, so schneidet jede durch den Punkt M und einen
Punkt der Ebene € gehende Verbindungsgerade die Ebene € aufgrund des Satzes 2.2.2.1 eben
in genau diesem Punkt. Per definitionem bildet die Punktspiegelung M also keinen Punkt
der Ebene € derart ab, dass der Bildpunkt wiederum in der Ebene € liegt. Folglich besitzen
die Ebene ¢ und ihre Bildebene unter der Punktspiegelung M keinen gemeinsamen Punkt,

die beiden Ebenen sind also zueinander parallel. 0

In Bezug zum soeben nachgewiesenen Satz 4.1.1.7 liefert das folgende Korollar 4.1.1.8, dass
die Gerade unter der rdumlichen Punktspiegelung M zu ihrer parallelen Bildgeraden genau
dann identisch ist, wenn der Punkt M auf der Urbildgerade liegt, und zum anderen, dass die
Ebene unter der raumlichen Punktspiegelung M zu ihrer parallelen Bildebene genau dann

identisch ist, wenn der Punkt M auf der Urbildebene liegt.

Korollar 4.1.1.8. Die Menge aller Fixgeraden sowie die Menge aller Fixebenen einer raum-
lichen Punktspiegelung M ist gleich der Menge aller durch den Punkt M gehenden Geraden

bzw. Ebenen.

Beweis: (Eigener Beweis; vgl. zusitzlich Schroder 2014a, S. 32)

Der Nachweis der Aussage b) des Satzes 4.1.1.7 impliziert, dass eine Ebene genau dann eine
Fixebene der Punktspiegelung M ist, wenn die Ebene durch den Punkt M geht.

Der Nachweis der Aussage a) zeigt eingangs, dass eine durch den Punkt M gehende Gerade,
eine Fixgerade der Punktspiegelung M ist; die definitorische Festlegung der Punktspiegelung
liefert mit dem Axiom Vg umgekehrt, dass eine Gerade durch den Punkt M geht, wenn die
Gerade eine Fixgerade der Punktspiegelung M ist. 0J
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Satz-Masterarbeit 5.1.1.11. / Korollar-Masterarbeit 5.1.1.12. (vgl. Lauer 2018, S. 51f.) Fir
zwei Punkte A und B existiert genau ein Punkt M so, dass der Punkt A unter der ebenen
Punktspiegelung an dem Punkt M auf den Punkt B abgebildet wird.

Der Punkt M ist gleich dem Punkt A, wenn die Punkte A und B identisch sind, anderenfalls
ist der Punkt M gleich dem Schnittpunkt der Geraden (A, B) und my g.

Statt einer Geraden stellt die Menge m 4 p innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P,&,G,d=) eine Ebene dar. Die Existenz eines Schnittpunktes der Ebene m4 g
und der Verbindungsgerade (A, B) gilt bereits mit dem Satz 2.2.2.2. Damit liefe sich in
Bezug zu der zuvor aufgegriffenen Aussage innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, E,G,d=) die entsprechende Aussage fiir die rdumlichen Punktspiegelungen aus
derer definitorischen Festlegung zusammen mit der definitorischen Festlegung der Ebenen
ableiten (vgl. zusétzlich Schroder 2014a, S. 34). Wir folgen allerdings abschlieffend weiter
der Struktur des vorliegenden Kapitels und beweisen mit Hilfe des Satzes 4.1.1.4 (wenn auch
in eine etwas ldngere Argumentationskette eingebunden) innerhalb des metrisch-normalen

euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) den

Satz 4.1.1.9. Fiir zwei Punkte A und B existiert genau ein Punkt M so, dass der Punkt A
unter der rdumlichen Punktspiegelung M auf den Punkt B abgebildet wird.

Der Punkt M ist gleich dem Punkt A, wenn die Punkte A und B identisch sind, anderenfalls
ist der Punkt M gleich dem Schnittpunkt der Geraden (A, B) und der Ebene my .

Beweis: (Eigener Beweis)

Sind die Punkte A und B zueinander identisch, so existiert mit dem Punkt A nach dem
Korollar 4.1.1.6 genau ein Punkt, an dem der Punkt A auf den Punkt B gespiegelt wird.
Die Punkte A und B seien im Weiteren verschieden. Wir zeigen zunéchst die Existenz eines
zum Schnittpunkt der Geraden (A, B) und der Ebene m 4 p identischen Punktes, an dem der
Punkt A auf den Punkt B gespiegelt wird, und letztlich, dass kein weiterer Punkt existiert,
unter dessen Punktspiegelung der Punkt A auf den Punkt B abgebildet wird:

Euxistenz: Die Verbindungsgerade der Punkte A und B ist innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes per definitionem zum Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter
Ebenen identisch. Die Verbindungsgerade liegt also in einer Ebene ¢ des Raumes. In der

(metrisch-normalen euklidischen) Ebene € existiert genau ein Punkt M, sodass die ebene
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Punktspiegelung M |c den Punkt A auf den Punkt B abbildet, und zwar der Schnittpunkt
der Verbindungsgerade (A, B) und der Geraden m 4 g|. innerhalb der Ebene €. Der Punkt M
ist aufgrund des Satzes 2.2.2.2 zum Schnittpunkt der Geraden (A, B) und der Ebene m4
identisch; und nach dem Satz 4.1.1.4 gilt M(A) = B.

Bindeutigkeit: Es seien My und My zwei Punkte, sodass M;(A) = B und My(A) = B gilt.
Nach der Definition 4.1.1.3 einer Punktspiegelung liegen die beiden Punkte also auf der Ver-
bindungsgeraden (A, B) und somit auch in der Ebene e. Zusammen mit dem Satz 4.1.1.4
erhalten wir, dass der Punkt M; und M, je ein Punkt ist, sodass die ebene Punktspie-
gelung Ml‘e und ]\ZQ|E den Punkt A auf den Punkt B abbildet. In der metrisch-normalen
euklidischen Ebene € ist ein solcher Punkt jedoch eindeutig bestimmt, womit die Punkte M;

und My zueinander identisch sind. O

4.1.2 Translationen

Translationen in Bezug zu der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der
metrisch-normalen euklidischen Ebene lassen sich als die Verkettungen zweier Punktspie-
gelungen charakterisieren (vgl. Lauer 2018, S. 53). Hierauf basierend zeigt sich, dass Trans-
lationen (ebene) Kongruenzabbildungen darstellen (vgl. Lauer 2018, S. 53). Die Darlegung
der Translationen als spezielle (raumliche) Kongruenzabbildungen des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P,E&,G,d=) orientieren wir im Weiteren an dieser Vorgehensweise.
Grundsétzlich bildet meine Masterarbeit (2018, S. 42-46 u. 53f.) die Grundlage. Zusétzlich
ist Schroders (2014a, S. 30f. u. 35-38; 1985, S. 23 f. u. 26-29) Arbeit und deren raumgeome-
trische Erweiterung in Schroder (2014b, S. 17-20; 1985, S. 215-217) zu nennen.

Im Allgemeinen unterscheiden sich die rdumlichen Translationen definitorisch nicht von den
ebenen Translationen einer metrisch-normalen euklidischen Ebene (vgl. hierzu Lauer 2018,

S. 44). Es gilt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) die

Definition 4.1.2.1. Eine Bijektion von der Punktemenge P auf die Punktemenge P wird

als (rdumliche) Translation bezeichnet, wenn unter der Abbildung jeder Punkt auf sich

selbst oder jede Gerade auf eine zu sich parallele Gerade und dabei kein Punkt auf sich selbst

abgebildet wird.
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Beachtet sei, dass innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,€&,G,d=) die
Parallelitédt zweier Geraden, deren Komplanaritét impliziert (siehe Definition 3.1.2.1). Ein
Aspekt, der in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene nicht zur Disposition steht. Die
definitorische Festlegung der Translationen betrachten wir im Einzelnen néher. Es sei eine

Translation 7: P — P gegeben. Fiir eine Gerade g gilt per definitionem

Tlg) € G mit Tlg] | g.

Fir zwel voneinander verschiedene Punkte A und B erhalten wir zusammen mit dem

Verbindungsaxiom-Geraden zugleich

T[{A, B)] = (7(A),7(B)) mit (7(A),7(B)) || (A, B).

Die definitorische Festlegung der Translationen liefert aufgrund der Bijektivitéit weiter, dass
die Umkehrabbildung einer Translation wiederum eine Translation darstellt. Die identische
Abbildung idp bezeichnet Schroder (2014a, S. 35) als ,Grenzfall* unter den Translationen.
Es gilt entsprechend der definitorischen Festlegung der Translationen, dass jede nicht fix-
punktfreie Translation stets gleich der identischen Abbildung ist. Auch die fixpunktfreien
Translationen, so zeigen wir im Weiteren mit dem Satz 4.1.2.2, besitzen Fixgeraden. Aller-
dings ist nicht jede Gerade eine Fixgerade, sodass in diesem Fall die Gerade und ihre parallele
Bildgerade zueinander disjunkt sind. Ein Beispiel: Die Translation 7 sei fixpunktfrei. Sind g
und h zwei sich in einem Punkt X schneidende Geraden, so erhalten wir zusammen mit der

Bijektivitat der Translation 7 die Ungleichung
X #7(X) =7lgnh] =7lgln7lh],

also dass die Bildgeraden 7[g] und 7[h] nicht beide durch den Punkt X gehen, mindestens
eine der beiden Geraden g und h keine Fixgerade der fixpunktfreien Translation 7 ist. Um-
gekehrt impliziert das Beispiel, dass unter einer fixpunktfreien Translation (allgemein unter
einer bijektiven, fixpunktfreien Abbildung) zwei Fixgeraden entweder disjunkt oder identisch
sind; anderenfalls bestiinde ein Widerspruch zur Fixpunktfreiheit der Translation.

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) zeigen wir nun im Rah-
men des Satzes 4.1.2.2, dass unter einer fixpunktfreien raumlichen Translation {iberhaupt
die Existenz von Fixgeraden gegeben ist. Allgemein unterscheidet sich die Aussage des
Satzes (samt der jeweiligen Folgerungen) im Vergleich zu den ebenen Translationen einer

metrisch-normalen euklidischen Ebene nicht (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 44-46).
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Satz 4.1.2.2. Es sei eine fixpunktfreie raumliche Translation 7 gegeben (7 # idp). Dann gilt:

a) Die Verbindungsgerade durch einen Punkt X und dessen Bildpunkt 7(X) stellt
eine Fixgerade der Translation 7 dar: 7[(X,7(X))] = (X, 7(X)).

b) Zwei Fixgeraden der Translation sind zueinander parallel; und eine Gerade ist eine

Fixgerade, wenn sie zu einer Fixgeraden der Translation parallel ist.

Beweis: (a: vgl. Schroder 1985, S. 215f.; b: Eigener Beweis;
Beweisansatz b: vgl. Schroder 1985, S. 215f.; Schroder 2014b, S. 18)

a) Nach Voraussetzung ist die Translation 7 fixpunktfrei, sodass grundsétzlich die Verbin-
dungsgerade (X, 7(X)) existiert. Die Translation 7 bildet entsprechend ihrer definitorischen
Festlegung die Verbindungsgerade auf eine zu dieser Geraden parallele Verbindungsgerade
ab, und zwar gilt die Beziehung (7(X),7(7(X))) || (X, 7(X)). Die parallelen Verbindungsge-
raden gehen je durch den Bildpunkt des Punktes X, sodass sie zueinander identisch sind.

Folglich stellt die Gerade (X, 7(X)) eine Fixgerade der Translation 7 dar. U

b) Mit der soeben bewiesenen Aussage a) ist die Menge aller Fixgeraden aufgrund des Sat-
zes 3.1.1.2 nicht leer. Es sei g eine Fixgerade der Translation 7. Wir weisen nach, dass jede
Fixgerade der Translation 7 zur Fixgeraden g parallel ist, und zum anderen damit, dass jede

zur Geraden g parallele Gerade eine Fixgerade der Translation 7 darstellt:

i. Es sei h eine Fixgerade der Translation 7; ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei die
Gerade h zur Geraden g verschieden. Als zueinander verschiedene Fixgeraden der fixpunkt-
freien Translation 7 sind die beiden Geraden zueinander disjunkt (siche Erlduterungen zur
Definition 4.1.2.1). Folglich bleibt zum Nachweis ihrer Parallelitét zu zeigen, dass die Gera-
den g und h komplanar sind.

Hierzu betrachten wir einen Punkt A auf der Geraden g und einen Punkt B auf der Ge-
raden h. Die Verbindungsgerade der beiden Punkte und die Verbindungsgerade ihrer Bild-
punkte 7(A) und 7(B) sind aufgrund der definitorischen Festlegung einer Translation zuein-
ander parallel. Folglich liegen die Punkte A und B gemeinsam mit ihren Bildpunkten 7(A)
und 7(B) in einer Ebene. Mit dem Satz 2.2.2.1 erhalten wir, dass auch die Verbindungsge-
raden (A,7(A)) und (B, 7(B)) komplanar sind. Dabei ist die Verbindungsgerade (A, 7(A))
nach der bereits bewiesenen Aussage a) eine Fixgerade der Translation 7, wobei sie ebenso

wie die Fixgerade g durch den Punkt A geht. Als zwei durch einen gemeinsamen Punkt
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gehende Fixgeraden der fixpunktfreien Translation 7 sind die Geraden g und (A, 7(A)) iden-
tisch (siehe Erlduterungen zur Definition 4.1.2.1). Gleiches erhalten wir fiir die Geraden h

und (B, 7(B)), sodass zusammenfassend die Komplanaritit der Geraden g und h gilt.

2. Es sei k eine zur Geraden ¢ parallele Gerade; ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
sei die Gerade k zur Geraden ¢ disjunkt. Nach der soeben bewiesenen Aussage a) ist je-
de Verbindungsgerade, die durch einen auf der Geraden k liegenden Punkt X und dessen
Bildpunkt 7(X) geht, eine Fixgerade der Translation 7. Hier liefert der soeben dargelegte
erste Beweisteil, dass eine solche Verbindungsgerade ebenfalls zur Fixgeraden g parallel ist.
Zusammenfassend erhalten wir mit dem Parallelenaxiom, dass die Gerade k eine Fixgerade

der Translation 7 darstellt. O

Korollar 4.1.2.3. Die Menge aller Fixgeraden unter einer fixpunktfreien Translation 7 ist

ungleich der leeren Menge, identisch zur Menge {(A, B) € G: A, B € P mit 7(A) = B}.

Beweis: (Eigener Beweis; vgl. zusétzlich Schroder 1985, S. 2151.)

Nach dem Satz 4.1.2.2a) ist jede (Verbindungs-)Gerade, die durch einen Punkt und dessen
Bildpunkt unter der Translation 7 geht, eine Fixgerade der Translation. Hiermit ist zugleich
aufgrund des Satzes 3.1.1.2 die Menge aller Fixgeraden innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes nicht leer. Letztlich liefert fiir eine Fixgerade g der Translation 7 der
Beweisteil i. der Aussage b) des Satzes 4.1.2.2 implizit, dass die Fixgerade zur Verbindungs-
geraden (A, 7(A)) fiir einen auf der Geraden g liegenden Punkt A identisch ist. O

Korollar 4.1.2.4. Es sei eine fixpunktfreie Translation 7 gegeben. Fiir eine Fixge-
rade (A,7(A)) der Translation und ein nicht auf dieser Geraden liegender Punkt B be-
schreibt das Quadrupel (7(A), A, B, 7(B)) ein Parallelogramm.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Schroder 1985, S. 215f1.)

Der Satz 4.1.2.2 liefert umgehend die Parallelitét der beiden Verbindungsgeraden (A, 7(A))
und (B, 7(B)). Ferner gilt entsprechend der Definition einer Translation die Parallelitdt der
Verbindungsgeraden (A, B) und (7(A), 7(B)). Das Quadrupel (7(A), A, B, 7(B)) beschreibt
mit den geltenden Parallelitdtsbeziehungen aufgrund der Nicht-Kollinearitat der Punkte A, B

und 7(A) ein Viereck und hiermit letztlich ein Parallelogramm. O
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Jedes Parallelogramm innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=)
beschreibt als ebene-geometrische Figur ein Parallelogramm einer nach dem Satz 2.2.2.6
metrisch-normalen euklidischen Ebene (siehe hierzu Kapitel 3.2.3). Dabei ist die jeweilige
Ebene aufgrund des Satzes 3.1.1.1 bereits durch drei Eckpunkte des Vierecks innerhalb des
Raumes eindeutig bestimmt. Folglich gilt die Aussage des Parallelogrammerginzungssat-
zes, der entsprechend meiner Masterarbeit (2018, S. 32f.) basierend auf der Arbeit Schro-
ders (2014a, S. 30) in einer affinen und somit in jeder metrisch-normalen euklidischen Ebene
gilt (siehe hierzu Kapitel 2.2), gleichermafen innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P,E,G,d=): Fir drei nicht kollineare Punkte A, B und C existiert genau ein
Punkt D derart, dass das Quadrupel (A, B, C, D) ein Parallelogramm beschreibt.

Diesen Zusammenhang nutzen wir zusammen mit dem Korollar 4.1.2.4 im Weiteren zum
Nachweis des Lemmas 4.1.2.5. Mit Hilfe des Lemmas zeigen wir in Satz 4.1.2.6, dass jede
raumliche Translation eine Kongruenzabbildung des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) darstellt. Die Vorgehensweise im Rahmen des vorliegenden Kapitels orien-
tiert sich wie eingangs beschrieben an der entsprechenden Vorgehensweise in der in mei-
ner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene. In
Satz 4.1.2.6 zeigen wir, dass die Menge aller Translationen zur Menge aller Verkettungen
von zwei Punktspiegelungen identisch ist, woraus basierend auf der Abgeschlossenheit der
Menge aller Kongruenzabbildungen beziiglich der Relation der Verkettung von Funktion das

zu Zeigende mit der Eigenschaft der Punktspiegelungen als Kongruenzabbildungen folgt.

Lemma 4.1.2.5. Es seien zwei rdumliche Translationen 7 und 7, gegeben. Ist das Bild eines
Punktes unter den Translationen 7, und 75 identisch, so sind bereits beide Translationen

zueinander identisch, d.h. 71 (X) = 7o(X) fiir jedes X € P.

Beweis: (vgl. Lauer 2018, S. 44-46; vgl. Schroder 2014b, S. 191.)

Nach Voraussetzung existiert ein Punkt A mit 7 (A) = 7(A). Ist eine der beiden Trans-
lationen gleich der identischen Abbildung idp, so ist entsprechend der Voraussetzung auch
die iibrige Translation nicht fixpunktfrei und somit gleich der identischen Abbildung. Im
Weiteren seien die Translationen 7, und 7, jeweils fixpunktfrei. Dann ist die Verbindungs-
gerade durch den Punkt A und dessen Bildpunkt 7(A) zur Verbindungsgerade durch den
Punkt A und dessen Bildpunkt 7(A) identisch; es sei g := (A, 71(A)) = (A, 72(A)). Nach

dem Satz 4.1.2.2a) ist die Gerade g eine Fixgerade der Translation 71 und 75. Fiir die fix-
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punktfreien Translationen 71 und 75 zeigen wir im Folgenden zum einen, dass jeder nicht auf
der Fixgeraden g liegende Punkt unter den Translationen den gleichen Bildpunkt besitzt,

und zum anderen, dass gleiches fiir jeden auf der Fixgeraden g liegenden Punkt gilt:

i. Essei X ¢ g. Dann beschreibt das Quadrupel (71(A), A, X, 71 (X)) und (72(A), A, X, 2(X))
nach dem Korollar 4.1.2.4 ein Parallelogramm. Mit der Gleichheit der Bildpunkte 7;(A)

und 75(A) liefert der Parallelogrammergénzungssatz (siehe hierzu Erlduterung nach dem

Korollar 4.1.2.4), dass die Bildpunkte 71(X) und 72(X) ebenfalls zueinander identisch sind.

ii. Es sei X € g. Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes existiert mit dem
Satz 3.1.1.2 aufgrund der definitorischen Festlegung einer Geraden ein nicht auf der Gera-
den g liegender Punkt B. Damit ist das Bild des Punktes B nach soeben erfolgten ersten
Beweisteil unter den Translationen 7; und 75 identisch. Folglich sind auch die Verbindungs-
geraden (B, 11(B)) und (B, 75(B)) zueinander identisch. Zusammen mit dem Satz 4.1.2.2a)
ist hiermit eine Fixgerade der Translation 7, und 7 bestimmt. Diese Fixgerade ist zwar nach
dem Satz 4.1.2.2b) zur Fixgeraden g parallel, aber nicht identisch, da der Punkt B nicht auf
der Geraden ¢ liegt. Folglich liegt auch der Punkt X nicht auf der Fixgeraden (B, 7 (B))
bzw. (B, m2(B)). Analog zum soeben erfolgten ersten Beweisteil erhalten wir, dass die Qua-
drupel (71(B), B, X, (X)) und (172(B), B, X, 72(X)) je ein Parallelogramm beschreiben, und
zusammen mit dem Parallelogrammergénzungssatz, dass die Bildpunkte 73 (X) und 75(X)

zueinander identisch sind. O

Satz 4.1.2.6. Jede ridumliche Translation des metrisch-normalen euklidischen Raum-

es (P,&,G,d=) ist eine Kongruenzabbildung des Raumes.

Beweis: (vgl. Lauer 2018, S. 53; Schroder 2014a, S. 36f.)

In einem ersten Beweisteil zeigen wir, dass die Verkettung zweier Punktspiegelungen eine
Translation darstellt. Damit zeigen wir in einem zweiten Beweisteil, dass umgekehrt jede
Translation eine Verkettung zweier Punktspiegelungen ist. Schlieflich gilt basierend auf dem
Satz 3.4.3 mit der Eigenschaft der Punktspiegelungen als Kongruenzabbildungen zusammen-

fassend das zu Zeigende:

Teil I: Es sei die Verkettung zweier Punktspiegelungen A und B gegeben. Jede der Punkt-
spiegelungen ist nach dem Satz 4.1.1.5 eine Kongruenzabbildung, sodass die Verkettung der

beiden Punktspiegelungen eine bijektive Selbstabbildung der Punktemenge P innerhalb des
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metrisch-normalen euklidischen Raumes darstellt. Weiter liefert der Satz 4.1.1.7a) mit der
Transitivitat der Parallelitdt auf der Menge aller Geraden, dass die Verkettung der beiden
Punktspiegelungen jede Gerade auf eine zu sich parallele Gerade abbildet. Zum Nachweis,
dass die Verkettung der Punktspiegelungen A und B eine Translation darstellt, bleibt zu
zeigen, dass die Verkettung fixpunktfrei oder gleich der identischen Abbildung ist. Unter der
Voraussetzung, dass die Verkettung einen Fixpunkt besitzt, zeigen wir hierzu die Gleichheit
der Verkettung zur identischen Abbildung idp.

Es sei also ein Punkt X mit Ao B (X) = X gegeben. Dann erhalten wir mit der Eigenschaft
der Punktspiegelung A als Involution (siehe hierzu Korollar 4.1.1.6), dass die beiden Bild-
punkte A(X) und B(X) zueinander identisch sind. Folglich sind nach dem Satz 4.1.1.9 eben-
falls die zugrundeliegenden Punkte A und B zueinander identisch. Fiir die Verkettung Ao B
der Punktspiegelungen A und B gilt also, dass sie zur Verkettung Ao A bzw. Bo B identisch
und somit nach dem Korollar 4.1.1.6 gleich der identischen Abbildung idp ist.

Teil II: Es sei eine Translation 7 gegeben. Zum Nachweis, dass die Translation zur Verkettung
zweier Punktspiegelungen identisch ist, betrachten wir weiter einen Punkt A innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes. Fiir den Punkt A und dessen Bildpunkt unter der
Translation 7 existiert nach dem Satz 4.1.1.9 (genau) ein Punkt M derart, dass die Punkt-
spiegelung M den Punkt A auf den Punkt T(A) abbildet. Andererseits bildet die Punkt-
spiegelung A den Punkt A (als einzigen Punkt) auf sich selbst ab (siehe Korollar 4.1.1.6).
Zusammenfassend erhalten wir, dass der Punkt 7(A) auch unter der Verkettung M o A der
beiden Punktspiegelungen M und A ein Bildpunkt des Punktes A darstellt; es gilt also die
Gleichung M o A(A) = 7(A). Dabei ist die Verkettung nach dem soeben gezeigten ersten Be-
weisteil eine Translation, womit das Lemma 4.1.2.5 umgehend liefert, dass die Translation 7

zu dieser Verkettung der beiden Punktspiegelungen M und A identisch ist. 0

Korollar 4.1.2.7. Die Menge aller Translationen ist identisch zur Menge aller Verkettungen

von zwei Punktspiegelungen.

Beweis: (vgl. Lauer 2018, S. 53; Schroder 2014a, S. 36 1.)
Die Aussage gilt zusammenfassend mit dem ersten und zweiten Beweisteil des soeben nach-

gewiesenen Satzes 4.1.2.6. U
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Das zum Beweis des Satzes 4.1.2.6 verwendete Lemma 4.1.2.5 charakterisiert fiir sich, dass
hoéchstens eine rdumliche Translation innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) existieren kann, die einen Punkt A auf einen Punkt B abbildet. Mit dem
Satz 4.1.2.8 erweitern wir diese Aussage im Folgenden um die Existenz. Im Vergleich zu
den ebenen Translationen einer metrisch-normalen euklidischen Ebene unterscheiden sich die
raumlichen Translationen damit nicht (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 53f.). Zudem unterscheiden

sich die Translationen hier nicht von den Punktspiegelungen (siehe hierzu Kapitel 4.1.1).

Satz 4.1.2.8. Fiir zwei Punkte A und B existiert genau eine rdumliche Translation 7 so,
dass der Punkt A auf den Punkt B abgebildet wird.

Dabei ist die Translation 7 zur Verkettung M o A der Punktspiegelungen M und A identisch,
wobei M diejenige Punktspiegelung ist, die den Punkt A auf den Punkt B abbildet.

Beweis: (vgl. Schroder 2014a, S. 37)

Nach dem Lemma 4.1.2.5 ist eine Translation bereits eindeutig durch einen Punkt und dessen
Bildpunkt unter der Translation bestimmt. Die Punktspiegelung M, die den Punkt A auf den
Punkt B abbildet, existiert nach dem Satz 4.1.1.9 eindeutig. Aufgrund des Korollars 4.1.2.7
bleibt letztlich zu zeigen, dass die Verkettung M o A der Punktspiegelungen M und A den
Punkt A ebenfalls auf den Punkt B abbildet. Dies folgt mit der Existenz der Punktspiege-

lung M umgehend daraus, dass die Punktspiegelung A den Punkt A (als einzigen Punkt)
auf sich selbst abbildet (siche Korollar 4.1.1.6). O

Wir richten den Blick zum Abschluss des Kapitels auf dessen Beginn und stellen die Frage,
ob sich innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) die Eigenschaften
der rdumlichen Translationen beziiglich des Abbildens von Geraden auf die Ebenen iibertra-
gen lassen. Im Einzelnen gehen wir der Frage nach, ob eine Ebene unter einer rdumlichen
Translation wiederum auf eine parallele Ebene abgebildet wird und ob die Aussagen des
Satzes 4.1.2.2 fiir eine fixpunktfreie raumliche Translation auch beziiglich der Ebenen des
Raumes gelten. Anlehnend an Schréder (2014b, S. 18) zeigt sich diesbeziiglich innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,€,G,d=) mit dem Satz 4.1.2.9, dass sich mit

Ausnahme des Satzes 4.1.2.2b) die Eigenschaften tibertragen lassen.
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Satz 4.1.2.9. Es sei eine rdumliche Translation 7 gegeben. Dann ist das Bild einer Ebene €

unter der Translation eine zur Ebene € parallele Ebene; es gilt: 7[e] € £ mit 7[e] || e.

Beweis: (Eigener Beweis)

Jede Translation ist nach dem Satz 4.1.2.6 eine Kongruenzabbildung, sodass die zu zeigende
Ebenentreue mit dem Satz 3.4.4 gilt. Es bleibt zu zeigen, dass die Bildebene der Ebene € un-
ter der Translation 7 zur Ebene € parallel ist. Nach dem Korollar 4.1.2.7 ist die Translation 7
gleich der Verkettung zweier Punktspiegelungen. Fiir die Verkettung zweier Punktspiegelun-
gen liefert der Satz 4.1.1.7b) mit der Transitivitdt der Parallelitat auf der Menge aller Ebenen

wiederum, dass die Verkettung die Ebene € auf eine zu sich parallele Ebene abbildet. U

Korollar 4.1.2.10. Es sei eine fixpunktfreie rdumliche Translation 7 gegeben (7 # idp).
Liegt ein Punkt X und dessen Bildpunkt 7(X) gemeinsam in einer Ebene ¢, so stellt die

Ebene € eine Fixebene der Translation 7 dar.

Beweis: (vgl. Schroder 2014b, S. 18)

Nach dem soeben bewiesenen Satz 4.1.2.9 sind die Ebene € und ihr Bild unter der Translati-
on 7 zueinander parallele Ebenen. Mit der geltenden Voraussetzung liegt der Bildpunkt 7(.X)
sowohl in der Ebene € als auch in derer parallelen Bildebene, sodass die beiden Ebenen zu-

einander identisch sind, die Ebene ¢ also eine Fixebene der Translation 7 ist. [l

Das soeben bewiesene Korollar zeigt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=), dass die Aussage a) des Satzes 4.1.2.2 fiir eine fixpunktfreie rdumliche Trans-
lation auch beziiglich der Ebenen des Raumes gilt. Weiter zeigt der Satz 4.1.2.9, dass das Bild
einer Ebene unter einer raumlichen Translation wiederum eine Ebene ist, wobei Ebene und
Bildebene zueinander parallel sind, analog wie es fiir eine Gerade des Raumes gilt. Die Aussa-
ge b) des Satzes 4.1.2.2 iibertrégt sich allerdings nicht entsprechend: Es sei eine fixpunktfreie
raumliche Translation 7 gegeben. Weiter betrachten wir innerhalb des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes eine mit dem Korollar 4.1.2.3 existierende Fixgerade (X, 7(X)) der Trans-
lation. Mit der definitorischen Festlegung einer Geraden innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes ist diese Fixgerade (X, 7(X)) zum Schnitt zweier verschiedener, nicht
disjunkter Ebenen identisch. Folglich sind die beiden Ebenen nicht parallel, jedoch nach dem

Korollar 4.1.2.10 zugleich zwei verschiedene Fixebenen der Translation 7.
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4.2 Parallele und Orthogonale Geraden/Ebenen

Eine grundlegende Darlegung der Parallelitdit und Orthogonalitdt als Lagebeziehung zwi-
schen Geraden und/oder Ebenen erfolgte bereits mit der Diskussion um die ,Grundbegrif-
fe (3) eines metrisch-normalen euklidischen Raumes (siehe Kapitel 3.1.2). Daran ankniipfend
erfolgt mit dem vorliegenden Kapitel eine ndhere Untersuchung der beiden Lagebeziehungen
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=), unter dem hier iiberge-

ordneten Leitgedanken der ,Raumlichen Kontextualisierung® (4).

4.2.1 Parallele Geraden/Ebenen

Die Parallelitét innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G, d=) ist analog
zur Parallelitét als Lagebeziehung zwischen Geraden in einer metrisch-normalen euklidischen
Ebene sowohl auf der Menge aller Geraden als auch auf der Menge aller Ebenen eine Aqui-
valenzrelation (siehe Kapitel 3.1.2). Offen ist die Frage, ob diese Analogie im iibertragenen
Sinne ebenfalls beziiglich der Parallelitiat als Lagebeziehung zwischen einer Gerade und Ebe-
ne gilt. Eine Antwort innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=)
liefert das vorliegende Kapitel.

Beziiglich des Parallelenaxioms gilt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P, E,G,d=) analog zur Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene auch die Verall-
gemeinerung des Axioms (siehe Kapitel 3.1.2). Im vorliegenden Kapitel gehen wir der Frage
nach, ob das (verallgemeinerte) Parallelenaxiom innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes (P, €&,G,d=) auf die Parallelitit als Lagebezichung zwischen einer Geraden

und Ebene sowie zwischen zwei Ebenen iibertragen werden kann.

Parallelitat zwischen Gerade und Ebene

Als Lagebeziehung zwischen einer Gerade und Ebene ist die Parallelitét per definitionem
im iibertragenen Sinne symmetrisch (siche hierzu Definition 3.1.2.3). Eine Transitivitat im
ibertragenen Sinne liegt jedoch nicht vor (womit auch im tibertragenen Sinne nicht von einer
Aquivalenzrelation zu sprechen ist), wenngleich sich entsprechende Aussagen zur Transiti-
vitéit ergeben. Eine dahingehende Diskussion eréffnen wir innerhalb des metrisch-normalen

euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) im Weiteren mit dem Satz 4.2.1.1.
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Satz 4.2.1.1. (vgl. Schroder 2014b, S. 16) Es seien zwei Geraden g und h sowie zwei Ebenen e

und 7 gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Ist die Gerade h zur Geraden g und zur Ebene € parallel, so sind auch die Gerade g und

die Ebene ¢ zueinander parallel; mathematisch-formal: g || h A h || e =g || €.

b) Ist die Ebene € zur Geraden g und zur Ebene 7 parallel, so sind auch die Gerade g und

die Ebene 7 zueinander parallel; mathematisch-formal: g [[ e A €| n =g || n.

Beweis: (a: Eigener Beweis; b: vgl. Schroder 2014b, S. 16)

a) Sind die Geraden g und h zueinander identisch, so ergibt sich die zu zeigende Parallelitét
umgehend. Wir nehmen im Weiteren an, dass die beiden Geraden disjunkt und komplanar
in einer Ebene ¢ sind, und differenzieren hinsichtlich der Parallelitit der Geraden h und der

Ebene €, ob die Gerade in der Ebene liegt oder zur Ebene disjunkt ist.

FEs gelte hN e = (): Dann sind die Ebenen € und ¢ entweder disjunkt oder sie besitzen eine

zur Geraden h disjunkt parallele Schnittgerade. Sind die beiden Ebenen disjunkt, so folgt
die Parallelitidt der Gerade g und der Ebene € umgehend daraus, dass die Gerade ¢ in der
Ebene 9§ liegt.

Besitzen die Ebenen € und 4 eine zur Geraden h parallele Schnittgerade, so beriicksichtigen
wir beziiglich der Geraden g neben ihrer Lage, zuséatzlich ihre Disjunktheit zur Geraden h in
der Ebene 6. Dann liefert die Transitivitat der Parallelitat auf der Menge aller Geraden (sie-
he Satz 3.1.2.7), dass die Gerade g zu dieser Schnittgeraden innerhalb der Ebene ¢ parallel
ist. Folglich liegt die Gerade g entweder in der Ebene € oder sie ist zur Ebene ¢ disjunkt; es

gilt also die Parallelitdt der Geraden g und der Ebene e.

Es gelte h C €: In diesem Fall sind die Ebenen ¢ und § entweder identisch oder sie besitzen

die Gerade h als Schnittgerade.

Sind die Ebenen € und § identisch, so folgt die Parallelitdt der Gerade g und der Ebene €
umgehend daraus, dass die Gerade ¢ in der Ebene ¢ liegt. Beriicksichtigen wir beziiglich der
Geraden g neben ihrer Lage, zusédtzlich ihre Disjunktheit zur Geraden h in der Ebene ¢, so
erhalten wir die Parallelitdt der Geraden g und der Ebene € auch, wenn sich die Ebenen ¢

und ¢ in der Geraden h schneiden. O
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b) Wir fithren den Beweis auf die bereits bewiesene Aussage a) zuriick.

Aufgrund der Parallelitiat der Ebene € und der Geraden ¢ liefert der Satz 3.1.2.6, dass jede
Parallele zur Geraden g, die durch einen Punkt der Ebene € geht, selbst in der Ebene € liegt.
Hieraus folgt mit der Parallelitit der Ebenen € und 7, dass eine solche Parallele auch zur
Ebene n parallel ist. Zusammenfassend liefert das verallgemeinerte Parallelenaxiom mit dem

Satz 2.2.2.5, dass das zu Zeigende bereits mit der soeben bewiesenen Aussage a) gilt. U

Eine im iibertragenen Sinne ganzheitliche Auffassung der Parallelitit als Lagebeziehung zwi-
schen einer Gerade und Ebene als transitive Relation ist, obgleich des soeben nachgewiese-
nen Satzes 4.2.1.1, innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) nicht
moglich. Zum einen folgt die Parallelitdt zweier Ebenen gemeinhin nicht daraus, dass beide
Ebenen zur gleichen Gerade parallel sind. Ein Beispiel: Per definitionem stellt eine Gerade
des metrisch-normalen euklidischen Raumes die Schnittmenge zweier verschiedener, nicht
disjunkter Ebenen dar. Demnach sind die beiden Ebenen je zu ihrer Schnittgeraden parallel,
jedoch eben aufgrund der gemeinsamen Gerade nicht zueinander parallel. Zum anderen lasst
sich nicht im Allgemeinen auf die Parallelitdt zweier Geraden schliefsen, wenn die Geraden

je zur gleichen Ebene parallel sind. Dies zeigt der Satz 4.2.1.2 unter anderem.

Satz 4.2.1.2. (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 14) Es seien zwei windschiefe Geraden g und h

gegeben. Dann existiert genau eine zur Geraden h parallele Ebene, in der die Gerade g liegt.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 13f.)

Wir zeigen zuerst die Existenz einer solchen Ebene und abschliefsend deren Eindeutigkeit.
Hierzu sei ein Punkt A der Geraden g gegeben. Durch diesen Punkt betrachten wir weiter
die zur Geraden h nach dem Satz 3.1.2.4 eindeutig bestimmte Parallele; es sei k := (A || h).
Die Geraden g und k besitzen also den Punkt A gemeinsam. Im Gegensatz zur Geraden k
ist nach Voraussetzung die Gerade g jedoch nicht zur Geraden h parallel. Folglich schneiden
sich die Geraden ¢ und k£ im Punkt A.

Damit liegen die Geraden g und k£ nach dem Satz 3.1.1.5 gemeinsam in genau einer Ebene 0.
Zusammen mit der Parallelitit der Geraden k und h liefert der Satz 4.2.1.1a), dass die
Ebene 0 zur Geraden h parallel ist. Zusammenfassend existiert mit der Ebene ¢ also eine

Ebene, die zur Geraden h parallel ist und zugleich die Gerade g enthélt.
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Wir zeigen abschliefend die Eindeutigkeit der Ebene §. Dazu sei eine weitere zur Geraden h
parallele Ebene ¢’ gegeben, in der die Gerade ¢ liegt; wir zeigen, dass die Ebenen 0 und ¢’
identisch sind. Mit der Parallelitéit der Ebene ¢’ und der Geraden h liefert der Satz 4.2.1.1a),
dass die Parallele k ebenfalls zur Ebene 0’ parallel ist. Die Parallele schneidet wie eingangs
dargelegt die Gerade g im Punkt A, sodass mit der Geraden g auch die Parallele k£ in der
Ebene 0’ liegt. Letztlich enthélt die Ebene ¢’ wie auch die Ebene § die beiden sich im Punkt A
schneidenden Geraden g und k, sodass wir mit dem Satz 3.1.1.5 erhalten, dass die Ebene ¢’

zur Ebene ¢ identisch ist. O

Die soeben nachgewiesene Aussage des Satzes 4.2.1.2 gilt basierend auf der Definition 3.1.2.3
mit dem Satz 3.1.1.5 auch unter der Pramisse zweier sich schneidender Geraden. (Dies be-
griindet ebenfalls, dass die Parallelitit zweier Geraden nicht im Allgemeinen daraus folgt,
dass beide Geraden je zur gleichen Ebene parallel sind.) Eingebunden in eine inzidenzgeo-
metrische Fragestellung leiten Quaisser/Sprengel (1989, S. 13f.) den Satz 4.2.1.2 her. Sie
beabsichtigen in diesem Zusammenhang, die Herleitung auf inzidenzgeometrische Aspekte
sowie grundlegende Aussagen zur Lagebeziehung von Geraden und Ebenen zuriickzufiih-
ren (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 13f.). Mittels einer recht analogen Methodik erhalten
wir im Weiteren den Satz 4.2.1.3. Zusammen mit dem Satz 3.1.1.5 liefert der Satz beziiglich
zweier sich schneidender Geraden, dass die durch die beiden Geraden eindeutig bestimmte
Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) zu einer weiteren
Ebene parallel ist, wenn deren Parallelitdt zu den beiden zugrunde liegenden Geraden gilt.
Basierend auf der definitorischen Festlegung der Parallelitéit als Lagebeziehung zwischen zwei
Ebenen sowie zwischen einer Ebene und Gerade gilt die Aussage ebenfalls mit vertauschter

Priamisse und Konklusion. Es gilt die Aquivalenz.

Satz 4.2.1.3. (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 12) Es seien zwei sich schneidende Geraden g
und h gegeben. Sind die Geraden je zu einer Ebene 7 parallel, so liegen die Geraden g und h

gemeinsam in einer zur Ebene 7 parallelen Ebene.

Beweis: (vgl. Schroder 2014b, S. 16; Quaisser /Sprengel 1989, S. 12)
Aufgrund des gemeinsamen Schnittpunktes der Geraden g und h liegen die beiden Geraden

nach dem Satz 3.1.1.5 gemeinsam in genau einer Ebene e. Es bleibt zu zeigen, dass die
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Ebenen € und 7 zueinander parallel sind. Diesbeziiglich schlieken wir die Existenz einer
Schnittgeraden aus, indem wir nachweisen, dass die Ebenen € und n unter der Pramisse

einer gemeinsamen Geraden bereits zueinander identisch sind:

Es sei also eine gemeinsame Gerade k der Ebenen € und 1 gegeben. Damit liegen die drei
Geraden g, h und k£ gemeinsam in der Ebene €. Die Geraden g und h sind nach Voraussetzung
zueinander nicht parallel, womit die Transitivitdt der Parallelitdt in ihrer Kontraposition
liefert (zur Transitivitdt, siche Satz 3.1.2.7), dass die Gerade k zu mindestens einer der
Geraden g und h nicht parallel ist. Innerhalb der Ebene ¢ schneidet die Gerade k also
eine der beiden Geraden. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass die
Geraden g und k gemeinsam in der Ebene € liegen und sich schneiden. Die Gerade k liegt wie
eingangs festgelegt zugleich in der Ebene 7. Damit liegt auch der Schnittpunkt der Geraden g
und £ in der Ebene 7. Die Gerade g wiederum ist nach Voraussetzung zur Ebene 7 parallel.
Letztlich liegt auch die Gerade g in der Ebene 7. Zusammenfassend gilt, dass die beiden sich
schneidenden Geraden g und £ in der Ebene € sowie in der Ebene 7 liegen, womit die beiden

Ebenen nach dem Satz 3.1.1.5 zueinander identisch sind. O

Raumliche Erweiterung des Parallelenaxioms

Abschliefsend greifen wir die Frage auf, ob das (verallgemeinerte) Parallelenaxiom innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) auf die Parallelitit zwischen einer
Geraden und Ebene sowie zwischen zwei Ebenen iibertragen werden kann. Letzteres gilt ohne

Einschréankung mit dem

Satz 4.2.1.4. (Verallgemeinertes Parallelenaxziom — Ebenen; vgl. Schroder 1985, S. 213 1.) Es
sei ein Punkt A und eine Ebene € gegeben. Dann existiert genau eine durch den Punkt A

gehende, zur Ebene ¢ parallele Ebene.

Beweis: (vgl. Schroder 1985, S. 214)

Aufgrund des Satzes 2.2.2.5 liefert das Axiom Vg zusammen mit dem Satz 2.2.2.1 die Exis-
tenz zweier in der Ebene € liegender, sich in einem Punkt schneidender Geraden g und h.
Wir betrachten zu diesen Geraden jeweils die nach dem Satz 3.1.2.4 eindeutig bestimmte
Parallele durch den Punkt A; es sei ¢ := (A || g) und &' := (A || h). Zusammen mit

dem Satz 4.2.1.1a) erhalten wir zum einen, dass die Parallelen je zur Ebene € parallel sind.



4.2 Parallele und Orthogonale Geraden/Ebenen 113

Aufgrund der Nichtparallelitdt der Geraden g und h erhalten wir zum anderen mittels der
zweimaligen Anwendung der Transitivitat der Parallelitdt auf der Menge G in ihrer Kontra-
position (zur Transitivitét, siehe Satz 3.1.2.7), dass die Parallelen ¢’ und A’ sich im Punkt A
schneiden. Folglich liegen die beiden Parallelen nach dem Satz 3.1.1.5 gemeinsam in einer
eindeutig bestimmten Ebene 7, wobei diese aufgrund des Satzes 4.2.1.3 zur Ebene € parallel
ist. Letztlich existiert mit der Ebene n eine Ebene, die den Punkt A enthélt und zur Ebene €
parallel ist. Aufgrund der Transitivitéit der Parallelitdt auf der Menge £ ist eine solche Ebene
mit der Ebene 7 eindeutig bestimmt, denn jede weitere Ebene, die den Punkt A enthélt und
zur Ebene e parallel ist, ist ebenfalls zur Ebene 7 parallel und aufgrund des gemeinsamen

Punktes A zur Ebene 7 identisch. OJ

Die mit dem soeben nachgewiesenen Satz 4.2.1.4 eindeutig bestimmte parallele Ebene be-

zeichnen wir als die Parallele (A || €) durch A zu € (vgl. Schroder 1985, S. 214).

Beziiglich der Parallelitét zwischen einer Gerade und Ebene innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, &, G, d=) begriinden wir basierend auf dem Satz 4.2.1.4, dass die
Aussage des verallgemeinerten Parallelenaxioms zwar hinsichtlich der Existenz, nicht aber
hinsichtlich der Eindeutigkeit gilt:

i) Es sei ein Punkt A und eine Ebene e gegeben. Dann existiert nach dem Satz 4.2.1.4
genau eine Ebene 7, die den Punkt A enthélt und zur Ebene € parallel ist. Aufgrund des
Satzes 2.2.2.5 liefert das Axiom Vg zusammen mit dem Satz 2.2.2.1 die Existenz mindes-
tens zweier verschiedener in der Ebene 7 liegender, durch den Punkt A gehender Geraden.
Schliefslich existieren innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes mindestens zwei
verschiedene Geraden, die durch den Punkt A gehen und zur Ebene € parallel sind.

it) Es sei ein Punkt A und eine Gerade g gegeben. Per definitionem ist die Gerade ¢ inner-
halb des metrisch-normalen euklidischen Raumes zum Schnitt zweier verschiedener Ebenen e
und 7 identisch. Nach dem Satz 4.2.1.4 existiert durch den Punkt A zu den beiden Ebenen je
eine Parallele; es sei € := (A || €) und 1’ := (A || n). Die beiden Ebenen € und 7 sind aufgrund
ihrer gemeinsamen Schnittgeraden g nicht parallel, sodass die Anwendung der Transitivitat
der Parallelitiat auf der Menge £ in ihrer Kontraposition liefert (zur Transitivitit, siehe
Satz 3.1.2.7), dass die Ebene 7 nicht zur Parallelen € und die Ebene € nicht zur Parallelen 7’

parallel ist. Andererseits ist die Schnittgerade g der Ebenen € und 7 ebenfalls zur Parallelen €
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und 7’ parallel. Zusammenfassend erhalten wir, dass die Ebenen ¢’ und 1’ zwei verschiedene

Ebenen sind, die jeweils durch den Punkt A gehen und zur Geraden g parallel sind.

4.2.2 Orthogonale Geraden/Ebenen

Die Orthogonalitéat als Lagebeziehung innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P, &,G,d=) beschreibt ein Spezialfall sich schneidender Geraden und/oder Ebenen (siche
Kapitel 3.1.2). Im Vergleich zur Untersuchung der Parallelitit in Kapitel 4.2.1 zeigt sich eine
spezifische Untersuchung der Orthogonalitdat im Weiteren in sich weniger geschlossen. Ein-
gangs untersuchen wir die Orthogonalitit in ihrer Beziehung zur Parallelitdt innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=). Zugrunde liegt dem, die mit meiner
Masterarbeit (2018, S. 55) innerhalb einer metrisch-normalen euklidischen Ebene aufgegrif-
fenen Beziehungen zwischen der Orthogonalitdt und Parallelitdt von Geraden: (Zu einem
Nachweis wird hier in meiner Masterarbeit (2018, S. 55) auf die Arbeit von Schréder (2014a,

S. 40f.) verwiesen.)

Es seien drei Geraden g, h und k in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene gegeben. Dann

gelten die folgenden Aussagen:

a) Steht die Gerade g mit der Geraden h in einer Relation der Orthogonalitidt sowie mit der
Geraden k in einer Relation der Parallelitit, so stehen die Geraden h und k in einer Relation

der Orthogonalitat zueinander.

b) Stehen die Geraden h und k je mit der Geraden g in einer Relation der Orthogonalitéit, so

sind die Geraden h und k zueinander parallel.

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) erfolgt weiter die Unter-
suchung, ob in Bezug zu dem (verallgemeinerten) Parallelenaxiom (inbegriffen der in Kapi-
tel 4.2.1 erfolgten Diskussion um eine raumliche Erweiterung) fiir die Orthogonalitdt Analo-
ges gilt. Dies erfolgt vor dem Hintergrund, dass in einer metrisch-normalen euklidischen Ebe-
ne eine entsprechende Analogie besteht (vgl. Lauer 2018, S. 551.). Abschliefend diskutieren
wir die Orthogonalitét innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G, d=)

als Relation auf der Menge aller Geraden und/oder Ebenen.
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Satz 4.2.2.1. (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 29) Es seien zwei Geraden g und h sowie eine

Ebene € gegeben. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) Ist die Gerade h zur Geraden g parallel und die Gerade g zur Ebene € orthogonal, so ist

die Gerade h zur Ebene € orthogonal; mathematisch-formal: h|g A g Le=h L e

b) Ist die Gerade g zur Ebene ¢ und die Ebene € zur Geraden h orthogonal, so sind die

Geraden g und h zueinander parallel; mathematisch-formal: g L e A e L h = g|| h.

Beweis: (a/Beweisansatz in b: vgl. Schroder 2014a, S. 40f.; b: Eigener Beweis)

a) Nach Voraussetzung ist die Gerade h zur Geraden g parallel, die Gerade g jedoch nicht
zur Ebene €, womit der Satz 4.2.1.1a) in seiner Kontraposition liefert, dass die Gerade h und
die Ebene € ebenfalls zueinander nicht parallel sind. Folglich schneiden sich die Gerade h
und die Ebene € in einem Punkt. Aufgrund ihrer Orthogonalitéit besitzen die Gerade g und
die Ebene € nach dem Satz 2.2.2.2 ebenfalls einen Schnittpunkt. Es sei M; := {-}7!(e N g)
und My := {-} *(enh). Nach dem Satz 4.1.2.8 existiert nun genau eine Translation 7 derart,
dass das Bild des Punktes M; identisch zum Punkt M, ist.

Zum einen liefert die definitorische Festlegung einer Translation, dass das Bild der Geraden g
unter der Translation 7 eine durch den Punkt M, gehende, zur Geraden ¢ parallele Gerade
ist. Hiermit folgt aus dem Satz 3.1.2.4, dass das Bild der Geraden g unter der Translation 7
zur Geraden h identisch, da die Gerade h durch den Punkt M, geht und nach Voraussetzung
zur Geraden g parallel ist. Zum anderen liefert der Satz 4.1.2.9, dass das Bild der Ebene ¢
unter der Translation 7 eine durch den Punkt M5 gehende, zur Ebene € parallele Ebene ist.
Damit ist die Ebene € zur ihrer Bildebene unter der Translation 7 identisch, da der Punkt M,
ebenfalls in der Ebene € liegt.

Zusammenfassend gilt, dass die Translation 7 die Ebene € auf sich selbst sowie die Gerade g
auf die Gerade h abbildet. Dabei ist die Gerade g nach Voraussetzung zur Ebene € ortho-
gonal. Allgemein stellt die Translation 7 nach dem Satz 4.1.2.6 eine Kongruenzabbildung
des metrisch-normalen euklidischen Raumes dar, sodass wir mit der Orthogonalitéitstreue
einer Kongruenzabbildung erhalten (siche Korollar 3.4.5), dass die Gerade h zur Ebene €

orthogonal ist. U

b) Die Gerade g und die Ebene € besitzen aufgrund ihrer Orthogonalitét nach dem Satz 2.2.2.2

genau einen gemeinsam Punkt; es sei M dieser Schnittpunkt. Durch den Punkt M existiert
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zur Geraden h nach dem Satz 3.1.2.4 genau eine Parallele k. Die Gerade h ist nach Voraus-
setzung zur Ebene € orthogonal, sodass nach der bereits bewiesenen Aussage a) die Gerade k
zur Ebene e orthogonal ist und hiermit die Ebene € ebenfalls im Punkt M schneidet. Wir
halten fest, dass mit den Geraden g und k zwei durch den Punkt M der Ebene € gehende, zur
Ebene € orthogonale Geraden existieren. Im Weiteren zeigen wir, dass die Gerade k als die
Parallele zur Geraden h gleich der Geraden g ist, also das zu Zeigende gilt: (Analog liefsen

sich die Rollen der Geraden g und h vertauschen.)

Mit der Orthogonalitét der Ebene € zur Geraden g und k existieren per definitionem auf
der Geraden g zwei Punkte A; und A sowie auf der Geraden k zwei Punkte B; und Bs,
sodass die Ebenen mu, 4, und mp, p, je zur Ebene € identisch sind. Zusammen mit dem
Punkt M als der Schnittpunkt der Ebene € mit der Geraden g sowie mit der Geraden £ folgt
dabei aus der Definition 4.1.1.3 einer Punktspiegelung, dass der Punkt As gleich dem Bild
des Punktes A; und der Punkt Bs gleich dem Bild des Punktes B; unter der Punktspiege-
lung M ist. Mit einem Punkt C' auf der Ebene ¢ erhalten wir, unter Beriicksichtigung der
Eigenschaft der Punktspiegelungen als abstandstreue und involutorische Abbildungen (siehe

hierzu Satz 4.1.1.5 bzw. Korollar 4.1.1.6), die (Aquivalenz-)Beziehung
{C, A1} =4 {C, A3} =4 {M(C), A1} und {C,B1} =4 {C, B2} =4 {M(C), B}

Die Ebene m¢ cnm geht also durch die Punkte A; und B;. Analog gilt, dass die Punkte A,
und By in der Ebene m¢onm liegen. Zusammenfassend geht die Ebene me on also durch
die Punkte A; und A, der Geraden g sowie durch die Punkte B; und By der Geraden k,
womit die Geraden g und k& nach dem Satz 2.2.2.1 jeweils in der Ebene m¢ cu liegen. Die
Geraden g und k£ sind wie eingangs dargelegt zur Ebene € orthogonal, sodass sich die beiden
Ebenen me cm und € in einer Geraden derart schneiden, dass die Geraden g und & innerhalb
der Ebene m¢ cm zu dieser Geraden orthogonal sind (siche hierzu Definition 3.1.2.8). Sind
zwei Geraden innerhalb einer metrisch-normalen euklidischen Ebene zu der gleichen Geraden
orthogonal, so sind die beiden Geraden zueinander parallel (siehe eingangs des vorliegenden
Kapitels 4.2.2); aufgrund des Satzes 2.2.2.6 sind die Geraden g und k also zueinander paral-
lel, wobei die beiden Geraden wie eingangs dargelegt durch den Punkt M gehen und somit

zueinander identisch sind. Es gilt also das zu Zeigende. 0
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Orientieren wir uns an dem Beweis des Satzes 4.2.2.1a), setzen statt der Parallelitét der
Geraden g zur Geraden h die Parallelitdt der Ebene € zu einer Ebene n voraus, so erhalten

wir innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G, d=) den

Satz 4.2.2.2. (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 27) Ist eine Gerade g zu einer Ebene € ortho-
gonal und diese Ebene € zu einer Ebene n parallel, so ist die Gerade g zur Ebene 1 orthogonal;

mathematisch-formal: g L e A €| n=g L.

Beweis: (Eigener Beweis; vgl. zusétzlich Schroder 2014a, S. 40f.)

Aufgrund der beiden geltenden Voraussetzungen liefert der Satz 4.2.1.1b) in dessen Kon-
traposition, dass sich die Gerade g und die Ebene 1 schneiden. Ebenfalls schneiden sich
die Gerade g und die Ebene € nach dem Satz 2.2.2.2 aufgrund ihrer Orthogonalitidt. Es
sei My := {-}7Y(gNe) und My := {-}7*(g N'n). Nach dem Satz 4.1.2.8 existiert genau eine
Translation 7, die den Punkt M; auf den Punkt M, abbildet.

Zum einen liefert die definitorische Festlegung einer Translation, dass die Gerade g unter
der Translation 7 eine durch den Punkt M, gehende, zur Geraden g parallele Gerade ist.
Damit ist die Gerade g eine Fixgerade der Translation, da der Punkt M, auf der Geraden g
liegt. Zum anderen liefert der Satz 4.1.2.9, dass das Bild der Ebene ¢ unter der Translati-
on 7 eine durch den Punkt M, gehende, zur Ebene € parallele Ebene ist. Hieraus folgt mit
dem Satz 4.2.1.4, dass die Ebene € unter der Translation 7 zur Ebene 7 identisch ist, da die
Ebene n durch den Punkt M, geht und nach Voraussetzung zur Ebene € parallel ist.
Zusammenfassend gilt, dass die Translation 7 die Gerade g auf sich selbst sowie die Ebene €
auf die Ebene n abbildet. Dabei ist die Gerade g nach Voraussetzung zur Ebene € orthogonal.
Allgemein stellt die Translation 7 nach dem Satz 4.1.2.6 eine rdumliche Kongruenzabbildung
dar, sodass wir mit der Orthogonalititstreue einer Kongruenzabbildung erhalten (siehe Ko-

rollar 3.4.5), die Gerade g zur Ebene 71 orthogonal ist. 0

In Anlehnung an die Aussage b) des Satzes 4.2.2.1 zeigen wir im Weiteren innerhalb des

metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) den

Satz 4.2.2.3. (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 27) Ist eine Ebene € zu einer Geraden g und
diese Gerade g zu einer Ebene 7 orthogonal, so sind die beiden Ebenen zueinander parallel;

mathematisch-formal: ¢ L g A g Ln= €| n.
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Beweis: (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 27)

Die Gerade g ist nach Voraussetzung zur Ebene € und 7 orthogonal. Entsprechend der De-
finition 3.1.2.9 existieren also je zwei verschiedene Punkte A und B sowie C' und D auf der
Geraden g, sodass die Ebene € zur Ebene m4 g und die Ebene 1 zur Ebene m¢ p identisch
ist; es gilt € = my g und n = mc p.

Als eine Gerade des metrisch-normalen euklidischen Raumes ist die Gerade g per definitionem
zum Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen ¢ und ¢’ identisch. Dabei schneidet
die Gerade g die Ebenen my4 g und m¢ p nach dem Satz 2.2.2.2 je in einem Punkt. Folglich
schneiden die Ebenen § und ¢’ die Ebene m 4 g bzw. m¢ p in einer durch diesen Schnittpunkt
gehenden Geraden; es sei h := my gls, M := maply, k = mcpls und k' := me pls. Fir die
Geraden h und A’ erhalten wir aufgrund des Satzes 3.1.1.5 in Bezug zur Geraden g mit der
Verschiedenheit der Ebenen 0 und ¢, dass die beiden Geraden nicht identisch sind, sich in
der Ebene my g schneiden. Wir zeigen nun im Weiteren, dass die Geraden h und ' jeweils
zur Ebene m¢ p parallel sind, woraus mit dem Satz 4.2.1.3 die Parallelitdt der Ebenen my p
und me p und somit das zu Zeigende folgt: (Analog liefen sich zum Nachweis die Geraden k
und £’ zugrunde legen.)

Entsprechend der Definition 3.1.2.8 ist innerhalb der Ebene ¢ die Gerade g zur Geraden h
und k sowie innerhalb der Ebene §’ zur Geraden h' und k" orthogonal. Ist eine Gerade in ei-
ner metrisch-normalen euklidischen Ebene zu zwei Geraden orthogonal, so sind diese beiden
Geraden zueinander parallel (siehe eingangs des Kapitels 4.2.2); aufgrund des Satzes 2.2.2.6
sind also die Geraden h und k sowie die Geraden h’ und &’ zueinander parallel. Letztlich ist
die Schnittgerade h der Ebenen my g und ¢ zur Schnittgeraden £ der Ebenen m¢ p und 6
disjunkt oder identisch, womit die Gerade h zur Ebenen m¢ p parallel ist. Analog gilt, dass

die Gerade b’ zur Ebene m¢ p parallel ist. O

In Bezug zu dem soeben erfolgten Beweis besteht ein Teil des Beweises darin, dass die Or-
thogonalitét einer Geraden g und Ebene e innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, €, G, d=) die Existenz zweier in der Ebene € liegender, durch den Schnittpunkt
der Geraden g und der Ebene € gehender Geraden impliziert, so, dass die Gerade g zu bei-
den Geraden orthogonal ist. Diesbeziiglich zeigen wir mit dem Satz 4.2.2.4 im Weiteren, dass
hier im Allgemeinen innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) eine

Aquivalenzaussage vorliegt.
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Satz 4.2.2.4. (vgl. Moise 1990, S. 212-217) Es seien eine sich in einem Punkt M schnei-
dende Ebene € und Gerade g gegeben. Die Gerade und Ebene sind genau dann zueinander
orthogonal, wenn die Gerade g zu zwei verschiedenen in der Ebene € liegenden und durch

den Schnittpunkt M gehenden Geraden orthogonal ist.

Beweis: (Eigener Beweis)

Aufgrund des Satzes 2.2.2.5 liefert das Axiom Vg zusammen mit dem Satz 2.2.2.1 grundsétz-
lich die Existenz zweier in der Ebene ¢ liegender, sich in dem Schnittpunkt M der Ebene €
und Geraden g schneidender Geraden h; und hy. Die Geraden g und h; liegen nach dem
Satz 3.1.1.5 gemeinsam in einer eindeutig bestimmten Ebene 1; ebenso wie die Geraden g
und hy gemeinsam in einer eindeutig bestimmten Ebene 7, liegen. Die zu zeigende Aquiva-

lenzaussage differenzieren wir schlieflich in den Nachweis ihrer beiden Implikationen:

Es gelte g 1 e: Entsprechend der Definition 3.1.2.9 existieren zwei verschiedene Punkte A
und B auf der Geraden g, sodass die Ebene € zur Ebene m 4 p identisch ist. Damit ist die Ge-
rade h; als die Schnittgerade der Ebenen € und 7n; sowie die Gerade hs als die Schnittgerade
der Ebenen € und 7, gleich dem Schnitt der Ebenen m4 g und 1, bzw. my4 g und n,. Folglich
ist die gemeinsam mit der Geraden h; und hs in der Ebene 7, bzw. 1, liegende Gerade g

entsprechend der Definition 3.1.2.8 zur Geraden h; und hs orthogonal.

FEs gelte g L hy A\ g L hy: Entsprechend der Definition 3.1.2.8 existieren je zwei verschiedene
Punkte A; und B, sowie A, und B; auf der Geraden g, sodass sich die Ebene my, p, und die
Ebene 7, als die durch die Geraden g und h; eindeutig bestimmte Ebene in der Geraden h,
schneiden sowie sich entsprechend die Ebenen my, g, und 7, in der Geraden hy schneiden.
Folglich ist die Gerade g nach der Definition 3.1.2.9 ebenfalls zur Ebene m4, g, und muy, g,
orthogonal, wobei die beiden Ebenen durch den Schnittpunkt M der beiden sich in der Ebe-
ne € schneidenden Geraden h; und ho gehen. Zusammenfassend liefert der Satz 4.2.2.3 mit

dem Satz 3.1.1.5, dass die Gerade g zur Ebene € orthogonal ist. O

Aufgrund des Satzes 3.1.1.5 gilt basierend auf den Definitionen 3.1.2.8 und 3.1.2.9 der Or-
thogonalitét einer Geraden und Ebene bzw. zweier Geraden im Allgemeinen, dass eine Gera-
de g unter der Voraussetzung ihrer Orthogonalitit zu einer Ebene € innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes (P, €, G,d=) zu jeder in der Ebene € liegenden, durch den

Schnittpunkt M der Geraden g und Ebene € gehenden Gerade orthogonal ist. Ferner exis-
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tieren, wie in dem soeben erfolgten Beweis des Satzes 4.2.2.4 zu Beginn begriindet, stets
mindestens zwei in der Ebene € liegende, sich im Punkt M schneidende Geraden. Schlieftlich
erhalten wir mit dem Satz 4.2.2.4, dass dessen Aussage gleichermafen gilt, wenn wir ,zu zwei
verschiedenen, in der Ebene € liegenden und durch den Schnittpunkt M gehende Geraden®
durch ,zu jeder |...] Geraden® ersetzen.

In verschiedenen Axiomatisierungen ist der dargelegte Zusammenhang in Bezug zur Ortho-
gonalitéit zwischen einer Gerade und Ebene definitorisch fundiert (vgl. hierzu Moise 1990,
S. 212-214; Mitschka 1977, S. 164f.). In diesem Sinne ist basierend auf dem Satz 4.2.2.4
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) eine definitorische Aqui-

valenz begriindet.

Lotgeraden und Lotebenen

Mit der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen eukli-
dischen Ebene gilt fiir die Orthogonalitdt zwischen Geraden eine zu dem verallgemeinerten
Parallelenaxiom analoge Aussage; es existiert in jeder metrisch-normalen euklidischen Ebene

ein sogenanntes Lot durch einen Punkt auf eine Gerade* (vgl. Lauer 2018, S. 55f.):

Satz-Masterarbeit 5.1.1.18. Es sei ein Punkt A und eine Gerade ¢ in einer metrisch-normalen
euklidischen Ebene gegeben. Dann existiert genau eine durch den Punkt A gehende, zur Ge-

raden g orthogonale Gerade.

Im Rahmen meiner Masterarbeit (2018, S. 55{.) erfolgt der Nachweis auf der Grundlage der
hier eingangs in dem vorliegenden Kapitel 4.2.2 aufgegriffenen Beziehungen zwischen der Par-
allelitdt und Orthogonalitét zweier Geraden in einer metrisch-normalem euklidischen Ebene.
Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) erhalten wir basierend
auf dem Satz 4.2.2.1 im Weiteren mit dem Satz 4.2.2.5 entsprechend, dass durch jeden Punkt
zu jeder Ebene innerhalb des Raumes genau eine orthogonale Gerade existiert. Im Vergleich
zur Diskussion um die rdumliche Erweiterung des Parallelenaxioms in Kapitel 4.2.1 besteht
hier ein Unterschied, zwar existiert durch jeden Punkt zu jeder Ebene eine parallele Gerade,

jedoch keine eindeutig bestimmte.
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Satz 4.2.2.5. (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 26) Es sei ein Punkt A und eine Ebene € gege-

ben. Dann existiert genau eine durch den Punkt A gehende, zur Ebene € orthogonale Gerade.

Beweis: (vgl. Schroder 2014a, S. 40f.; vgl. zusétzlich Lauer 2018, S. 551.)

Fiir die Ebene ¢ existieren innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes per defi-
nitionem zwei verschiedene Punkte B und C derart, dass die Ebene € zur Ebene mp ¢ iden-
tisch ist. Entsprechend der Definition 3.1.2.9 ist damit die Verbindungsgerade der Punkte B
und C' zur Ebene € orthogonal. Wir betrachten nun die nach dem Satz 3.1.2.4 eindeutig be-
stimmte Gerade, die durch den Punkt A geht und zur Verbindungsgerade (B, C) parallel ist;
es sei g := (A || (B, C)). Nach dem Satz 4.2.2.1a) existiert mit der Geraden g eine durch den
Punkt A gehende, zur Ebene € orthogonale Gerade. Diesbeziiglich ist die Gerade g aufgrund
des Satzes 4.2.2.1b) zugleich eindeutig bestimmt; denn jede weitere Gerade, die durch den
Punkt A geht und zur Ebene € orthogonal ist, ist nach dem Satz 4.2.2.1b) zur Geraden g

parallel und somit aufgrund des gemeinsamen Punktes A identisch. O

Die mit dem soeben nachgewiesenen Satz 4.2.2.5 eindeutig bestimmte orthogonale Gerade
bezeichnen wir als das Lot (A L €) von A auf (der Ebene) e. Den Schnittpunkt, den das
Lot und die Ebene gemeinhin aufgrund ihrer Orthogonalitét besitzen (siche Kapitel 3.1.2),
bezeichnen wir als den Lotfufpunkt F{* von A auf e. Die Bezeichnungen sind angelehnt an
das mit meiner Masterarbeit (2018, S. 55f.) in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene

eindeutig existierende Lot auf einer Geraden (vgl. hier auch Schroder 2014a, S. 41).

Fiir einen Punkt A und eine Ebene € liefert der Satz 4.2.2.5 zusammen mit der definitori-
schen Festlegung einer Geraden als der Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=), dass zwar entsprechend
der Definition 3.1.2.10 die Existenz, aber nicht die Eindeutigkeit einer durch den Punkt A
gehenden, zur Ebene € orthogonalen Ebene gilt. Im Vergleich zur rdumlichen Erweiterung
des Parallelenaxioms besteht damit ein Unterschied (siehe hierzu Satz 4.2.1.4).

Weiter ergibt sich innerhalb des metrisch-normalen Raumes (P,€,G,d=) ein Unterschied
in Bezug zu dem mit dem Satz 3.1.2.4 nachgewiesenen verallgemeinerten Parallelenaxiom.
Zugleich liegt damit ein Unterschied in Bezug zu der in meiner Masterarbeit (2018) ent-
wickelten Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene vor. Fiir eine Gerade g und

einen nicht auf dieser Gerade liegenden Punkt A lésst sich basierend auf dem Satz 3.1.1.4
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zwar die Existenz einer durch den Punkt A gehenden, zur Geraden g orthogonalen Gerade
darauf zuriickfithren, dass die eindeutige Existenz eben in jeder metrisch-normalen euklidi-
schen Ebene und damit nach dem Satz 2.2.2.6 in jeder Ebene des Raumes gilt. Allerdings ist
die Eindeutigkeit innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) nicht
gegeben, wenn der Punkt A auf der Geraden g liegt. In diesem Fall liegen der Punkt A
und die Gerade g gemeinsam in mindestens zwei verschiedenen Ebenen, da die Gerade g des
Raumes per definitionem zum Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen iden-
tisch ist. Hiermit existieren letztlich auch mindestens zwei verschiedene durch den Punkt A
gehende, zur Geraden g orthogonale Geraden innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, &,G,d=).

Orientierend an dem Beweis des Satzes 4.2.2.5 zeigen wir im Weiteren mit dem Satz 4.2.2.6
die eindeutige Existenz einer Lotebene auf eine Gerade innerhalb des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes (P, £, G, d=). Im Vergleich zur Diskussion um die rdumliche Erweiterung
des Parallelenaxioms in Kapitel 4.2.1 besteht hier ein weiterer Unterschied, zwar existiert

durch jeden Punkt zu jeder Geraden eine parallele Ebene, jedoch keine eindeutig bestimmte.

Satz 4.2.2.6. (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 28) Es sei ein Punkt A und eine Gerade g ge-

geben. Dann gibt es genau eine durch den Punkt A gehende, zur Gerade g orthogonale Ebene.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Schroder 2014a, S. 40f.)

Auf der Geraden g liegen innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes nach dem
Satz 2.2.2.3 (mindestens) zwei verschiedene Punkte B und C. Damit ist aufgrund des
Axioms Vg die Gerade g entsprechend der Definition 3.1.2.9 zur Ebene mp ¢ orthogonal.
Wir betrachten nun die nach dem Satz 4.2.1.4 eindeutig bestimmte Ebene, die durch den
Punkt A geht und zur Ebene mp ¢ parallel ist; es sei € :== (A || mp,). Nach dem Satz 4.2.2.2
existiert mit der Ebene € eine durch den Punkt A gehende, zur Geraden g orthogonale Ebene.
Diesbeziiglich ist die Ebene € aufgrund des Satzes 4.2.2.3 zugleich eindeutig bestimmt; denn
jede durch den Punkt A gehende, zur Geraden g orthogonale Ebene ist nach dem Satz 4.2.2.3

zur Ebene € parallel und somit aufgrund des gemeinsamen Punktes A identisch. U
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Die Orthogonalitat als Relation

Die Orthogonalitét ist per definitionem innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€&,G,d=) weder auf der Menge G aller Geraden noch auf der Menge £ aller Ebenen eine
reflexive Relation (siche Definition 3.1.2.8 bzw. 3.1.2.10). Dies begriindet zugleich, dass die
Orthogonalitét, im Gegensatz zur Parallelitét (siehe Satz 3.1.2.7), auf den jeweiligen Mengen
keine Aquivalenzrelation darstellt. Gleichwohl sei abschliefiend die Frage nach der Symmetrie
und Transitivitat der Orthogonalitét als Lagebeziehung zwischen Geraden und/oder Ebenen

innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) diskutiert.

Bemerkung 4.2.2.7. Die Orthogonalitidt als Lagebeziehung zwischen einer Gerade und
Ebene ist per definitionem im iibertragenen Sinne symmetrisch; denn nach der Definiti-
on 3.1.2.9 reduziert sich die Frage nach der Orthogonalitit einer Geraden g und Ebene €
darauf, ob auf der Geraden zwei verschiedene Punkte A und B derart existieren, dass die
Ebene € zur Ebene m 4 p identisch ist. Die Definition 3.1.2.8 der Orthogonalitéit zweier Gera-
den ist an dieser Stelle differenzierter zu betrachten. Neben der Komplanaritat der Geraden
in einer Ebene € ist die Voraussetzung entscheidend, dass auf einer der beiden Geraden zwei
verschiedene Punkte A und B derart existieren, dass die jeweils andere Gerade zur Geraden
ma p|e identisch ist. Dies impliziert nicht umgehend, dass entsprechendes mit vertauschten
Rollen der Geraden gilt. Analoges gilt beziiglich der Definition 3.1.2.10 der Orthogonalitét
zweier Ebenen. Gleichwohl stellt die Orthogonalitéit innerhalb des metrisch-normalen eukli-
dischen Raumes (P, £, G, d=) sowohl auf der Menge G aller Geraden als auch auf der Menge £
aller Ebenen eine symmetrische Relation dar. Erstgenanntes, so begriinden wir im Weiteren,
gilt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) mit der in meiner
Masterarbeit (2018) in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene nachgewiesenen Sym-
metrie beziiglich der Orthogonalitit zweier Geraden; zweitgenanntes zeigen wir innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) mit dem Satz 4.2.2.8.

Eine Gerade innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G,d=) ist genau
dann zu einer Geraden orthogonal, wenn die Gerade in einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-
normalen euklidischen Ebene des Raumes zur jeweiligen Gerade orthogonal ist (siche Kapi-
tel 3.1.2). Mit der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen
euklidischen Ebene ist die Orthogonalitét auf der Menge aller Geraden symmetrisch (vgl.

Lauer 2018, S. 54f.), sodass die Orthogonalitit als Lagebeziehung zwischen zwei Geraden
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innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) ebenfalls eine symmetri-

sche Relation darstellt.

Satz 4.2.2.8. (vgl. Quaisser/Sprengel 1989, S. 28) Die Orthogonalitét als Relation auf der
Menge £ aller Ebenen innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=)

ist symmetrisch.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Schroder 2014a, S. 40)

Es seien zwei Ebenen € und n gegeben. Unter der Voraussetzung, dass die Ebene € zur Ebe-

ne n orthogonal ist, zeigen wir, dass die Ebene 7 ebenfalls zur Ebene € orthogonal ist.

Mit der definitorischen Festlegung der Orthogonalitidt zweier Ebenen liegt in der Ebene ¢
eine Verbindungsgerade zweier Punkte A und B derart, dass die Ebene n zur Ebene my g
identisch ist (siehe Definition 3.1.2.10). Die Verbindungsgerade und die Ebene schneiden
sich aufgrund des Satzes 2.2.2.2 in genau einem Punkt M, sodass entsprechend der Defini-
tion 4.1.1.3 einer Punktspiegelung die Punktspiegelung M den Punkt A auf den Punkt B
abbildet. Die Ebene € schneidet ferner die Ebene 7 in einer durch den Punkt M gehenden
Gerade g. Innerhalb der Ebene 7 als eine nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normale euklidi-
schen Ebene existiert durch den Punkt M genau eine zur Geraden g orthogonale Gerade
(siehe Abschnitt , Lotgeraden und Lotebenen” des vorliegenden Kapitels 4.2.2); es sei h diese
orthogonale Gerade.

Aufgrund der Lage des Punktes M auf der Geraden g und h erhalten wir mit der Definiti-
on 3.1.2.8 der Orthogonalitit zweier Geraden zusammen mit der definitorischen Festlegung
einer Punktspiegelung, dass fiir einen Punkt C' der Geraden h die Gerade g gleich dem
Schnitt der Ebenen m¢ cm und 7 ist. Die Gerade g als die Schnittgerade der Ebene € und 7,
liegt also ebenfalls in der Ebene m¢ cn. Im Weiteren zeigen wir, dass auch der in der Ebene €
liegende Punkt A bzw. B in der Ebene m¢ o liegt, womit die Ebene e aufgrund des Sat-
zes 3.1.1.4 zur Ebene m¢ on identisch ist. Letztlich folgt hieraus mit der Definition 3.1.2.9,
dass die in der Ebene 7 liegende Gerade h und somit die Ebene 7 selbst entsprechend der
Definition 3.1.2.10 zur Ebene € orthogonal ist, also das zu Zeigende gilt:

Wie eingangs dargelegt, ist die Ebene 7 gleich der Ebene m 4 g und es existiert mit der Punkt-
spiegelung M eine Punktspiegelung, die den Punkt A auf den Punkt B abbildet. Zusammen

mit dem auf der Geraden h innerhalb der Ebene 7 liegenden Punkt C' erhalten wir, unter
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Beriicksichtigung der Eigenschaft der Punktspiegelungen als abstandstreue und involutori-

sche Abbildungen (siche Satz 4.1.1.5 bzw. Korollar 4.1.1.6), die (Aquivalenz-)Beziehung
{C,A}=4{C, B}=4{M(C),A} und {C,B}=q4{C,A}=4{M(C),B}.

Folglich geht die Ebene m¢ cm sowohl durch den Punkt A als auch durch den Punkt B; es
gilt also das zu Zeigende. U

Schliefslich bleibt die Orthogonalitét als Relation zwischen Geraden und/oder Ebenen inner-
halb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) hinsichtlich der Transitivitét
zu untersuchen. Innerhalb des Raumes implizieren die Sétze 4.2.2.1b) und 4.2.2.3, dass die
Transitivitdat im iibertragenen Sinne fiir Orthogonalitéit als Relation zwischen einer Gera-
den und Ebene nicht erfiillt ist. Der mit den beiden Sdtzen beschriebene Zusammenhang
gilt analog in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene beziiglich zweier Geraden, wie
zu Beginn des vorliegenden Kapitels 4.2.2 aufgegriffen. Demnach sind zwei Geraden, die je
zu einer Geraden orthogonal sind, zueinander parallel. Die Parallelitdt und Orthogonalitét
zweier Geraden gilt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) ge-
nau dann, wenn die jeweiligen Geraden in einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen
euklidischen Ebene parallel bzw. orthogonal sind (siehe Kapitel 3.1.2). Fiir die Orthogonali-
tat als Lagebeziehung zwischen zwei Geraden erhalten wir innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, &, G, d=) zusammenfassend, dass die Transitivitdt nicht erfiillt ist.

Im Ubrigen gilt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) das

Beispiel — Beziehung , 1" auf £ nicht transitiv.

Es seien € und 7 zwei zueinander parallele Ebenen. Fiir einen Punkt A der Ebene € betrach-
ten wir die mit dem Satz 4.2.2.5 eindeutig bestimmte Gerade, die durch den Punkt A geht
und zur Ebene € orthogonal ist; es sei g :== (A L €). Mit der Parallelitédt der Ebenen e und 7
liefert der Satz 4.2.2.2, dass die Gerade g ebenfalls zur Ebene 1 orthogonal ist. Dabei ist die
Gerade g als eine Gerade des metrisch-normalen euklidischen Raumes per definitionem zum
Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen identisch. Folglich existieren mindes-
tens zwei verschiedene Ebenen, die entsprechend der Definition 3.1.2.10 je zur Ebene € und n

orthogonal sind, wobei die Ebenen € und n jedoch parallel, nicht orthogonal sind.
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4.3 Kongruenz — Teil Il

Ankniipfend an das Kapitel ,Kongruenz — Teil I (4.1) erfolgt mit dem vorliegenden Kapi-
tel eine Untersuchung der ,Ebenenspiegelungen (4.3.1), ihres Zusammenhangs zur Menge
aller rdumlichen Kongruenzabbildungen (4.3.2) sowie letztlich eine Untersuchung der ,.Kon-
gruenz geometrischer Figuren“ (4.3.3) innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=). (Die Zweiteilung in Bezug zum Kapitel ,Kongruenz — Teil I ist im deduk-
tiven Aufbau des Raumes begriindet, siehe eingangs des Kapitels 4). Die Orientierung an
dem iibergeordneten Leitgedanken der ,Rdumlichen Kontextualisierung” in Bezug zu der in
meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebe-
ne bleibt unveréndert bestehen, ebenso wie die getroffene Anmerkung zur Bedeutung des

Kongruenzaxioms (siehe hierzu eingangs des Kapitels 4.1).

4.3.1 Ebenenspiegelungen

Im Gegensatz zu den ,Punktspiegelungen” (4.1.1) und , Translationen“ (4.1.2) existieren kei-
ne ,ebene Ebenenspiegelungen”. Als ebenes-geometrisches Pendant zeigt sich, und verstehen
wir, zur Untersuchung der , Ebenenspiegelung” innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, £, G, d=) die Geradenspiegelungen einer metrisch-normalen euklidischen Ebene.
Grundsétzlich bildet hier meine Masterarbeit (2018, S. 56-59) die Grundlage. Zusétzlich
sei auf die Arbeit von Schréder (2014a, S. 51f.), auf ihre rdumliche Erweiterung in Schro-
der (2014b, S. 59f.) sowie auf die Arbeit von Quaisser (1989, S. 79-81) verwiesen.

Jede Ebene € des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,&,G,d=) stellt nach dem
Satz 2.2.2.6 eine metrisch-normale euklidische Ebene dar. Fiir eine Gerade g der Ebene € ist
eine Geradenspiegelung entsprechend der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie

der metrisch-normalen euklidischen Ebene wie folgt definiert (vgl. Lauer 2018, S. 56):

Eine Abbildung von der Punktemenge in die Punktemenge der Ebene ¢, so, dass der Bild-
punkt eines Punktes X gleich dem Bildpunkt ist, den der Punkt X unter der ebenen Punkt-
spiegelung an seinem Lotfufspunkt F j_(g auf der Geraden g innerhalb der Ebene € besitzt,

also die Abbildung
Je:€— € mit g (X):= ﬁfg (X)),

wird als Geradenspiegelung an der Geraden ¢ innerhalb der Ebene € bezeichnet.
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Die definitorische Festlegung einer Geradenspiegelung bzw. ihr Verstdndnis als Abbildung
im mathematischen Sinne basiert innerhalb einer metrisch-normalen euklidischen Ebene auf
zwei Aspekten. Erstens, dass jeder Punkt auf einer Geraden genau ein Lot und somit genau
einen Lotfufspunkt besitzt (siehe hierzu Kapitel 4.2.2). Zweitens, dass jede ebene Punktspie-
gelung eine bijektive Selbstabbildung der zugrunde liegenden Ebene darstellt (siehe hierzu
Kapitel 4.1.1).

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €,G,d=) gilt, dass jeder Punkt
auf einer Ebene genau eine Lotgerade besitzt (siche Kapitel 4.2.2), und zum anderen, dass
jede raumliche Punktspiegelung eine bijektive Selbstabbildung der Punktemenge P ist (siehe
Kapitel 4.1.1). Hierauf basierend erfolgt die definitorische Festlegung der Ebenenspiegelung
analog zu den Geradenspiegelungen einer metrisch-normalen euklidischen Ebene (vgl. hierzu
Lauer 2018, S. 56). Wir definieren die Ebenenspiegelungen des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes (P, €&, G, d=) als eine Abbildung von der Punktemenge P in die Punktemen-

ge P des Raumes mit der

Definition 4.3.1.1. Fiir eine Ebene ¢ wird die Abbildung

&P —P mit &X):=X:=F(X)

als Ebenenspiegelung an der Ebene € bezeichnet.

Der Bildpunkt é(X) des Punktes X unter der Ebenenspiegelung an der Ebene € ist gleich
dem Bild des Punktes unter der Punktspiegelung an dem Lotfufspunkt des Punktes X auf
der Ebene e. Dabei sind die Lotfullpunkte des Punktes X und seines Bildpunktes é(X)
stets zueinander identisch. Zwischen den Ebenenspiegelungen des metrisch-normalen eukli-
dischen Raumes (P, £, G, d=) und den Geradenspiegelungen in einer (nach dem Satz 2.2.2.6
metrisch-normalen euklidischen) Ebene des Raumes besteht innerhalb des metrisch-normalen

euklidischen Raumes (P, €, G, d=) der Zusammenhang in

Satz 4.3.1.2. Es seien zwei zueinander orthogonale Ebenen € und 7 gegeben. Die Restriktion
der Ebenenspiegelung an der Ebene € auf die Ebene n und die Geradenspiegelung an der

Schnittgeraden der beiden Ebenen innerhalb der Ebene 7 sind zueinander identisch.
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Beweis: (Eigener Beweis)

Die Schnittgerade der Ebenen e und 7 existiert aufgrund ihrer Orthogonalitit grundséatz-
lich (siehe Kapitel 3.1.2); es sei g die Schnittgerade der beiden Ebenen. Weiter liegt inner-
halb der Ebene 7 als eine zur Ebene € orthogonale Ebene per definitionem eine zur Ebene ¢

orthogonale Gerade (siehe Definition 3.1.2.10); es sei h diese orthogonale Gerade.

Schritt I: Wir zeigen, dass jeder Punkt der Geraden h unter der Ebenenspiegelung € und der
Geradenspiegelung g, den gleichen Bildpunkt besitzt. Mit der Orthogonalitét der Geraden h
zur Ebene € erhalten wir zusammen mit der Lage der Geraden h in der Ebene 7, dass die
Gerade h auch zur Schnittgerade g der Ebenen € und 7 orthogonal ist. Damit schneidet die
Gerade h aufgrund des Satzes 2.2.2.2 die Ebene € und Gerade g in dem gleichen Punkt.

Fiir jeden Punkt auf der Geraden h ist dieser Schnittpunkt gleich dem eindeutig bestimm-
ten Lotfufspunkt des Punktes auf der Ebene e sowie gleich dem eindeutig bestimmten Lot-
fukpunkt des Punktes auf der Geraden ¢ innerhalb der Ebene n (siche Kapitel 4.2.2 zur
eindeutigen Existenz der Lotfufspunkte). Daraus folgt mit dem Satz 4.1.1.4, dass die Ge-
radenspiegelung g, in der (nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene) 7

jeden Punkt der Geraden h auf denselben Punkt wie die Ebenenspiegelung € abbildet.

Schritt II: Wir zeigen abschliefend, dass auch jeder nicht auf der Geraden h, innerhalb der
Ebene 7 liegende Punkt X unter der Ebenenspiegelung € und der Geradenspiegelung g, den
gleichen Bildpunkt besitzt. Hierzu betrachten wir auf der Ebene € das Lot des Punktes X;
es sei | := (X L €), und wir zeigen, dass dieses ebenso wie die Gerade h in der Ebene 7 liegt,
woraus analog zum zuvor bewiesenen ersten Beweisschritt das zu Zeigende folgt:

Als zwei zur Ebene € orthogonale Geraden sind die Geraden h und [ nach dem Satz 4.2.2.1b)
zueinander parallel. Damit gilt im Allgemeinen die Komplanaritéit der Geraden. Nach Vor-
aussetzung geht die Gerade [ durch den in der Ebene 7, aber nicht auf der Geraden h
liegenden Punkt X, und die Gerade h liegt in der Ebene 7. Folglich liegen die Geraden h
und [ aufgrund ihrer Komplanaritdt nach dem Satz 3.1.1.4 gemeinsam in der Ebene 7. Die
Gerade [ stellt also eine Gerade der Ebene n dar, womit wir das zu Zeigende analog zum

ersten Beweisschritt erhalten. O

Allgemein erhalten wir fiir eine Geradenspiegelung g|. einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-

normalen euklidischen Ebene e im metrisch-normalen euklidischen Raum (P, &, G, d=) mit



4.3 Kongruenz — Teil IT 129

dem soeben nachgewiesenen Satz 4.3.1.2, dass sich die Geradenspiegelung als die Restriktion
einer Ebenenspiegelung auffassen liasst: In der Ebene € als eine metrisch-normale euklidische
Ebene ist die Gerade g zur Geraden my gl fiir zwei verschiedene Punkte A und B der Ebe-
ne ¢, also zum Schnitt der Ebene m4 g und Ebene € identisch (siche Bemerkung 2.2.2.9). Die
beiden Ebenen sind entsprechend der Definition 3.1.2.10 zueinander orthogonal, wobei die
Gerade g die Schnittgerade beider Ebenen darstellt. Folglich ist die Geradenspiegelung g.
innerhalb der Ebene € nach dem Satz 4.3.1.2 zur Restriktion der Ebenenspiegelung 7 auf die
Ebene € identisch.

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) eroffnet der Satz 4.3.1.2
basierend auf der Analogie zwischen den definitorischen Festlegungen die Moglichkeit, Ei-
genschaften der Ebenenspiegelungen auf die in meiner Masterarbeit (2018) im Rahmen der
Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene untersuchten Geradenspiegelungen zu-
riickzufiihren; zugleich sind zur Untersuchung entsprechend der definitorischen Festlegungen
die Punktspiegelungen elementar. Auf dieser Basis untersuchen wir im Weiteren mit den
Sétzen 4.3.1.3/4.3.1.5/4.3.1.6 die Ebenenspiegelungen innerhalb des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes (P, &, G, d=). Nicht zuletzt zeigen wir mit dem Satz 4.3.1.3, dass die Ebe-
nenspiegelungen innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) Kongru-
enzabbildungen darstellen, sich damit nicht von den Geradenspiegelungen in einer metrisch-

normalen euklidischen Ebene unterscheiden:

Satz-Masterarbeit 5.1.2.2 (e). (vgl. Lauer 2018, S. 56-59) Jede Geradenspiegelung einer

metrisch-normalen euklidischen Ebene ist eine Kongruenzabbildung der Ebene.

Satz 4.3.1.3. Jede Ebenenspiegelung innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-

es (P,E,G,d=) ist eine Kongruenzabbildung des Raumes.

Beweis: (Eigener Beweis)

Es sei eine Ebenenspiegelung €: P — P gegeben. Wir zeigen zunachst die Bijektivitat der
Ebenenspiegelung, bevor wir deren Abstandstreue nachweisen.

1) Die Herleitung der Bijektivitdt differenzieren wir in die Surjektivitdt und Injektivitét.

Surjektivitit: Es sei ein beliebiger Punkt Y innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes gegeben. Aufgrund des Satzes 4.2.2.5 besitzt der Punkt auf der Ebene e genau

einen LotfuRpunkt FY_. Die riumliche Punktspiegelung an diesem Lotfupunkt ist aufgrund
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des Satzes 4.1.1.5 eine bijektive Selbstabbildung der Punktemenge P des metrisch-normalen
euklidischen Raumes. Folglich existiert genau ein Punkt X, dessen Bild unter der Punktspie-
gelung ﬁﬁ gleich dem Punkt Y ist. Der definitorischen Festlegung einer Punktspiegelung
entsprechend (siehe Definition 4.1.1.3), liegt der Punkt X auf der Verbindungsgerade durch
den Punkt Y und dessen LotfuRpunkt F} . Damit folgt aus dem Satz 4.2.2.5, dass sich der
Lotfufpunkt des Punktes X und des Punktes Y auf der Ebene € nicht voneinander un-
terscheiden. Fiir den Punkt Y erhalten wir zusammenfassend, dass der Punkt gleich dem
Bildpunkt des Punktes X unter der Punktspiegelung an dessen LotfuRpunkt Fi* und somit
gleich dem Bildpunkt des Punktes X unter der Ebenenspiegelung € ist.

Injektivitdt: Es seien zwei zueinander identische Bildpunkte zweier Punkte X; und X5 unter
der Ebenenspiegelung € gegeben; es sei also Y := €(X;) = €(X3). Unter Berticksichtigung,
dass die Lotfufpunkte eines Punktes und seines Bildpunktes unter der Ebenenspiegelung €
sich auf der Ebene € nicht voneinander unterscheiden (siche Definition 4.3.1.1), impliziert
der soeben erfolgte Nachweis der Surjektivitat neben der Existenz zugleich die Eindeutigkeit
eines Punktes X, dessen Bild unter der Ebenenspiegelung € gleich dem Punkt Y ist. Die

Punkte X; und X, sind also stets zueinander identisch.

2) Den Nachweis der Abstandstreue fithren wir auf die Geradenspiegelungen als Kongru-
enzabbildungen innerhalb einer metrisch-normalen euklidischen Ebene zuriick. Es seien zwei
zueinander verschiedene Punkte X; und X5 gegeben. Mit dem Satz 4.2.2.5 betrachten wir
das eindeutig bestimmte Lot des Punktes X; auf die Ebene ¢; es sei [ := (X; L e).

Liegt der Punkt X, nicht auf dem Lot [, so existiert nach dem Satz 3.1.1.4 genau eine Ebe-
ne 7, in der das Lot [ und der Punkt X, gemeinsam liegen. Zusammen mit der Definition
der Orthogonalitét zwischen Ebenen erhalten wir (siche hierzu Definition 3.1.2.10), dass
die Ebene n eine durch die Punkte X; und X5 gehende, zur Ebene ¢ orthogonale Ebene
ist. Nach dem Satz 4.3.1.2 ist die Geradenspiegelung an der Schnittgeraden der Ebenen e
und 7 innerhalb der nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene 7 gleich
der Restriktion der Ebenenspiegelung ¢ auf die Ebene 7, womit die Gleichheit der Abstan-
de d(X;,X3) und d(€(X;),€(X5)) gilt. Liegt der Punkt X, auf dem Lot [, so liegen die
Punkte X; und X, bereits aufgrund der definitorischen Festlegung einer Geraden innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes gemeinsam in einer zur Ebene € orthogonalen

Ebene. Schliefslich erhalten wir stets, dass die Ebenenspiegelung € abstandstreu ist. 0
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Korollar 4.3.1.4. Jede Ebenenspiegelung ¢: P — P ist eine Involution , d.h. € o € = idp.

Beweis: (Eigener Beweis)

Es sei ein Punkt X des metrisch-normalen euklidischen Raumes gegeben. Basierend auf
der definitorischen Festlegung der Ebenenspiegelungen liefert der Beweis der Surjektivitat in
dem soeben nachgewiesenen Satz 4.3.1.3, dass unter der Ebenenspiegelung € der Punkt X als
Urbildpunkt eindeutig als der Bildpunkt seines Bildpunktes bestimmt ist. Hiermit erhalten
wir umgehend die Gleichung € (€(X)) = X. O

Satz-Masterarbeit 5.1.2.2 (a) bzw. (f). (vgl. Lauer 2018, S. 56-59) Fiir die Geradenspiegelung

an einer Geraden ¢ in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene € ist...

a) ...die Menge aller Fixpunkte gleich der Punktemenge der Geraden g.

b) ...die Menge aller Fixgeraden gleich der Menge aller Geraden, die zur Geraden g

identisch oder innerhalb der Ebene € zur Geraden ¢ orthogonal sind.

Satz 4.3.1.5. Fiir jede Ebenenspiegelung an einer Ebene € innerhalb des metrisch-normalen

euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) ist...
a) ...die Menge aller Fixpunkte gleich der Punktemenge der Ebene e.

b) ...die Menge aller Fixgeraden gleich der Menge aller Geraden, die in der Ebene ¢

liegen oder zur Ebene € orthogonal sind.

¢) ...die Menge aller Fixebenen gleich der Menge aller Ebenen, die zur Ebene € identisch

oder orthogonal sind.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz a: vgl. Lauer 2018, S. 56 {.)

a) Jeder in der Ebene € liegende Punkt X ist zugleich dessen eindeutig bestimmter Lot-
fukpunkt auf der Ebene ¢ (siche Kapitel 4.2.2 zur eindeutigen Existenz des Lotfufipunktes).
Damit bildet die Punktspiegelung an diesem Lotfufspunkt den Punkt X nach dem Korol-
lar 4.1.1.6 wiederum auf sich selbst ab, womit der Punkt X ebenfalls ein Fixpunkt der
Ebenenspiegelung € ist.

Es bleibt zu zeigen, dass jeder Fixpunkt X’ der Ebenenspiegelung é ein Punkt der Ebe-

ne e darstellt. Das Bild des Punktes X’ ist unter der Ebenenspiegelung € per definitionem
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das gleiche wie unter der Punktspiegelung an dem Lotfufspunkt F fe/ des Punktes X' auf
der Ebene e. Der Punkt X ist also ebenfalls ein Fixpunkt der Punktspiegelung F f&'. Diese
Punktspiegelung wiederum besitzt nach dem Korollar 4.1.1.6 den Lotfulpunkt F’ fe' als ein-
zigen Fixpunkt, sodass der Punkt X’ zu dessen Lotfulpunkt auf der Ebene ¢ identisch und

somit ein Punkt der Ebene € ist. O

b) Jede Ebenenspiegelung ist eine Kongruenzabbildung, sodass mit dem Satz 3.4.4 die Ebe-
nenspiegelung € grundsétzlich jede Gerade wiederum auf eine Gerade abbildet. Dabei liefert
die soeben nachgewiesene Aussage a) umgehend, dass jede in der Ebene ¢ liegende Gerade
eine Fixgerade der Ebenenspiegelung € darstellt. Ist eine Gerade zur Ebene € orthogonal, so
schneiden sich die Gerade und die Ebene € aufgrund ihrer Orthogonalitdt in genau einem
Punkt (siehe hierzu Kapitel 3.1.2). Dabei ist das Bild der Geraden unter der Ebenenspie-
gelung € per definitionem das gleiche wie unter der Punktspiegelung an dem Schnittpunkt
der Geraden und Ebene, womit die Gerade nach dem Korollar 4.1.1.8 eine Fixgerade der
Ebenenspiegelung € darstellt.

Es bleibt zu zeigen, dass jede Fixgerade der Ebenenspiegelung € in der Ebene € liegt oder zur
Ebene € orthogonal ist. Es sei g eine Fixgerade der Ebenenspiegelung €. Entsprechend der
definitorischen Festlegung der Ebenenspiegelung gilt, dass das Bild eines auf der Geraden g
liegenden Punktes X unter der Punktspiegelung an dessen Lotfufpunkt F;¥ auf der Ebene €
wiederum auf der Geraden g liegt. Damit liefert die definitorische Festlegung einer Punkt-
spiegelung (sieche Definition 4.1.1.3), dass der jeweilige Lotfufspunkt selbst auf der Geraden g
liegt. Folglich sind die Gerade g und die Ebene € nicht disjunkt. Vielmehr ist die Gerade g
entweder aufgrund des Satzes 4.2.2.5 eine zur Ebene e orthogonale Gerade oder aufgrund

des Satzes 2.2.2.1 eine Gerade innerhalb der Ebene e. O

c¢) Jede Ebenenspiegelung ist eine Kongruenzabbildung, sodass mit dem Satz 3.4.4 die Ebe-
nenspiegelung € grundsétzlich jede Ebene wiederum auf eine Ebene abbildet. Dabei liefert
die soeben nachgewiesene Aussage a) und der Satz 4.3.1.2, dass die Ebene € selbst bzw. jede
zur Ebene € orthogonale Gerade eine Fixebene der Ebenenspiegelung € darstellt.

Es bleibt zu zeigen, dass jede Fixebene 1 der Ebenenspiegelung € gleich der Ebene € oder eine
zur Ebene € orthogonale Ebene ist. Analog zu dem entsprechenden Nachweis im Rahmen
der soeben nachgewiesenen Aussage b) erhalten wir, dass die Ebene 7 entweder zur Ebene e

identisch oder entsprechend der Definition 3.1.2.10 zur Ebene € orthogonal ist. 0
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Mit dem soeben nachgewiesenen Satz 4.3.1.5 gilt fiir zwei zueinander nicht orthogonale, sich
in einer Geraden ¢ schneidende Ebenen ¢ und 7, dass unter der Ebenenspiegelung an der
Ebene e die Schnittgerade g eine Fixgerade, die Ebene 7 jedoch keine Fixebene darstellt.
Damit schneiden sich ebenfalls die Ebene 1 und ihre Bildebene unter der Ebenenspiege-
lung (in der Geraden g). Analoges ergibt sich fiir eine zur Ebene € nicht orthogonale, die
Ebene in einem Punkt schneidende Gerade. Im Gegensatz zu den Punktspiegelungen und
Translationen erhalten wir zusammenfassend (siehe hierzu Kapitel 4.1.1 bzw. 4.1.2), dass
eine Ebenenspiegelung des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) nicht jede
Ebene und Gerade derart abbildet, dass die Ebene und Bildebene bzw. Gerade und Bildge-
rade zueinander parallel sind.

Schneiden sich im Allgemeinen eine Ebene 1 und deren Bildebene unter der Ebenenspie-
gelung €, so liefert das Korollar 4.3.1.4 unter Beriicksichtigung, dass das Bild einer jeden
Schnittmenge unter der Ebenenspiegelung als bijektive Abbildung gleich dem Schnitt der
einzelnen Bildmengen ist, dass das Bild der Schnittgeraden unter der Ebenenspiegelung €
sowohl in der Ebene 7 als auch in der Bildebene €[] liegt. Folglich ist die Schnittgerade eine
Fixgerade der Ebenenspiegelung.

Aufgrund des Satzes 4.3.1.5 besitzt jede Fixgerade unter der Ebenenspiegelung € mit der
Ebene € mindestens einen Punkt gemeinsam, sodass wir mit dem Vorherigen erhalten, dass
das Bild einer zur Ebene € disjunkten Ebene 7 unter der Ebenenspiegelung € eine zur Ebene n
disjunkte (parallele) Ebene ist. Analog erhalten wir fiir eine zur Ebene € disjunkte Gerade g,
dass die Gerade und deren Bildgerade unter der Ebenenspiegelung € zueinander disjunkt
sind. Die Komplanaritéit beider Geraden, und damit ihre Parallelitéat, fithren wir auf den so-
eben nachgewiesenen Satz 4.3.1.5 zuriick. Jeder Punkt auf der Geraden g besitzt nach dem
Satz 4.2.2.5 genau ein Lot auf der Ebene €. Dabei ist das Lot zur Geraden g verschieden,
da die Gerade als eine zur Ebene e disjunkte Ebene, keine zur Ebene orthogonale Gerade
darstellt (siehe hierzu Kapitel 3.1.2). Zusammen mit dem Satz 3.1.1.5 erhalten wir, dass das
Lot und die Gerade g gemeinsam in einer eindeutig bestimmten Ebene liegen. Diese Ebene
stellt entsprechend der definitorischen Festlegung der Orthogonalitéit zwischen Ebenen eine
zur Ebene € orthogonale Ebene dar (siehe Definition 3.1.2.10). Damit ist die Ebene nach dem
Satz 4.3.1.5 eine Fixebene der Ebenenspiegelung €, sodass die Gerade g und deren Bildgerade

unter der Ebenenspiegelung € gemeinsam in einer Ebene liegen.
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Satz-Masterarbeit 5.1.2.2 (b) u. (c). (vgl. Laver 2018, S. 56 f.) Es seien zwei verschiedene Punk-
te A und B sowie eine Gerade g innerhalb einer metrisch-normalen euklidischen Ebene e ge-
geben. Der Punkt B ist genau dann zum Bild des Punktes A unter der Geradenspiegelung g,

identisch, wenn die Gerade g zur Geraden my g|e identisch ist.

Satz 4.3.1.6. Es seien zwei verschiedene Punkte A und B sowie eine Ebene e innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) gegeben. Der Punkt B ist genau
dann zum Bild des Punktes A unter der Ebenenspiegelung € identisch, wenn die Ebene € zur

Ebene my4 p identisch ist.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Lauer 2018, S. 56f.)
Wir differenzieren den Nachweis in die einzelnen Implikationen.

»=" Es gelte €(A) = B. Damit ist entsprechend der definitorischen Festlegung einer Ebe-
nenspiegelung das Bild des Punktes A unter Punktspiegelung an dem LotfuRpunkt F{ des
Punktes A auf der Ebene € zum Punkt B identisch. Aufgrund der Verschiedenheit der Punk-
te A und B folgt daraus mit dem Satz 4.1.1.9, dass der Lotfuipunkt F zum Schnittpunkt
der Verbindungsgeraden (A, B) und der Ebene my p identisch ist. Einerseits erhalten wir,
dass der Lotfuflpunkt sowohl in der Ebene € als auch in der Ebene my4 p liegt. Andererseits
erhalten wir, dass die Verbindungsgerade (A, B) zum Lot des Punktes A auf der Ebene €
identisch, also zur Ebene € orthogonal ist. Zugleich ist die Verbindungsgerade (A, B) entspre-
chend der definitorischen Festlegung der Orthogonalitit zwischen einer Geraden und Ebene
zur Ebene m 4 p orthogonal (siehe Definition 3.1.2.9), sodass die Ebenen my 5 und e nach
dem Satz 4.2.2.3 parallel sind. Daraus folgt zusammen mit der Lage des Lotfufipunktes F{

in den Ebenen € und my g, dass die beiden Ebenen zueinander identisch sind.

»<" Es gelte myp = €. Dann ist die Verbindungsgerade (A, B) entsprechend der defini-
torischen Festlegung der Orthogonalitdt zwischen einer Geraden und Ebene zur Ebene e
orthogonal (siche Definition 3.1.2.9), wobei der eindeutig bestimmte LotfuRpunkt F{ des
Punktes A auf der Ebene € gleich dem Schnittpunkt der Verbindungsgeraden (A, B) und
der Ebene my p ist (sieche Kapitel 4.2.2 zur eindeutigen Existenz des Lotfupunktes). Damit
liefert der Satz 4.1.1.9, dass die Punktspiegelung F 4 den Punkt A auf den Punkt B abbildet,
also dass das Bild des Punktes A unter der Ebenenspiegelung an der Ebene € zum Punkt B
identisch ist. O
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Dem Nachweis des Satzes 4.3.1.6 liegt die Aussage des Satzes 4.1.1.9 zugrunde, und zwar, dass
fiir zwei Punkte A und B genau eine Punktspiegelung derart existiert, dass der Punkt A auf
den Punkt B abgebildet wird. In dieser Hinsicht impliziert der Satz 4.3.1.6 ebenfalls die ein-
deutige Existenz einer Ebenenspiegelung, jedoch mit dem Unterschied, dass die Verschieden-
heit der Punkte A und B hier vorauszusetzen ist (vgl. Schroder 2014b, S. 60; Schroder 2014a,
S. 52). Im Falle der Gleichheit gilt die Eindeutigkeit aufgrund des Satzes 4.3.1.5 im Allge-
meinen nicht, da in diesem Fall jede Ebenenspiegelung an einer durch den Punkt A bzw. B

gehenden Ebene die beiden Punkte aufeinander abbildet.

4.3.2 Kongruenzabbildungen — Verkettung von Ebenenspiegelungen

In einer metrisch-normalen euklidischen Ebene ldsst sich jede ebene Kongruenzabbildung
als eine Verkettung von Geradenspiegelungen darlegen, wobei in keinem Fall mehr als drei
Geradenspiegelungen notwendig sind (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 70). Das raumgeometri-
sche Pendant zu den Geradenspiegelungen einer metrisch-normalen euklidischen Ebene be-
schreiben innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,€&,G,d=) die Ebenen-
spiegelungen (siehe Kapitel 4.3.1). Ziel des vorliegenden Kapitels ist der Nachweis, dass
sich innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) jede rdumliche Kon-
gruenzabbildung als eine Verkettung von Ebenenspiegelungen, von hochstens vier Ebenen-
spiegelungen auffassen lésst (siehe Satz 4.3.2.5). Elementar ist in diesem Zusammenhang
der Satz 4.3.2.3. Zugleich ist dieser bzw. dessen Korollar wesentlich zur Diskussion der
,Kongruenz geometrischer Figuren“ innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) in Kapitel 4.3.3. Die Vorgehensweise innerhalb des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes (P,€&,G,d=) orientiert sich im Rahmen des vorliegenden Kapitels im
Allgemeinen an Quaisser (1989, S. 83-86).

Zum Beweis des Satzes 4.3.2.3 weisen wir die Lemmata 4.3.2.1 und 4.3.2.2 nach. Im Hin-
blick auf die Aussage des Lemmas 4.3.2.2 sei berticksichtigt, dass nicht ausschliefslich Bezug
auf zwei verschiedene Halbebenen einer Ebene des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,&,G,d=) genommen wird, sondern auch zwei verschiedene Halbebenen zweier unter-
schiedlicher Ebenen inbegriffen sind. Gleichwohl zwingend ist die Voraussetzung der identi-

schen Randgeraden beider Halbebenen.



136 4 Raumliche Kontextualisierungen

Lemma 4.3.2.1. Es seien zwei verschiedene Halbgeraden mit einem gemeinsam Anfangs-
punkt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) gegeben.

Dann existiert genau eine Ebenenspiegelung, die die beiden Halbgeraden aufeinander abbil-
det; der gemeinsame Anfangspunkt beider Halbgeraden stellt dabei ein Fixpunkt der Ebe-

nenspiegelung dar.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Quaisser 1989, S. 83 u. 124)

Es seien [B, A) und [B, C) zwei verschiedene Halbgeraden mit dem gemeinsamen Anfangs-
punkt B durch den Punkt A bzw. C'. Mit dem Korollar 4.3.1.4 zeigen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit die eindeutige Existenz einer Ebenenspiegelung, die die Halbgerade [B, A)
auf die Halbgerade [B,C) abbildet. Die Existenz des Punktes B als Fixpunkt der Ebenen-
spiegelung ergibt sich dabei implizit:

FEzistenz: Nach dem Lemma 4.1.1.1 existiert auf der Halbgeraden [B, C') genau ein Punkt D,
dessen Abstand zum Punkt B gleich dem Abstand der Punkte A und B ist. Es sei € := m4 p;
wir betrachten im Weiteren die Ebenenspiegelung an der Ebene e. Nach dem Satz 4.3.1.5
stellt der Punkt B ein Fixpunkt der Ebenenspiegelung dar. Ferner bildet die Ebenenspiege-
lung € nach dem Satz 4.3.1.6 den Punkt A auf den Punkt D ab. Aufgrund des Korollars 3.2.1.3
erhalten wir zusammenfassend mit der nach dem Satz 3.4.7 geltenden Halbgeradentreue der
Ebenenspiegelung € als Kongruenzabbildung, dass das Bild der Halbgeraden [B, A) unter der
Ebenenspiegelung gleich der Halbgeraden [B, C') ist.

FEindeutigkeit: Jede Ebenenspiegelung ist als eine Kongruenzabbildung des metrisch-normalen
euklidischen Raumes entsprechend des Satzes 3.4.7 halbgeradentreu. Damit besitzt jede Ebe-
nenspiegelung 7, die die Halbgerade [B, A) auf die Halbgerade [B, C) abbildet, den Punkt B
als Fixpunkt. Ferner ist jede Ebenenspiegelung als eine Kongruenzabbildung abstandstreu.
Damit erhalten wir fiir die Ebenenspiegelung 7 weiter, dass sie den Punkt A ebenso wie die
Ebenenspiegelung € auf den Punkt D abbildet, auf den auf der Halbgeraden [B, C') eindeutig
bestimmte Punkt, dessen Abstand zum Punkt B gleich dem Abstand der Punkte A und B
ist. Hieraus folgt mit dem Satz 4.3.1.6, dass die Ebenenspiegelung 7 zur Ebenenspiegelung €
identisch ist. U
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Lemma 4.3.2.2. Es seien zwei verschiedene Halbebenen mit je einer identischen Randge-
raden innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) gegeben.

Dann existiert genau eine Ebenenspiegelung, die die Halbebenen aufeinander abbildet; die
gemeinsame Randgerade stellt dabei eine Fixgerade dar, deren Punkte wiederum Fixpunkte

der Ebenenspiegelung sind.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: vgl. Quaisser 1989, S. 83 u. 124)

Es seien $; und $s zwei verschiedene Halbebenen mit je einer gemeinsamen Randgerade g.
Wir zeigen mit dem Korollar 4.3.1.4 ohne Beschriankung der Allgemeinheit die eindeuti-
ge Existenz einer Ebenenspiegelung, die die Halbebene §; auf die Halbebene )5 abbildet.
Diesbeziiglich differenzieren wir, ob die Halbebenen $; und $); mit der gemeinsamen Rand-
geraden g Halbebenen einer gemeinsamen Ebene oder unterschiedlicher Ebenen sind. Die
Existenz der Geraden g als Fixgerade und derer Punkte als Fixpunkte der Ebenenspiegelung

ergibt sich dabei implizit:

1. Fall: Die Halbebenen $; und $, seien zwei verschiedene Halbebenen unterschiedlicher
Ebenen mit der gemeinsamen Randgeraden g; es sei ¢; die Ebene, die der Halbebene $);

zugrunde liegt, und €5 die Ebene, die der Halbebene £, zugrunde liegt.

Zur Ezistenz: Die Ebenen €; und €5 schneiden sich in der Geraden g. Fiir einen Punkt M
der Geraden g existiert sowohl in der Ebene ¢€; genau eine Gerade [; als auch in der Ebene €,
genau eine Gerade [l derart, dass die Geraden g und [; sowie die Geraden ¢ und [, zwei
durch den Punkt M gehende, zueinander orthogonale Geraden sind (siehe Kapitel 4.2.2 zur
eindeutigen Existenz). Dabei schneiden sich die Geraden [; und /5 in dem Punkt M, womit
sie nach dem Satz 3.1.1.5 gemeinsam in genau einer Ebene liegen.

Zusammen mit dem Satz 4.2.2.4 liefert der Satz 4.2.2.5, dass die Gerade g die einzige Gerade
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes ist, die durch den Punkt M geht und
zur Geraden [; und [, orthogonal ist. Weiter erhalten wir aufgrund des Korollars 3.2.1.12
mit dem Lemma 4.1.1.1, dass auf der Geraden [; ein Punkt A und auf der Geraden [, ein
Punkt B derart existiert, dass beide Punkte zum Punkt M den gleichen Abstand besit-
zen und beziiglich der Halbebenen $; und $), in unterschiedlichen Halbebenen liegen; der
Punkt A liegt in der Halbebene $); und der Punkt B in der Halbebene .

Es sei im Weiteren 1 := my4 p; wir betrachten die Ebenenspiegelung an der Ebene 7. Die

Ebenenspiegelung bildet nach dem Satz 4.3.1.5 den Punkt M auf sich selbst und nach dem
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Satz 4.3.1.6 den Punkt A auf den Punkt B ab. Damit bildet die Ebenenspiegelung 7 aufgrund
des Korollars 4.3.1.4 mit ihrer nach dem Satz 3.4.4 geltenden Geradentreue als Kongruenz-
abbildung die Geraden [y und [l aufeinander ab. Unter Beriicksichtigung, dass die Gerade g
die einzige durch den Punkt M gehende, zur Geraden [; und /5 orthogonale Gerade innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes ist, erhalten wir mit der nach dem Korollar 3.4.5
geltenden Orthogonalitatstreue der Ebenenspiegelung 7 als Kongruenzabbildung weiter, dass
die Gerade g eine Fixgerade der Ebenenspiegelung ist. Zusammenfassend liefert die nach dem
Satz 3.4.7 geltende Halbebenentreue der Ebenenspiegelung 7 als Kongruenzabbildung, dass
das Bild der Halbebene $; unter der Ebenenspiegelung gleich der Halbebene $)5 ist.

Zur Findeutigkeit: Jede Ebenenspiegelung ist als Kongruenzabbildung entsprechend dem
Satz 3.4.7 halbebenentreu. Demnach besitzt jede Ebenenspiegelung &, die die Halbebene $;
auf die Halbebene $5 abbildet, die gemeinsame Randgerade g als Fixgerade. Damit liefert der
Satz 4.3.1.5 aufgrund der Verschiedenheit der Ebenen €; und €,, unter Beriicksichtigung der
definitorischen Festlegung der Orthogonalitéit zwischen Ebenen (siehe Definition 3.1.2.10),
dass die Gerade g in der Ebene o liegt; folglich ist jeder Punkt der Geraden g sogar ein
Fixpunkt der Ebenenspiegelung ¢. Damit besitzt die Ebenenspiegelung ¢ ebenso wie die
Ebenenspiegelung 77 den Punkt M der Geraden g als Fixpunkt.

Mit den Punkten A und B existieren in der Halbebene $); bzw. £),, auf der innerhalb der
Ebene €; bzw. €5 eindeutig bestimmten durch den Punkt M orthogonalen Geraden [y bzw. l5
zwei Punkten mit dem gleichen Abstand zum Punkt M. Schliefslich erhalten wir mit der Ab-
standstreue und der nach dem Korollar 3.4.5 geltenden Orthogonalitétstreue der Ebenenspie-
gelung ¢ als Kongruenzabbildung, dass sie den Punkt A ebenso wie die Ebenenspiegelung 7
auf den Punkt B abbildet. Hieraus folgt mit dem Satz 4.3.1.6, dass die Ebenenspiegelungen &

und 7} zueinander identisch sind.

2. Fall: Die Halbebenen $; und $)5 seien zwei verschiedene Halbebenen einer gemeinsamen

Ebene € mit der Randgeraden g.

Zur Existenz: Nach dem Satz 2.2.2.6 ist die Ebene € eine metrisch-normale euklidische Ebe-
ne des Raumes. Damit ist die Gerade ¢ innerhalb der Ebene e zur Geraden my gl fiir

zwei verschiedene Punkte A und B der Ebene ¢, also zum Schnitt der Ebenen my4 p und e
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identisch (siehe Bemerkung 2.2.2.9). Aufgrund des Satzes 2.2.2.2 folgt dabei aus dem Korol-
lar 3.2.1.12 mit dem Lemma 4.1.1.1, dass die Punkte A und B in verschiedenen Halbebenen
liegen; ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei der Punkt A ein Punkt der Halbebene $);
und der Punkt B ein Punkt der Halbebene $),.

Es sei im Weiteren 1 := my p; wir betrachten die Ebenenspiegelung an der Ebene 7. Die
Ebenenspiegelung bildet nach dem Satz 4.3.1.5 die Gerade g auf sich selbst und nach dem
Satz 4.3.1.6 den Punkt A auf den Punkt B ab. Zusammenfassend erhalten wir mit der nach
dem Satz 3.4.7 geltenden Halbebenentreue der Ebenenspiegelung 7 als Kongruenzabbildung,
dass das Bild der Halbebene $; unter der Ebenenspiegelung gleich der Halbebene £, ist.

Zur Findeutigkeit: Jede Ebenenspiegelung ist als Kongruenzabbildung entsprechend dem
Satz 3.4.7 halbebenentreu. Damit besitzt jede Ebenenspiegelung o, die die Halbebene $3;
auf die Halbebene $); abbildet, die gemeinsame Randgerade g als Fixgerade. Nach dem
Satz 4.3.1.5 ist die Gerade entweder zur Ebene o orthogonal oder eine in der Ebene o lie-
gende Gerade. Gilt der letztgenannte Fall erhalten wir mit der per definitionem geltenden
Orthogonalitét der Geraden g und my gl das zu Zeigende analog zum Eindeutigkeitsbeweis
des ersten Falls. Wir schlieffen im Weiteren den Fall, dass die Gerade g zur Ebene o ortho-
gonal ist, mittels eines Widerspruchsbeweises aus:

Es sei also angenommen, dass die Gerade g zur Ebene o orthogonal ist. Entsprechend der
definitorischen Festlegung der Orthogonalitdt zwischen Ebenen sind damit auch die Ebenen €
und o zueinander orthogonal. Aufgrund ihrer Orthogonalitdt schneiden sich beide Ebenen
in einer Geraden (siche Kapitel 3.1.2). Nach dem Satz 4.3.1.5 ist diese Schnittgerade eine
Fixgerade unter der Ebenenspiegelung & derart, dass deren Punkte wiederum Fixpunkte
sind. Ferner ist die Schnittgerade entsprechend der definitorischen Festlegung der Orthogo-
nalitét zwischen einer Geraden und/oder Ebene zur Geraden g orthogonal. Aufgrund ihrer
Orthogonalitét schneiden sich beide Geraden (siehe Kapitel 3.1.2). Mit dem Korollar 3.2.1.12
erhalten wir zusammenfassend, dass die Ebenenspiegelung ¢ keine Ebenenspiegelung ist, die

die Halbebene $); auf die Halbebene ), abbildet. Dies stellt einen Widerspruch dar. O
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Wir zeigen nun mit der Aussage a) des Satzes 4.3.2.3, dass fiir je vier nicht komplanare
Punkte A, B, C und D sowie A’, B’, C'" und D’ innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, €&,G,d=) stets eine Verkettung von hochstens vier Ebenenspiegelungen derart

existiert, dass ...
i) das Bild des Punktes A zum Punkt A’
ii) das Bild der Halbgeraden [A, B) zur Halbgeraden [A’, B') sowie
iii) das Bild der Halbebene ${(AB¢) zur Halbebene $(A'By,) und

iv) das Bild des Halbraumes (ABCp) zum Halbraum $(A’'B’'CY),) identisch ist.

Jede Ebenenspiegelung ist nach dem Satz 4.3.1.3 eine rdumliche Kongruenzabbildung des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=), sodass aufgrund des Satzes 3.4.3 jede
Verkettung von Ebenenspiegelungen wiederum eine rdumliche Kongruenzabbildung darstellt.
Allgemein zeigen wir mit dem Teil b) des Satzes 4.3.2.3, dass innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, £, G, d=) hochstens eine rdumliche Kongruenzabbildung existieren
kann, die die zuvor aufgefiihrten Eigenschaften i)-iv) erfiillt. Schlieklich zeigen wir auf der
Grundlage des Satzes 4.3.2.3 mit dem Satz 4.3.2.5, dass sich innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) jede raumliche Kongruenzabbildung als eine Verkettung
von hochstens vier Ebenenspiegelungen auffassen ldsst. Sprechen wir im Rahmen der Séat-
ze 4.3.2.3 und 4.3.2.5 von den Eigenschaften 1)/ii)/iii)/iv), so wird stets Bezug auf die zuvor

aufgefiihrten Eigenschaften genommen.

Satz 4.3.2.3. Es seien vier nicht komplanare Punkte A, B, C und D sowie vier nicht
komplanare Punkte A’, B’, ¢’ und D’ innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-

es (P,&,G,d=) gegeben. Dann gilt:

a) Es existiert eine Verkettung von hochstens vier Ebenenspiegelungen derart, dass die

Eigenschaften i)-iv) (siehe zuvor) gelten.

b) Erfiillen zwei Kongruenzabbildungen ®; und ®, die Eigenschaften i)-iv) (siche zuvor),

so sind die Kongruenzabbildungen identisch, d.h. ®;(X) = ®5(X) fiir jedes X € P.
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Beweis: (a: Quaisser 1989, S. 85f.; b: Quaisser 1989, S. 84)

a) Wir entwickeln das zu Zeigende sukzessiv entlang der Eigenschaften i)-iv). Hierzu halten
wir fest, dass jede Verkettung von beliebig vielen Ebenenspiegelungen mit derer Eigenschaft
als Kongruenzabbildung aufgrund des Satzes 3.4.3 wiederum eine Kongruenzabbildung dar-

stellt und somit die Eigenschaften in den Sétzen 3.4.4 und 3.4.7 erfiillt:

Sind die Punkte A und A’ verschieden, so liefert der Satz 4.3.1.6 die (eindeutige) Existenz
einer Ebenenspiegelung, die den Punkt A auf den Punkt A’ abbildet. Anderenfalls beriicksich-
tigen wir, dass aufgrund der Nicht-Komplanaritiat der Punkte A, B, C und D bzw. A, B, C’
und D’ nach dem Satz 3.1.1.1 je genau eine Ebene existiert, die durch je genau drei der vier
Punkte geht (siche Bemerkung 3.1.1.3). Zusammen mit dem Satz 4.3.1.5 erhalten wir letzt-
lich, dass stets eine Ebenenspiegelung €; existiert, die die Eigenschaft i) erfiillt.

Folglich ist das Bild der Halbgeraden [A, B) unter der Ebenenspiegelung €; eine Halbgerade
mit demselben Anfangspunkt wie die Halbgerade [A’, B’). Liegt der Punkt €;(B) nicht auf
der Halbgeraden [A’, B'), so liefert das Lemma 4.3.2.1 die (eindeutige) Existenz einer Ebe-
nenspiegelung €, sodass die Verkettung (€; o €;) die Eigenschaften i)-ii) erfiillt. Anderenfalls
erfiillt die Ebenenspiegelung ¢; selbst die Eigenschaften. In jedem Fall existiert eine Verket-
tung 1<, von hochstens zwei Ebenenspiegelungen, die die Eigenschaften i)-ii) erfiillt.

Die Abbildung <5 bildet damit zugleich jede Halbebene mit der Randgeraden (A, B) auf
eine Halbebene mit der Randgeraden (A, B') ab. Diesbeziiglich ist es durchaus moglich, dass
die Abbildung 1< bereits die Halbebene mit dem Punkt C' als Element auf die Halbebene mit
dem Punkt C” als Element abbildet. Anderenfalls liefert das Lemma 4.3.2.2 die (eindeutige)
Existenz einer Ebenenspiegelung €3, sodass die Verkettung (€3 01<) die Eigenschaften i)-iii)
erfiillt. Folglich existiert eine Verkettung <3 von hochstens drei Ebenenspiegelungen, die
die Eigenschaften i)-iii) erfiillt.

Dabei bildet die Abbildung 1<3 die beiden Halbrdume mit der Randebene (A, B, C) je auf
einen unterschiedlichen Halbraum mit der Randebene (A’, B’, C’) ab. Diesbeziiglich ist es
durchaus moglich, dass die Abbildung den Halbraum mit dem Punkt D als Element auf
den Halbraum mit dem Punkt D’ als Element abbildet. Anderenfalls betrachten wir die
Spiegelung an der Ebene (A’ B',C") := €4. Hier liefert die definitorische Festlegung einer
Ebenenspiegelung zusammen mit dem Satz 4.3.1.5, dass die Verkettung (€; 0 ¢)<3) die Eigen-
schaften i)-iv) erfiillt. Schlieflich existiert eine Verkettung von hochstens vier Ebenenspiege-

lungen, die die Eigenschaften i)-iv) erfiillt. O
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b) Allgemein gilt aufgrund des Satzes 3.4.3, dass jede Kongruenzabbildung wiederum eine
Kongruenzabbildung als Umkehrabbildung besitzt und dass die Verkettung beliebig vie-
ler Kongruenzabbildungen wiederum eine Kongruenzabbildung ist. Damit betrachten wir
die Verkettung der Kongruenzabbildung ®, mit der Umkehrabbildung ®;* der Kongruenz-
abbildung ®; und zeigen, dass diese Verkettung als Kongruenzabbildung jeden Punkt des

metrisch-normalen euklidischen Raumes auf sich selbst abbildet; es sei ¥ := (<I>1_1 o <I)2).

Schritt I: Mit dem ersten Beweisschritt zeigen wir, dass jeder Punkt der Verbindungsebe-
ne (A, B,C) ein Fixpunkt der Kongruenzabbildung ¥ ist. Nach Voraussetzung erfiillen die
Kongruenzabbildungen ®; und ®, die Eigenschaften i)-iv). Zum einen folgt daraus, dass die
Kongruenzabbildung ¥ die Halbgerade [A, B) und deren komplementére Halbgerade je auf
sich selbst abbildet, wobei eben der Punkt A ein Fixpunkt ist. Damit liefert die Abstand-
streue der Kongruenzabbildung ¥ zusammen mit dem Lemma 4.1.1.1, dass jeder Punkt der
Verbindungsgerade (A, B) ein Fixpunkt der Kongruenzabbildung ¥ ist. Zum anderen ergibt
sich, dass die Kongruenzabbildung ¥ die beiden Halbebenen der Verbindungsebene (A, B, C')
mit der Randgeraden (A, B) jeweils auf sich selbst abbildet. Damit zeigen wir letztlich, dass
jeder Punkt, der in der Verbindungsebene (A, B, C), aber nicht auf der Verbindungsgera-
den (A, B) liegt, ebenfalls ein Fixpunkt der Kongruenzabbildung W ist:

Fiir einen solchen Punkt X betrachten wir innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes die in der Ebene (A, B, C) liegende, durch den Punkt X gehende zur Verbindungs-
gerade der Punkte A und B eindeutig bestimmte orthogonale Gerade (siehe Kapitel 4.2.2
zur eindeutigen Existenz). Aufgrund ihrer Orthogonalitédt schneidet diese Gerade die Ver-
bindungsgerade in genau einem Punkt X’ (siehe hierzu Kapitel 3.1.2), sodass die Halbgera-
de (X', X) und deren komplementére Halbgerade aufgrund des Korollars 3.2.1.12 innerhalb
der Ebene (A, B, C) in verschiedenen Halbebenen mit der Randgeraden (A, B) liegen. Fir die
Kongruenzabbildung W gilt dabei, dass sie jede der beiden Halbebenen wiederum auf sich
selbst abbildet, wobei jeder Punkt der Randgeraden ein Fixpunkt ist. Zusammenfassend
erhalten wir mit der nach dem Korollar 3.4.5 geltenden Orthogonalitiatstreue der Kongru-
enzabbildung ¥, unter Beriicksichtigung der Eindeutigkeit einer Lotgeraden innerhalb einer
Ebene des Raumes, dass die Kongruenzabbildung die Halbgerade [X’, X) ebenfalls auf sich
selbst abbildet. Damit liefert die Abstandstreue der Kongruenzabbildung ¥ mit dem Lem-
ma 4.1.1.1 schlieklich, dass der Punkt X ein Fixpunkt ist.
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Schritt II: Abschliefsend zeigen wir mit dem zweiten Beweisschritt, dass jeder Punkt des
metrisch-normalen euklidischen Raumes, der nicht in der Verbindungsebene (A, B, C) liegt,
ebenfalls ein Fixpunkt der Kongruenzabbildung W ist.

Fiir einen solchen Punkt X betrachten wir die nach dem Satz 4.2.2.5 eindeutig bestimmte
zur Verbindungsebene (A, B, C') orthogonale Gerade. Jeder Punkt der Verbindungsebene ist
nach dem ersten Beweisschritt unter der Kongruenzabbildung ¥ ein Fixpunkt. Ferner erfiil-
len die Kongruenzabbildungen ®; und ®, nach Voraussetzung die Eigenschaft iv), sodass
die Kongruenzabbildung ¥ die beiden Halbraume der Randebene (A, B, C') jeweils auf sich
selbst abbildet. Schliefslich erhalten wir analog zum ersten Beweisschritt, dass der Punkt X
ein Fixpunkt der Kongruenzabbildung W ist. 0

Korollar 4.3.2.4. Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) seien
je vier nicht komplanare Punkte A, B, C und D sowie A’, B’, C' und D’ gegeben.
Dann gibt es genau eine rdumliche Kongruenzabbildung derart, dass die Eigenschaften i)-iv)

in Satz 4.3.2.3 gelten, und zwar eine Verkettung von hochstens vier Ebenenspiegelungen.

Beweis: (Eigener Beweis)

Nach dem Satz 4.3.1.3 ist jede Ebenenspiegelung eine rdumliche Kongruenzabbildung des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=), sodass aufgrund des Satzes 3.4.3 jede
Verkettung von Ebenenspiegelungen wiederum eine raumliche Kongruenzabbildung darstellt.

Hiermit folgt das zu Zeigende umgehend aus dem soeben nachgewiesenen Satz 4.3.2.3. U

Satz 4.3.2.5. Jede raumliche Kongruenzabbildung des metrisch-normalen euklidischen Raum-

es (P,&,G,d=) entspricht einer Verkettung von héchstens vier Ebenenspiegelungen.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: Quaisser 1989, S. 86)

Es sei eine raumliche Kongruenzabbildung ® gegeben. Nach dem Satz 3.1.1.2 existieren
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (mindestens) vier nicht komplanare
Punkte A, B, C' und D. Aufgrund der Nicht-Komplanaritdt der Punkte existiert nach dem
Satz 3.1.1.1 je genau eine Ebene, die durch je genau drei der vier Punkte geht (sieche Bemer-
kung 3.1.1.3). Wir betrachten die Verbindungsebene (A, B, C). Weiter betrachten wir auf
der Verbindungsgerade der Punkte A und B die Halbgerade [A, B). Mit den Sétzen 3.4.4
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und 3.4.7 erhalten wir, dass beziiglich der Punkte A, B, C' und D sowie derer jeweiligen Bild-
punkte ®(A), ®(B), ¢(C) und ®(D) unter der Kongruenzabbildung & die Voraussetzung
samt der Eigenschaften i)-iv) in Satz 4.3.2.3 erfiillt sind. Damit folgt aus dem Korollar 4.3.2.4
des Satzes, dass die Kongruenzabbildung ® gleich einer Verkettung von hochstens vier Ebe-

nenspiegelungen ist. O

Basierend auf dem Satz 4.3.2.5 liefse sich weiter die Gruppe der rdaumlichen Kongruenzabbil-
dungen innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) in die Menge aller
Kongruenzabbildungen bestehend aus der Verkettung von zwei, drei bzw. vier Ebenenspie-
gelungen klassifizieren und untersuchen; damit einher ginge die Darlegung weiterer spezieller
rdumlicher Kongruenzabbildungen. Der Leser sei an dieser Stelle auf die Arbeit von Quais-
ser (1989, S. 79-118) verwiesen. Auf eine entsprechende Diskussion wird in der vorliegenden
Arbeit verzichtet. Eine explizite (gruppentheoretische) Untersuchung der Kongruenzabbil-
dungen steht nicht im Fokus. Vielmehr ist die Untersuchung der Kongruenzabbildungen in
der vorliegenden Arbeit eingerahmt in eine allgemeine Untersuchung der Kongruenz, unter
dem hier iibergeordneten Leitgedanken der ,Rdumlichen Kontextualisierung (siehe eingangs
von Kapitel 4). Wir schliefien im Weiteren mit einer Diskussion um die ,Kongruenz geome-

trischer Figuren® an.

4.3.3 Kongruenz geometrischer Figuren

Ziel des vorliegenden Kapitels ist es, die Moglichkeit zu erdffnen, die Kongruenz geome-
trischer Figuren innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) auf die
Kongruenz zwischen geometrischen Figuren in einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen
euklidischen Ebene des Raumes zuriickzufiihren. Innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes (P, &, G, d=) betrifft dies die Kongruenz zwischen geometrischen Figuren, die
in verschiedenen Ebenen des Raumes liegen. Die zugrunde liegende Herangehensweise ent-
wickelte sich im Dialog mit meinem Doktorvater, Herrn Professor Dr. Frank, aus der Frage

heraus, wie sich die Kongruenzséatze fiir Dreiecke innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
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schen Raumes (P, €&, G, d=) nachweisen lassen. Am Beispiel des ,Kongruenzsatzes SSS* sei
die Vorgehensweise zundchst ndher erlautert:

Mit der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen euklidi-
schen Ebene gilt der Kongruenzsatz innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) nach dem Satz 2.2.2.6 in jeder Ebene des Raumes (vgl. Lauer 2018, S. 74).
Demnach sind zwei gemeinsam in einer Ebene liegende Dreiecke zueinander kongruent, wenn
die Lénge jeder Seite des einen Dreiecks zu je einer Seitenldnge des iibrigen Dreiecks identisch
ist (vgl. Benolken et al. 2018, S. 180).

Es seien nun zwei verschiedene Ebenen € und 7 innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, &, G,d=) gegeben; weiter sei in der Ebene € ein Dreieck (A, B, C) sowie in der
Ebene 7 ein Dreieck (A, B’,C") derart gegeben, dass die Voraussetzungen des Kongruenz-
satzes SSS erfiillt sind. Aufgrund des Satzes 3.1.1.1 sind die Ebenen ¢ und 7 jeweils durch
die Eckpunkte der Dreiecke eindeutig bestimmt. Ferner erhalten wir mit der Verschieden-
heit der beiden Ebenen die Existenz zweier Punkte D und D', sodass die Punkte A, B, C'
und D sowie A, B/, C' und D’ jeweils nicht komplanar sind. Damit existiert aufgrund des
Korollars 4.3.2.4 mit den Satzen 3.4.4 und 3.4.7 eine raumliche Kongruenzabbildung, so-
dass das Bild des Dreiecks (A, B, C') unter der Kongruenzabbildung ein Dreieck (A*, B*, C*)
innerhalb der Ebene n darstellt. Folglich sind diese beiden Dreiecke innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes zueinander kongruent. Zum anderen liefert die Abstandstreue
der rdumlichen Kongruenzabbildung, dass fiir die Dreiecke (A*, B*, C*) und (A’, B',C") wie
nach Voraussetzung fiir die Dreiecke (A, B, C') und (A4’, B', C") die Voraussetzungen des Kon-
gruenzsatzes SSS gelten. Mit der Giiltigkeit des Kongruenzsatzes SSS in der Ebene 7 als eine
nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normale euklidische Ebene des Raumes erhalten wir damit,
dass die beiden Dreiecke (A*, B*,C*) und (A’, B, C") in dieser Ebene des Raumes zueinander
kongruent sind.

Um letztlich, basierend auf der Eigenschaft der Kongruenzrelation als Aquivalenzrelati-
on (siehe hierzu Kapitel 3.4), auf die Kongruenz der Dreiecke (A, B,C) und (A’, B, C")
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G,d=) schliefen zu koénnen,
benétigen wir eine Aquivalenzaussage zwischen der ,raumlichen” und ,ebenen* Kongru-
enz. Konkret: Zwei gemeinsam in einer Ebene des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,E,G,d=) liegende geometrische Figuren werden unter einer raumlichen Kongruenzab-
bildung genau dann aufeinander abgebildet, wenn sie unter einer ebenen Kongruenzabbildung

aufeinander abgebildet werden. Diese Aussage legen wir im Weiteren mit dem Satz 4.3.3.3
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innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) dar. Grundlegend zeigen
wir hierzu zunéchst den Satz 4.3.3.2 innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=). Fiir sich genommen ist mit diesem Satz bereits ein rdumliches Analogon
zum Kongruenzsatz SSS explizit innerhalb des Raumes bewiesen. Zum Beweis sei zuvor die

Bemerkung 4.3.3.1 getroffen.

Bemerkung 4.3.3.1. Es sei eine nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normale euklidische Ebe-
ne € innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) gegeben. Mit der in
meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene
gilt der sogenannte Fixpunktsatz (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 591.). Dieser besagt, dass je-
de abstandstreue Selbstabbildung der Ebene ¢ mit zwei verschiedenen Fixpunkten entweder
gleich der identischen Abbildung oder gleich der Geradenspiegelung an der Verbindungsge-
raden der Fixpunkte ist. Ferner gilt wie eingangs aufgegriffen der sogenannte Kongruenz-
satz SSS in der Ebene € als metrisch-normale euklidische Ebene. Anzumerken ist an dieser
Stelle, dass die Kongruenz der Dreiecke respektive ihr entsprechender Nachweis stets die
Existenz je einer Kongruenzabbildung impliziert, die die Eckpunkte der Dreiecke so abbil-
det, dass je zwei gleich lange Seiten der Dreiecke aufeinander abgebildet werden (vgl. hierzu
Lauer 2018, S. 74). Innerhalb der nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebe-
ne € betrachten wir nun drei nicht kollineare Punkte A, B und C"

Basierend auf dem Kongruenzsatz SSS erhalten wir zusammen mit dem Fixpunktsatz, dass
neben dem Bildpunkt des Punktes C' unter der Geradenspiegelung an der Verbindungsgerade
der Punkte A und B kein weiterer nicht auf der Verbindungsgerade der Punkte A und B
liegender, zum Punkt C' verschiedener Punkt existiert, der zu den Punkten A und B je den
gleichen Abstand wie der Punkt C' besitzt. Dabei liefert die definitorische Festlegung der Ge-
radenspiegelung in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene (siehe hierzu Kapitel 4.3.1),
dass der Punkt ' und dessen Bildpunkt in verschiedenen Halbebenen der Verbindungsgera-

de (A, B) liegen.
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Satz 4.3.3.2. (vgl. Filler 1993, S. 138) Es seien innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes (P, £,G,d=) je drei nicht kollineare Punkte A, B und C sowie A’, B’ und C’
derart gegeben, dass die Mengen {A, B} und {A’, B'}, {B,C} und {B’,C"} sowie {A,C'}
und {A’, C"} beziiglich der Abstandsgleichheit =, in Relation stehen.

Dann existieren genau zwei verschiedene raumliche Kongruenzabbildungen, die den Punkt A
auf den Punkt A’, den Punkt B auf den Punkt B’ sowie den Punkt C' auf den Punkt C’
abbilden. Dabei bilden beide Kongruenzabbildungen die Halbraume der Verbindungsebe-
ne (A, B,C) je auf einen verschiedenen Halbraum der Verbindungsebene (A’, B', C') ab.

Beweis: (Eigener Beweis)

Nach dem Satz 3.1.1.1 liegen die Punkte A, B und C' aufgrund ihrer Nicht-Kollinearitét
ebenso wie die Punkte A’, B’ und C” gemeinsam in genau einer Ebene, jeweils in ihrer Verbin-
dungsebene. Sind die beiden Ebenen zueinander verschieden, so existiert in den Ebenen je ein
Punkt, sodass der jeweilige Punkt nicht in der Verbindungsebene (A, B, C) bzw. (A’, B, C")
liegt. Anderenfalls liefert der Satz 3.1.1.2 die Existenz zweier solcher Punkte. Zusammenfas-
send existieren also stets zwei Punkte D und D’ innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes, sodass die Punkte A, B, C' und D sowie die Punkte A’, B’, C' und D’ jeweils nicht
komplanar sind.

Hiermit weisen wir auf der Grundlage des Korollars 4.3.2.4 das zu Zeigende nach. Das Ko-

rollar liefert die Existenz genau einer rdumlichen Kongruenzabbildung ®; derart, dass...
i) das Bild des Punktes A zum Punkt A’,
ii) das Bild der Halbgeraden [A, B) zur Halbgeraden [A’, B') sowie
iii) das Bild der Halbebene $)(AB¢) zur Halbebene $(A'Bf,) und

iv) das Bild des Halbraumes (ABCp) zum Halbraum $){(A’B’C,,) identisch ist.

Weiter betrachten wir damit die Verkettung ((A’,/ET C") o 1) der Kongruenzabbildung &,
mit der Ebenenspiegelung an der Verbindungsebene der Punkte A’, B’ und C’. Aufgrund
des Satzes 3.4.3 stellt diese Verkettung eine weitere rdaumliche Kongruenzabbildung dar. Es
sei @y = ((A’,/B?TC@ o 7). Die Kongruenzabbildung ®, erfiillt aufgrund des Satzes 4.3.1.5

ebenso wie die Kongruenzabbildung ®; die Eigenschaften i)-iii), unterscheidet sich jedoch

in der Eigenschaft iv) von der Kongruenzabbildung ®;. Zusammen mit der definitorischen
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Festlegung einer Ebenenspiegelung gilt (siehe hierzu Definition 4.3.1.1), dass unter der Kon-
gruenzabbildung ®, das Bild...

iv’) ...des Halbraumes $(ABCp) zu dem Halbraum $(A’B’'C’;,) identisch ist.

Nach dem Korollar 4.3.2.4 ist letztlich die Kongruenzabbildung ®; durch die Eigenschaf-
ten i), ii), iii) und iv’) wie die Kongruenzabbildung ®; durch die Eigenschaften i), ii), iii)
und iv) eindeutig bestimmt. Schlieklich bleibt zu zeigen, dass die Kongruenzabbildungen &4
und &, jeweils den Punkt A auf den Punkt A’ den Punkt B auf den Punkt B’ sowie den
Punkt C' auf den Punkt C” abbilden:

Beide Kongruenzabbildungen erfiillen die Eigenschaft i), womit sie eben den Punkt A auf
den Punkt A’ abbilden.

Die Eigenschaft ii) der Kongruenzabbildungen ®; und ®, liefert, dass der Bildpunkt des
Punktes B unter der Kongruenzabbildung ®; und ®, auf der Halbgeraden [A’, B) liegt. Den
Punkt A bilden beide Kongruenzabbildungen nach dem Vorherigen auf den Punkt A’ ab;
und nach Voraussetzung sind Absténde d(A, B) und d(A’, B') zueinander identisch. Hieraus
folgt aus der Abstandstreue der beiden Kongruenzabbildungen, dass die Bildpunkte ®;(B)
und ®(B) den gleichen Abstand zum Punkt A’ wie der Punkt B’ besitzen. Zusammen mit
dem Lemma 4.1.1.1 erhalten wir, dass das Bild des Punktes B unter den Kongruenzabbil-
dungen ®; und ®; zum Punkt B’ identisch ist.

Die Eigenschalft iii) der Kongruenzabbildungen ®; und ®, liefert, dass die Bildpunkte ®;(C)
und ®,(C') innerhalb der Verbindungsebene (A’, B’, C’) in derselben Halbebene beziiglich der
Randgeraden (A’, B’) wie der Punkt C” liegen. Den Punkt A bilden beide Kongruenzabbil-
dungen nach dem Vorherigen auf den Punkt A’ sowie den Punkt B auf den Punkt B’ ab; und
nach Voraussetzung sind die Absténde d(A, C') und d(A’, C") sowie d(B,C) und d(B’, C") zu-
einander identisch. Hieraus folgt mit der Abstandstreue der Kongruenzabbildungen, dass die
Bildpunkte ®;(C') und ®3(C') zum Punkt A’ und B’ den gleichen Abstand wie der Punkt C’
besitzen. Zusammenfassend erhalten wir fiir die Bildpunkte ®1(C) und ®(C') mit der Be-

merkung 4.3.3.1, dass sie jeweils zum Punkt C” identisch sind. U

Mit der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen eukli-
dischen Ebene gilt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G,d=) auf-

grund des Satzes 2.2.2.6 in jeder Ebene des Raumes eine zu dem soeben nachgewiesenen
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Satz 4.3.3.2 analoge Aussage (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 71f.). Wohlgemerkt fungieren beide
Aussagen in einzelnen Axiomatisierungen der ebenen bzw. rdumlichen euklidischen Geome-
trie als Axiom (vgl. hierzu Filler 1993, S. 124-130 u. 137{.); ihnen ist eine gewisse Bedeu-

tung einzuraumen.

Satz-Masterarbeit 5.1.2.19. (vgl. Lauer 2018, S. 71f.; vgl. zusdtzlich Filler 1993, S. 86) Es seien
in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene € zwei verschiedene Punkte A und B sowie A’
und B’ derart gegeben, dass die Mengen {A, B} und {A’, B’} beziiglich der Abstandsgleich-
heit =4, in Relation stehen.

Dann existieren genau zwei verschiedene ebene Kongruenzabbildungen, die den Punkt A auf
den Punkt A’ und den Punkt B auf den Punkt B’ abbilden. Dabei bilden beide Kongruenzab-
bildungen die Halbebenen der Verbindungsgerade (A, B) je auf eine verschiedene Halbebene
der Verbindungsgerade (A, B) ab.

Schlieflich greifen wir im Rahmen des vorliegenden Kapitels zum Beweis des Satzes 4.3.3.3 in-
nerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) sowohl auf den Satz 4.3.3.2

als auch auf dessen in einer Ebene des Raumes geltendes Pendant zuriick.

Satz 4.3.3.3. Zwei gemeinsam in einer Ebene des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) liegende geometrische Figuren werden unter einer raumlichen Kongruenzab-
bildung genau dann aufeinander abgebildet, wenn sie unter einer ebenen Kongruenzabbildung

aufeinander abgebildet werden.

Beweis: (Eigener Beweis)
Den Nachweis der Aquivalenzaussage differenzieren in die beiden zu zeigenden Implikatio-

nen. Die zugrunde liegende Ebene sei als die Ebene ¢ bezeichnet.

»="+ Es sei eine rdumliche Kongruenzabbildung @, des metrisch-normalen euklidischen
Raumes gegeben, die je zwei in der Ebene € liegende geometrische Figuren aufeinander abbil-
det. Diesbeziiglich differenzieren wir in die Félle, ob die raumliche Kongruenzabbildung ..
mindestens drei nicht kollineare Punkte, genau zwei verschiedene oder genau einen Punkt

der Ebene € wiederum in die € abbildet; und wir zeigen im erstgenannten Fall die Existenz
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einer ebenen Kongruenzabbildung der Ebene ¢, die zur Restriktion der rdumlichen Kongru-
enzabbildung ®, auf die Ebene ¢ identisch ist, und in den iibrigen Féllen die Existenz einer
ebenen Kongruenzabbildung der Ebene €, die die jeweiligen Punkte auf die gleichen Punkte

wie die raumliche Kongruenzabbildung &, abbildet:

i) Bildet die rdumliche Kongruenzabbildung ®, mindestens drei nicht kollineare Punkte
der Ebene ¢ wiederum in die Ebene € ab, so folgt aus dem Satz 3.1.1.1 mit der nach dem
Satz 3.4.4 geltenden Ebenen- und Geradentreue der Kongruenzabbildung, dass die Ebe-
ne € eine Fixebene der Kongruenzabbildung ist. Folglich existiert mit der Restriktion der
rdumlichen Kongruenzabbildung &, auf die Ebene € eine ebene Kongruenzabbildung dieser
Ebene (siehe hierzu Kapitel 3.4), die eben jeden Punkt der Ebene e auf den gleichen Punkt

wie die raumliche Kongruenzabbildung abbildet.

it) Bildet die rdumliche Kongruenzabbildung ®, genau zwei verschiedene Punkte A und B
der Ebene € wiederum in die Ebene € ab, so liefert die Bijektivitdt der Kongruenzabbildung,
dass auch die Bildpunkte der beiden Punkte zueinander verschieden sind. Ferner liefert die
Abstandstreue der rdumlichen Kongruenzabbildung, dass der Abstand der Bildpunkte gleich
dem Abstand ihrer Urbildpunkte ist. Folglich existiert mit dem ebenen-geometrischen Pen-
dant zum Satz 4.3.3.2 eine ebene Kongruenzabbildung der Ebene ¢, die die Punkte A und B
auf die gleichen Punkte wie die rdumliche Kongruenzabbildung &, abbildet.

ii1) Letztlich betrachten wir den Fall, dass die rdumliche Kongruenzabbildung ®,. genau einen
Punkt X der Ebene € wiederum in die Ebene € abbildet; es sei X’ := &,.(X). In der Ebene €
existiert aufgrund des Satzes 2.2.2.5 ein weiterer Punkt Y, der sowohl zum Punkt X als auch
zu dem Bildpunkt X’ verschieden ist. Die Halbgerade mit dem Anfangspunkt X’ durch den
Punkt Y liegt nach dem Satz 2.2.2.1 ebenfalls in der Ebene ¢ des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes. Mit dem Lemma 4.1.1.1 existiert auf dieser Halbgeraden genau ein Punkt X",
dessen Abstand zum Punkt X’ gleich dem Abstand der Punkt X und Y ist. Folglich existiert
mit dem ebenen-geometrischen Pendant zum Satz 4.3.3.2 eine ebene Kongruenzabbildung
der Ebene ¢, die den Punkt X ebenso wie die rdumliche Kongruenzabbildung &, auf den

Punkt X’ abbildet.

,,<="“: Es sei eine ebene Kongruenzabbildung ®, der Ebene € innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes gegeben, die je zwei in der Ebene € liegende geometrische Figuren auf-

einander abbildet. Grundsétzlich gilt fiir die ebene Kongruenzabbildung, dass sie als bijektive
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Selbstabbildung der Punktemenge der Ebene € jeden Punkt der Ebene wiederum in die Ebe-
ne abbildet. Nach dem Satz 2.2.2.5 liegen in der Ebene mindestens drei nicht kollineare
paarweise verschiedene Punkte A, B und C. Wie jede rdumliche ist auch die ebene Kon-
gruenzabbildung geradentreu (siehe Kapitel 3.4), sodass die Bildpunkte der Punkte unter
der ebenen Kongruenzabbildung ®, wiederum drei nicht kollineare paarweise verschiedene
Punkte der Ebene € sind; es sei A" := ®.(A), B’ := ®.(B) und " := ®.(C). Ferner liefert die
Abstandstreue der ebenen Kongruenzabbildung ®., dass die Absténde je zweier Punkte A, B
und C' zum Abstand ihrer jeweiligen Bildpunkte identisch ist.

Mit dem Satz 4.3.3.2 erhalten wir die Existenz einer rdumlichen Kongruenzabbildung ®,.,
die die Punkte A, B und C je auf ihre Bildpunkte unter der ebenen Kongruenzabbildung ®.
abbildet. Nach dem Satz 3.1.1.1 ist durch die Punkte A, B und C ebenso wie durch die Bild-
punkte A’, B’ und C” aufgrund ihrer Nicht-Kollinearitat die Ebene e eindeutig bestimmt.
Zusammen mit der nach dem Satz 3.4.4 geltenden Ebenen- und Geradentreue der raumlichen
Kongruenzabbildung ®, gilt, dass die Ebene € eine Fixebene der Kongruenzabbildung ist.
Damit ist die Restriktion der rdumlichen Kongruenzabbildung auf die Ebene € eine ebene
Kongruenzabbildung dieser Ebene (siehe hierzu Kapitel 3.4). Zusammenfassend erhalten wir
mit dem ebenen-geometrischen Pendant zum Satz 4.3.3.2, dass mit der rdumlichen Kon-
gruenzabbildung @, eine rdumliche Kongruenzabbildung existiert, deren Restriktion auf die

Ebene € zur ebenen Kongruenzabbildung ®. der Ebene € identisch ist. 0
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4.4 Ahnlichkeit

Die euklidische (Schul-)Geometrie versteht sich in Anlehnung an das Erlanger Programm
von Felix Klein grundlegend als Kongruenzgeometrie (siche Kapitel 3.4). Als Teil der eu-
klidischen Geometrie lisst sich die Ahnlichkeitsgeometrie in diesem Sinne basierend auf der
Kongruenzgeometrie darlegen (vgl. Wuking 2009, S. 170). Analog zur Kongruenz existieren
aus mathematischer Perspektive zur Darlegung der Ahnlichkeit grundsétzlich zwei Herange-
hensweisen (vgl. Holzl 2018, S. 203; siehe auch Kapitel 3.4): Ein Zugrundelegen als Grund-
begriff oder basierend auf den sogenannten Ahnlichkeitsabbildungen. Unverdndert bleibt
ebenfalls die komplementére Auffassung beider Ansitze in fachdidaktischer Hinsicht (vgl.
Holzl 2018, S. 203; siehe auch Kapitel 3.4). Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, E,G,d=) erfolgt schlieklich basierend auf und analog zu der Untersuchung der
Kongruenz die Untersuchung der Ahnlichkeit (siche zur Kongruenz im Allgemeinen, Ka-
pitel 3.4 sowie Einleitung des Kapitels 4). Allgemein liegt im Sinne des iibergeordneten
Leitgedankens der ,Raumlichen Kontextualisierung* (4) die in meiner Masterarbeit (2018)
entwickelte Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene zugrunde. Zusatzlich sei, ins-
besondere im Hinblick auf die deduktive Strukturierung, auf die Arbeit von Filler (1993,
S. 117-121) verwiesen.

Bevor wir innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G, d=) die ,,Ahnlich-
keit — Ahnlichkeitsabbildungen“ (4.4.2) untersuchen, untersuchen wir die ,Zentrischen Stre-
ckungen® (4.4.1). Dies erfolgt unter dem Aspekt, die Ahnlichkeitsabbildungen als die Verket-
tungen von zentrischen Streckungen und Kongruenzabbildungen einzufiihren, die Ahnlich-

keitsabbildungen somit in direktem Bezug zu den Kongruenzabbildungen zu untersuchen.

4.4.1 Zentrische Streckungen

Als die Verkettungen von zentrischen Streckungen und Kongruenzabbildungen untersuchen
wir in Kapitel ,Ahnlichkeit — Ahnlichkeitsabbildungen® (4.4.2) die sogenannten Ahnlich-
keitsabbildungen. Vor diesem Hintergrund orientieren wir die Untersuchung der zentrischen
Streckungen an den Eigenschaften der Kongruenzabbildungen (siehe hierzu Kapitel 3.4), um
die Eigenschaften der Ahnlichkeitsabbildungen letztlich als diejenigen Eigenschaften cha-
rakterisieren zu konnen, die der Menge aller zentrischen Streckungen und der Menge aller

Kongruenzabbildungen gemeinsam sind. Dabei liegt der Untersuchung der zentrischen Stre-



4.4 Ahnlichkeit 153

ckungen innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) gemeinhin die
mit meiner Masterarbeit (2018, S. 90-94) erfolgte Untersuchung der zentrischen Streckungen
in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene zugrunde; hier wiederum dient die Arbeit von
Filler (1993, S. 118) als Ankniipfungspunkt.

Definitorisch unterscheiden sich die zentrischen Streckungen in der Ebene und im Raum
grundsétzlich nicht (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 90); innerhalb des metrisch-normalen eukli-

dischen Raumes (P, &, G, d=) gilt die

Definition 4.4.1.1. Fiir einen Punkt Z und eine von der reellen Zahl 0 verschiedene reelle
Zahl k wird die Selbstabbildung (zx: P — P definiert durch die beiden nachfolgenden

Eigenschaften: fiir einen Punkt X...

(i) ...ist dessen k-facher Abstand zum Punkt Z gleich dem Abstand des Punktes Z zu dem
Bildpunkt Cz4(X): d(Z, ¢z (X)) = K| - d(Z, X):

(ii) ..liegt der Bildpunkt (z(X) auf der Halbgeraden [Z, X), wenn k eine positive reelle Zahl
ist (k > 0), und auf der zur Halbgeraden [Z, X) komplementdren Halbgerade, wenn k eine

negative reelle Zahl ist (k < 0),

bezeichnet als (r&umliche) zentrische Streckung mit dem Streckzentrum Z und dem

Streckfaktor k.

Die grundlegende Existenz einer zentrischen Streckung als Abbildung im mathematischen
Sinne, genauer, dass der Bildpunkt eines jeden Punktes unter der zentrischen Streckung
eindeutig bestimmt ist, ist basierend auf dem Verbindungsaxiom fiir Geraden mit der Aus-
sage des Lemmas 4.1.1.1 gegeben. Mit dem Zusatz ,rdumlich® verdeutlichen wir innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,&,G,d=) — wenn nétig —, dass die jewei-
lige zentrische Streckung die Punktemenge des gesamten metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, €, G, d=) als Quell- bzw. Zielmenge umfasst. Demgegeniiber stehen die ,ebenen*
zentrischen Streckungen als die entsprechenden, eine Ebene des metrisch-normalen eukli-
dischen Raumes betreffenden Abbildungen; sie beschreiben die zentrischen Streckungen ei-
ner nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene (vgl. hierzu Lauer 2018,
S. 90). Zwischen den ebenen und rédumlichen zentrischen Streckungen erhalten wir im Weite-

ren recht direkt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) den mit
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dem Satz 4.4.1.3 beschriebenen Zusammenhang. Zuvor erldutern wir in Satz 4.4.1.2 basierend
auf der definitorischen Festlegung einer zentrischen Streckung die Frage nach der Anzahl der
Punkte, die unter einer zentrischen Streckung innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, &,G,d=) fest bleiben, die Frage nach den sogenannten Fixpunkten, wobei sich

die rdumlichen hier nicht von den ebenen zentrischen Streckungen unterscheiden (vgl. hierzu

Lauer 2018, S. 911.):

Satz 4.4.1.2. Ist der Streckfaktor einer zentrischen Streckung zur reellen Zahl 1 verschieden,
so besitzt die zentrische Streckung neben ihrem Streckzentrum keinen weiteren Fixpunkt,
ist der Streckfaktor hingegen zur reellen Zahl 1 identisch, so bildet die zentrische Streckung

jeden Punkt des Raumes wiederum auf sich selbst ab.

Beweis: (vgl. Lauer 2018, S. 91f.)

Es sei eine zentrische Streckung (7 gegeben. Per definitionem stellt das Streckzentrum Z
einen Fixpunkt der zentrischen Streckung dar.

Ist der Streckfaktor k von der reellen Zahl 1 verschieden, so liegt der Bildpunkt eines von
dem Streckzentrum Z verschiedenen Punktes X unter der zentrischen Streckung (7, per
definitionem auf der offenen Halbgerade (Z, X'), wenn der Streckfaktor eine (von der reellen
Zahl 1 verschiedene) positive reelle Zahl ist, und auf der zur offenen Halbgerade (Z, X) kom-
plementéren Halbgerade, wenn der Streckfaktor eine (von der reellen Zahl 1 verschiedene)
negative reelle Zahl ist. Im zweitgenannten Fall erhalten wir umgehend, dass der Punkt X
sich von seinem Bildpunkt unter der zentrischen Streckung (7 unterscheidet. Im erstge-
nannten Fall erhalten wir dies mit dem Lemma 4.1.1.1.

Ist der Streckfaktor k zur reellen Zahl 1 identisch, so folgt mit dem Lemma 4.1.1.1 aus der
Definition 4.4.1.1 einer zentrischen Streckung, dass neben dem Streckzentrum jeder weitere

Punkt ebenfalls ein Fixpunkt der zentrischen Streckung darstellt. U

Satz 4.4.1.3. Es sei ein Punkt Z in einer Ebene € und eine von der reellen Zahl 0 verschiedene
reelle Zahl k gegeben.

Die Restriktion der rdumlichen zentrischen Streckung mit dem Streckzentrum Z und dem
Streckfaktor k auf die Ebene € sowie die ebene zentrische Streckung mit dem Streckzentrum Z

und dem Streckfaktor k der Ebene € sind zueinander identisch.
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Beweis: (Eigener Beweis)

Die rdumliche wie auch die ebene zentrische Streckung bilden per definitionem den Punkt Z
auf sich selbst ab. Es sei im Weiteren ein von dem Punkt Z verschiedener Punkt X der
Ebene € gegeben. Nach dem Satz 2.2.2.1 liegt jeder Punkt der durch die Punkte X und Z
gehenden Verbindungsgerade in der Ebene e. Zusammen mit dem Lemma 4.1.1.1 erhalten
wir basierend auf der analogen definitorischen Festlegung einer rdumlichen und ebenen zen-

trischen Streckung, dass die Behauptung gilt. U

Anlehnend an den Satz 4.4.1.3 differenzieren wir die ebenen zentrischen Streckungen einer
(nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen) Ebene € des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes (P, &, G, d=) symbolisch mittels des Zeichens (z /.

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) eroffnet der Satz 4.4.1.3
basierend auf der Analogie zwischen den definitorischen Festlegungen die Mdoglichkeit, Ei-
genschaften der rdumlichen auf die ebenen zentrischen Streckungen zuriickzufiihren. Dies
zeigt sich unter anderem im Rahmen des Satzes 4.4.1.4 mit dem Nachweis, dass die raumli-
chen zentrischen Streckungen abstandsverhéltnistreu sind. Den Nachweis fithren wir groften-
teils auf die Abstandsverhéltnistreue der ebenen zentrischen Streckungen zuriick (vgl. hierzu
Lauer 2018, S. 91-94). Im Gesamten zeigt der Satz 4.4.1.4, dass die rdumlichen zentrischen
Streckungen bijektive, abstandsverhéaltnistreue Abbildungen darstellen, sich somit nicht von
den ebenen zentrischen Streckungen unterscheiden (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 91-94). Die
Bijektivitat lasst sich allerdings nicht auf die ebenen zentrischen Streckungen zuriickfiihren.
Dem Beweis der Bijektivitét liegt die Idee von Mitschka et al. (1998, S. 236) zugrunde, deren
Beweis zugleich in meiner Masterarbeit (2018, S. 91f.) fir die ebenen zentrischen Streckun-

gen innerhalb einer metrisch-normalen Ebene aufgegriffen wurde.

Satz 4.4.1.4. Eine rdumliche zentrische Streckung (7 des metrisch-normalen euklidischen

Raumes (P, &, G, d=) mit dem Streckzentrum Z und dem Streckfaktor & ist...

a) eine bijektive Abbildung des Raumes, und

b) abstandsverhéltnistreu (dd((ﬁ:g?) = d‘ﬁgfzzkk(ﬁg:gg?)))) mit d((zx(A),(zx(B)) = |k|-d(A, B).
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Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz a: vgl. Mitschka et al. 1998, S. 236)

a) Den Beweis der Bijektivitét der zentrischen Streckung (7, differenzieren wir in den Nach-

weis ihrer Surjektivitdt und Injektivitat.

Ingektivitit: Es seien zwei verschiedene Punkte X; und X, gegeben. Ist einer der beiden
Punkte zum Punkt Z identisch, so sind die Bildpunkte der beiden Punkte unter der zen-
trischen Streckung (z; per definitionem zueinander verschieden. Sind die Punkte je zum
Punkt Z verschieden, so betrachten wir im Weiteren die Verbindungsgerade (X, Xs) der
beiden Punkte X; und X5:

Liegt der Punkt Z auf dieser Verbindungsgerade, so teilt er diese nach dem Satz 3.2.1.6 in
eine Halbgerade mit dem Anfangspunkt Z und deren komplementére Halbgerade. Beziiglich
dieser beiden Halbgeraden liegen die beiden zueinander verschiedenen Punkte X; und X,
entweder auf unterschiedlichen oder gemeinsam auf einer Halbgeraden. Im erstgenannten Fall
folgt umgehend aus der Definition 4.4.1.1 einer zentrischen Streckung, dass die Bildpunkte
der beiden verschiedenen Punkte X; und X, unter der zentrischen Streckung (. ebenfalls
zueinander verschieden sind. Im zweitgenannten Fall folgt dies mit dem Lemma 4.1.1.1 aus
der definitorischen Festlegung einer zentrischen Streckung.

Liegt der Punkt Z nicht auf der Verbindungsgeraden der Punkte X; und X5, so existieren
aufgrund des Axioms Vg die zwei sich im Punkt Z schneidenden Verbindungsgeraden (Z, X7)
und (7, X,). Damit liefert die definitorische Festlegung einer zentrischen Streckung, dass die

Bildpunkte (zx(X7) und (zx(X2) zueinander verschieden sind.

Surjektivitat: Fir das Streckzentrum Z gilt (zx(Z) = Z. Es sei im Weiteren ein von dem
Punkt Z verschiedener Punkt Y innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes ge-
geben, und wir zeigen die Existenz eines Punktes X mit (7 (X) =Y:

Nach dem Axiom Vg geht durch die Punkte Y und Z genau eine Gerade. Der Punkt Z
teilt diese Gerade nach dem Satz 3.2.1.6 in eine Halbgerade mit dem Anfangspunkt Z und
deren komplementire Halbgerade. Auf jeder dieser beiden Halbgeraden existiert nach dem

Lemma 4.1.1.1 genau ein Punkt X; bzw. X5, sodass die Gleichung
d(Z,X;) = |%| -d(Z,Y), also |k|-d(Z,X;) =d(Z,Y) fir i € {1,2}

erfiillt ist. Folglich existiert ein Punkt X, dessen Bildpunkt unter der zentrischen Stre-
ckung (7 zum Punkt Y identisch ist. 0
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b) Ist der Punkt Z zu genau einem der beiden Punkte A oder B identisch, so erhalten wir
basierend auf der Definition 4.4.1.1 einer zentrischen Streckung, dass der k-fache Abstand
der beiden Punkte zum Abstand ihrer Bildpunkte (zx(A) und (zx(B) identisch ist. Sind
die Punkte A und B zueinander identisch, die Gleichheit der Punkte A, B und Z mit in-
begriffen, so erhalten wir mit der positiv Definitheit der Abstandsfunktion basierend auf
der Eigenschaft der zentrischen Streckung als mathematische Abbildung, dass der k-fache
Abstand der Punkte A und B zum Abstand ihrer Bildpunkte (zx(A) und (zx(B) identisch
ist. Fiir den Fall der paarweise Verschiedenheit der Punkte A, B und Z fithren wir die zu
zeigende Abstandsverhaltnistreue der rdumlichen zentrischen Streckung ¢z mittels des Sat-
zes 4.4.1.3 auf die Abstandsverhéltnistreue einer ebenen zentrischen Streckung zuriick (vgl.
hierzu Lauer 2018, S. 91-94):

Sind die Punkte nicht kollinear, so liegen sie nach dem Satz 3.1.1.1 gemeinsam in einer Ebene
des metrisch-normalen euklidischen Raumes; anderenfalls liegen aufgrund der definitorischen
Festlegung einer Geraden als der Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen inner-
halb des metrisch-normalen euklidischen Raumes die Punkte ebenfalls gemeinsam in einer
Ebene. Es existiert also innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes stets eine
Ebene €, die durch die Punkte A, B und Z geht. Nach dem Satz 4.4.1.3 ist die Restriktion
der raumlichen zentrischen Streckung auf die Ebene € zur ebenen zentrischen Streckung (z x|,
identisch, womit die Gleichheit des k-fachen Abstandes der beiden Punkte A und B und des
Abstandes ihrer Bildpunkte (zx(A) und (zx(B) gilt. O

Eine zentrische Streckung besitzt als bijektive Abbildung im Allgemeinen eine bijektive Um-
kehrabbildung. Mit dem soeben erfolgten Nachweis der Surjektivitét einer zentrischen Stre-
ckung ergibt sich weiter, dass die Umkehrabbildung wiederum eine zentrische Streckung

darstellt, und zwar gilt das

Korollar 4.4.1.5. Die rdumliche zentrische Streckung mit dem Streckzentrum Z und dem

Streckfaktor k besitzt die raumliche zentrische Streckung mit dem Streckzentrum Z und dem

Streckfaktor % als Umkehrabbildung.

Beweis: (vgl. Mitschka et al. 1998, S. 236)
Fiir den Urbildpunkt X eines Punktes Y unter der zentrischen Streckung (z zeigt der
Nachweis der Surjektivitdt in Satz 4.4.1.4, dass der Abstand des Punktes X zum Punkt Z
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gleich dem %—fachen Abstand der Punkte Y und Z ist. Aufgrund der Definition 4.4.1.1 einer
zentrischen Streckung gilt weiter, dass der Urbildpunkt X auf der Halbgeraden [Z,Y) liegt,
wenn der Faktor k£ und somit der Quotient % eine positive reelle Zahl ist, und anderenfalls
auf der jeweiligen komplementéren Halbgerade. Schliefslich erhalten wir, dass die zentrische
Streckung (7 als bijektive Abbildung die zentrische Streckung mit dem Streckzentrum Z
und dem Streckfaktor % als Umkehrabbildung besitzt. O

Mit dem soeben nachgewiesenen Satz 4.4.1.4 zeigt sich innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P,&,G,d=) ein charakteristischer Unterschied der zentrischen Stre-
ckung im Vergleich zu den Kongruenzabbildungen. Zwar stellen die zentrischen Streckungen
ebenso wie Kongruenzabbildungen bijektive Abbildungen dar, jedoch erfiillen sie statt der
Abstands- die Abstandsverhéltnistreue. Dabei existieren zwei Sonderfille: Ist der Streckfak-
tor einer zentrischen Streckung zur reellen Zahl 1 oder —1 identisch, so impliziert die geltende
Abstandsverhéltnis- die Abstandstreue. Ist der Streckfaktor gleich der reellen Zahl —1, so
gilt basierend auf der definitorischen Festlegung einer zentrischen Streckung mit dem Lem-
ma 4.1.1.1, dass die zentrische Streckung gleich einer Punktspiegelung an dem jeweiligen
Streckzentrum ist; ist der Streckfaktor gleich der reellen Zahl 1, so gilt, dass die identische
Abbildung vorliegt (vgl. zusétzlich Benolken et al. 2018, S. 235f.).

Beziiglich der in Kapitel 3.4 nachgewiesenen Eigenschaften der rdumlichen Kongruenzab-
bildungen begriinden wir im Weiteren mit dem Satz 4.4.1.6 sowie der Bemerkung 4.4.1.8
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,&,G,d=), dass sich die Eigen-
schaften der rdumlichen zentrischen Streckungen hiervon nicht unterscheiden. In Bezug zu
den im Rahmen meiner Masterarbeit (2018) in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene
untersuchten ebenen zentrischen Streckungen gilt damit nicht zuletzt, dass sich analog zu
den Kongruenzabbildungen die Geraden- um die Ebenentreue sowie die Halbebenen- um die
Halbraumtreue erweitert und dass die Strecken-, Halbgeraden- und Winkeltreue unverandert

gilt (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 91-94):

Satz 4.4.1.6. Eine rdumliche zentrische Streckung (7 des metrisch-normalen euklidischen

Raumes (P, €&,G,d=) ist...

(a) ...ebenentreu mit Cz x[ma,B] = mc, ,(a),¢c,.(z) und (b)...geradentreu, d.h. (zx[g] € G fiir g € G.
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Beweis: (Eigener Beweis)

zu a): Fir jeden Punkt X des metrisch-normalen euklidischen Raumes ist der k-fache Ab-
stand des Punktes zum Punkt A und B gleich dem Abstand der jeweiligen Bildpunkte unter
der zentrischen Streckung (7 nach derer mit dem Satz 4.4.1.4 geltenden Abstandsverhalt-

nistreue; es gelten also die beiden Gleichungen
d(Czk(X),Czk(A)) = [k] - d(X,A)  und  d(Czr(X),Czk(B)) = |k - d(X, B).

Im Weiteren sei X’ := (7, (X) fir X € P. Damit ergibt sich aus den beiden vorherigen Glei-
chungen die Gleichung

Canlmapl = {X': X e PA{A, X} =4 {X,B}} = {X": X e PA{A, X'} =4 {X', B'}};
weiter liefert die Surjektivitat der zentrischen Streckung (zj die Gleichung
(X' X e PA A X} = {X', B} ={Y e P {A\ Y} =0 {Y, B'}} = m¢, (4).0,0(B)-

SchlieRlich erhalten wir, dass die rdumliche zentrische Streckung (7 die zu zeigende Ebenen-

treue erfiillt. O

zu b): Den Nachweis der zu zeigenden Geradentreue der raumlichen zentrischen Streckung (z
fithren wir mittels des Satzes 4.4.1.3 auf die Geradentreue einer ebenen zentrischen Streckung
zuriick (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 91-93):

Liegt das Streckzentrum Z nicht auf der Geraden g, so liegen das Streckzentrum und die
Gerade nach dem Satz 3.1.1.4 gemeinsam in genau einer Ebene des metrisch-normalen eukli-
dischen Raumes; anderenfalls liegen aufgrund der definitorischen Festlegung einer Gerade als
der Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes das Streckzentrum und die Gerade ebenfalls gemeinsam in einer Ebene
des Raumes. Es existiert also innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes stets
eine Ebene €, in der das Streckzentrum Z und die Gerade g gemeinsam liegen. Nach dem
Satz 4.4.1.3 ist die Restriktion der raumlichen zentrischen Streckung (z; auf die Ebene €
zur ebenen zentrischen Streckung (x| identisch, womit die zu zeigende Geradentreue der

rdumlichen zentrischen Streckung gilt. U

Aus dem soeben nachgewiesenen Satz 4.4.1.6 folgern wir analog zu den Kongruenzabbil-

dungen im Weiteren mit dem Korollar 4.4.1.7 innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
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Raumes (P, &, G, d=) fir die zentrischen Streckungen, dass diese parallelitits- und orthogo-

nalitatstreu sind.

Korollar 4.4.1.7. Eine zentrische Streckung (7 des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) ist parallelentreu (i) und orthogonalititstreu (i) beziiglich der Parallelitét

bzw. Orthogonalitit zwischen Geraden und/oder Ebenen:
(i) glh= CzarlallCzulh] A elln= CzrlelllCzuln] A glle= CzulglllCzuld  fir g heGs eneé

(11) gLh= Czxlg] Lizk[h] A eLn= Corld Llzkn] A gLle= Coilgl Llzxle] fir g,h€G; ene

Beweis: (siehe zuvor, Eigener Beweis)

Zusammen mit der Bijektivitét liefert die mit dem Satz 4.4.1.6 nachgewiesene Ebenen- und
Geradentreue einer zentrischen Streckung, dass die zu zeigende Parallelentreue gilt. Beziig-
lich der Orthogonalitéit zwischen zwei Ebenen sowie einer Geraden und Ebene folgt das zu
Zeigende auf der Grundlage der jeweiligen in Kapitel 3.1.2 erfolgten Definition der Ortho-
gonalitdt umgehend aus der Ebenen- und Geradentreue einer zentrischen Streckung. Das
Verbleibende gilt unter zusétzlicher Beriicksichtigung, dass eine Gerade unter einer zentri-
schen Streckung aufgrund derer Bijektivitdt und Ebenentreue zum Schnitt der Bildebenen
der Ebenen identisch ist, die der Geraden innerhalb des metrisch-normalen euklidischen

Raumes per definitionem zugrunde liegen. 0

Bemerkung 4.4.1.8. Der Nachweis der Ebenentreue fiir die zentrischen Streckungen in
Satz 4.4.1.6 im Vergleich zu dem entsprechenden Nachweis fiir die Kongruenzabbildungen
in Satz 3.4.4 zeigt, dass die Abstandsverhéltnistreue hier die Abstandstreue ersetzt. Allge-
mein gilt: Sind die Absténde beziiglich zweier (hochstens) zweielementiger Punktemengen
identisch, so sind die Abstédnde ihrer jeweiligen Bildpunkte unter einer abstandstreuen Kon-
gruenzabbildung als auch unter einer abstandsverhéltnistreuen zentrischen Streckung zuein-
ander identisch. Basierend auf der Abstandsverhéltnistreue einer zentrischen Streckung (zu-
sammen mit dem geltenden Distributivgesetz fiir die reellen Zahlen) ldsst sich diese Aussage
auch auf die Gleichheit von Summen einzelner Abstéande iibertragen. Unter Beriicksichtigung
dieses Aspekts impliziert der in Kapitel 3.4 erfolgte Beweis der Zwischentreue fiir die Kon-

gruenzabbildungen, dass die Zwischentreue entsprechend fiir die zentrischen Streckungen des
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metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) gilt. Schlieklich implizieren die in Ka-
pitel 3.4 erfolgten Beweise der Strecken- und Halbgeradentreue, Halbebenen- und Halbraum-
treue sowie Winkeltreue fiir die Kongruenzabbildungen weiter, dass Analoges ebenfalls fiir

die zentrischen Streckungen des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) gilt.

In Bezug zu den Kongruenzabbildungen, die soeben mit der Bemerkung 4.4.1.8 begriin-
dete Winkeltreue einer zentrischen Streckung des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) erweiternd, zeigen wir abschliefend mit dem Satz 4.4.1.10, dass ein Winkel
und dessen Bildwinkel unter einer rdumlichen zentrischen Streckung zueinander kongruent
sind; zugleich gilt hiermit, dass kein Unterschied zu den ebenen zentrischen Streckungen
einer metrisch-normalen euklidischen Ebene besteht (vgl. Lauer 2018, S. 91-94). Zum Nach-
weis des Satzes 4.4.1.10 beweisen wir zuvor mit dem Lemma 4.4.1.9, dass eine Gerade und
dessen Bildgerade unter einer raumlichen zentrischen Streckungen zueinander parallel sind.
Diesen Nachweis fithren wir in Anlehnung an den Nachweis der Geradentreue einer raumli-
chen zentrischen Streckung in Satz 4.4.1.6 auf die mit meiner Masterarbeit (2018, S. 91-93)

entsprechend fiir die ebenen zentrischen Streckungen geltende Aussage zuriick.

Lemma 4.4.1.9. Das Bild einer Geraden g unter einer raumlichen zentrischen Streckung ¢ 1
des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,E,G,d=) ist eine zur Geraden g parallele

Gerade; es gilt: (zx[g] € G mit g || (zxlg]-

Beweis: (Eigener Beweis)

Nach dem Satz 4.4.1.6 ist die raumliche zentrische Streckung (z; geradentreu. Damit bleibt
zu zeigen, dass die Bildgerade (zx[g] zur Geraden g parallel ist. Dies fithren wir mittels
des Satzes 4.4.1.3 darauf zuriick, dass unter einer ebenen zentrischen Streckung Bild- und
Urbildgeraden zueinander parallel sind (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 91-93):

Liegt das Streckzentrum Z nicht auf der Geraden g, so liegen das Streckzentrum und die
Gerade nach dem Satz 3.1.1.4 gemeinsam in einer Ebene des metrisch-normalen euklidischen
Raumes; anderenfalls liegen aufgrund der definitorischen Festlegung einer Gerade als der
Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen innerhalb des metrisch-normalen eu-

klidischen Raumes das Streckzentrum und die Gerade ebenfalls gemeinsam in einer Ebene.
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Es existiert also innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes stets eine Ebene ¢, in
der das Streckzentrum Z und die Gerade g gemeinsam liegen. Nach dem Satz 4.4.1.3 ist die
Restriktion der raumlichen zentrischen Streckung (7 auf die Ebene € zur ebenen zentrischen
Streckung (z k| identisch, womit die Bildgerade (7 x[g] der Geraden g unter der rdumlichen

zentrischen Streckung (z; zur Geraden g parallel ist. U

Satz 4.4.1.10. Das Bild eines Winkels ZABC' unter einer raumlichen zentrischen Stre-
ckung (7 des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &,G,d=) ist ein zu dem Win-

kel ZABC kongruenter Winkel.

Beweis: (Eigener Beweis)

Aufgrund der Bemerkung 4.4.1.8 bleibt zu zeigen, dass der Winkel ZABC' und dessen Bild-
winkel Z(zx(A)Czx(B)(zx(C) zueinander kongruent sind. Nach dem Satz 4.1.2.8 existiert
eine Translation 7, die den Punkt B auf den Punkt (7 (B) abbildet. Damit liefert die Defini-
tion 4.1.2.1 einer Translation, dass das Bild der Verbindungsgerade (A, B) und (B, C) unter
der Translation 7 eine durch den Punkt (zx(B) gehende zur jeweiligen Verbindungsgera-
de parallele Gerade ist. Zusammen mit dem Lemma 4.4.1.9 folgt aus dem Parallelenaxiom,
dass die zentrische Streckung (7, die Verbindungsgeraden (A, B) und (B,C) je auf die
gleiche Gerade wie die Translation 7 abbildet, wobei die Bildpunkte 7(B) und (z(B) iden-
tisch sind. Die Geraden und ihre parallelen Bildgeraden liegen gemeinsam in einer Ebene,
wobei sich die beiden Ebenen in der Geraden (B, (z(B)) schneiden. Dabei geht die Ge-
rade (B, (z,(B)) entsprechend der Definition 4.4.1.1 einer zentrischen Streckung durch das
Streckzentrum Z der zentrischen Streckung (z ;. Ferner stellen die Gerade (B, (zx(B)) sowie
die Geraden (A, 7(A)) und (C,7(C)) nach dem Satz 4.1.2.2 Fixgeraden der Translation 7
und somit zueinander parallele Geraden dar. Dabei sind die Geraden disjunkt parallel.

Die Definition 4.4.1.1 einer zentrischen Streckung beriicksichtigend, erhalten wir zusammen-
fassend basierend auf der Definition 3.2.1.10 eines Halbraumes mit dem Satz 3.2.1.11, dass
die Translation 7 die Halbgerade [B, A) auf die Halbgerade [(zx(B), (zx(A)) und die Halb-
gerade [B,C) auf die Halbgerade [(zx(B),(zx(C)) oder beide Halbgeraden auf die jeweils
komplementaren Halbgeraden abbildet.

Im erstgenannten Fall folgt das zu Zeigende umgehend aus der nach dem Satz 3.4.8 geltenden

Winkeltreue der Translation 7 als Kongruenzabbildung. Im zweitgenannten Fall betrachten
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wir die Verkettung der Translation 7 mit der Punktspiegelung an dem Punkt (7 x(B). Nach
dem Satz 3.4.3 stellt diese Verkettung ebenfalls eine Kongruenzabbildung dar. Zusammen
mit der geltenden Winkeltreue einer Kongruenzabbildung erhalten wir basierend auf der

definitorischen Festlegung einer Punktspiegelung das zu Zeigende. 0

4.4.2 Ahnlichkeit — Ahnlichkeitsabbildungen

Die Untersuchung der Ahnlichkeit erfolgt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P, €, G,d=) in analoger Vorgehensweise zur Untersuchung der Kongruenz; im Allgemeinen
als Grundlage dient die in meiner Masterarbeit (2018, S. 96-100) erfolgte Untersuchung der
Ahnlichkeit in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene (siche eingangs des Kapitels 4.4).
Die Ahnlichkeit als Relation zwischen geometrischen Figuren steht in direktem Zusammen-

hang zu den sogenannten Ahnlichkeitsabbildungen.

Ahnlichkeitsabbildungen

Allgemein unterscheiden sich die Ahnlichkeitsabbildungen innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P,€,G,d=) mit der Definition 4.4.2.2 im Weiteren nicht von den
entsprechenden Abbildungen in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene (vgl. hierzu
Lauer 2018, S. 96). Ahnlichkeitsabbildungen charakterisieren sich durch die Schnittmen-
ge derjenigen Eigenschaften, die die zentrischen Streckungen und Kongruenzabbildungen
gemeinsam besitzen. In Bezug zu der in meiner Masterarbeit (2018, S. 96) entwickelten
Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene liegt hier wiederum das Verstandnis von
Filler (1993, S. 119) zugrunde. Die Menge aller Ahnlichkeitsabbildungen beschreibt per de-
finitionem die Menge derjenigen Abbildungen, die zu einer Verkettung einer zentrischen
Streckung und Kongruenzabbildung identisch sind. Grundsétzlich ergibt sich die Frage, ob
die Reihenfolge der Verkettung relevant ist. Bevor wir die Ahnlichkeitsabbildungen mit der
Definition 4.4.2.2 einfithren, und hierauf basierend charakterisieren, zeigen wir innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) mit dem Satz 4.4.2.1 im Allgemeinen

die Unabhéngigkeit von der Reihenfolge (vgl. hierzu Holland 1977, S. 87f.).
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Satz 4.4.2.1. Es seien eine raumliche Kongruenzabbildung ®; und eine raumliche zentrische
Streckung (7 gegeben. Dann existieren rdumliche Kongruenzabbildungen ®5 und ®3 derart,
dass die Verkettung (Czx o ®1) zur Verkettung (P50 (zy) sowie die Verkettung (P o (zx)

zur Verkettung (Czx o ®3) identisch ist.

Beweis: (vgl. Holland 1977, S. 88)

Nach dem Korollar 4.4.1.5 besitzt die zentrische Streckung ¢z eine Umkehrabbildung, die
wiederum eine zentrische Streckung mit dem Streckzentrum Z und dem Streckfaktor % ist.
Damit zeigen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit zum Nachweis der Behauptung, dass

die Verkettung
(Czpo®io (Cz,k)_l) = (Czro®ro Cz,%) =: ®y

eine Kongruenzabbildung darstellt. Die zentrische Streckung (z; und deren Umkehrabbil-
dung sind nach dem Satz 4.4.1.4a), wie die Kongruenzabbildung ®,, bijektive Selbstabbildun-
gen der Punktemenge P des metrisch-normalen euklidischen Raumes. Ferner liefert die mit
dem Satz 4.4.1.4b) dargelegte Abstandsverhéltnistreue der zentrischen Streckung (7, und
derer Umkehrabbildung aufgrund ihrer Streckfaktoren k bzw. % zusammen mit der Abstand-
streue der Kongruenzabbildung ®,, dass die Abbildung ®, abstandstreu ist. Zusammenfas-

send erhalten wir, dass die Abbildung ®, eine Kongruenzabbildung des metrisch-normalen

euklidischen Raumes darstellt. O

Definition 4.4.2.2. Die Verkettung einer rdumlichen zentrischen Streckung und einer raum-
lichen Kongruenzabbildung (bzw. einer raumlichen Kongruenzabbildung und rdumlichen zen-

trischen Streckung) wird als (rdumliche) Ahnlichkeitsabbildung bezeichnet.

Analog zu den zentrischen Streckungen und Kongruenzabbildungen verdeutlichen wir mit
dem Zusatz ,raumlich” - wenn nétig -, dass die Ahnlichkeitsabbildungen sich auf die Punkte-
menge des gesamten metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) beziehen. Demge-
geniiber stehen die ,ebenen” Ahnlichkeitsabbildungen, die Verkettungen einer ebenen zentri-
schen Streckung und einer ebenen Kongruenzabbildung bezogen auf eine Ebene des Raumes;
sie beschreiben die Ahnlichkeitsabbildungen einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen

cuklidischen Ebene (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 96).
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Bemerkung 4.4.2.3. Allgemein gilt innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=), dass die Ahnlichkeitsabbildungen durch diejenigen Eigenschaften charak-
terisiert sind, die die zentrischen Streckungen und Kongruenzabbildungen gemeinsam ha-
ben (vgl. zusitzlich Filler 1993, S. 119). In Bezug zu den ebenen Ahnlichkeitsabbildungen
erhalten wir fiir die riumlichen Ahnlichkeitsabbildungen (vgl. hierzu Lauer 2018, S. 96),
dass sich insbesondere die Geraden- um die Fbenentreue und die Halbebenen- um die Halb-
raumtreue erweitert sowie die Bijektivitit, Abstandsverhdltnis-, Strecken-, Halbgeraden- und
Winkeltreue unverindert gilt: Eine rdumliche Ahnlichkeitsabbildung © als die Verkettung ei-
ner raumlichen zentrischen Streckung (7 ;, und Kongruenzabbildung ® des metrisch-normalen

euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) ist...

a) ...eine bijektive Selbstabbildung der Punktemenge P,

b) ...abstandsverhéltnistreu mit d(©(A4),0(B)) = |k| - d(4, B),

c) ...ebenentreu mit O[ma, ] = me(a),0(n) und

d) ...geradentreu mit O[(A, B)] = (6(A), O(B)),
Beziiglich der Parallelitdt und Orthogonalitat zwischen Geraden und/oder Ebenen gilt, analog wie
fir die Kongruenzabbildung ® und zentrische Streckung (z; mit dem Korollar 3.4.5 bzw. Korol-

lar 4.4.1.7 beschrieben, die Parallelitits- und Orthogonalititstreue fiir die Ahnlichkeitsabbildung ©.
Gleiches gilt hinsichtlich der Zwischentreue. Ferner ist die Ahnlichkeitsabbildung ©...

e) ...streckentreu mit ©[[4, B]] = [6(4),0(B)],

f) ...halbgeradentreu mit ©[[A, B)] = [0(A),0(B)),

g) ...halbebenentreu mit ©[H(ABc)] = H(O(A)O(B)e(c)),

h) ...halbraumtreu mit ©[H(ABCp)] = H{O(A)®(B)O(C)ep))  sowie

i) ...winkeltreu mit © [ZABC| = Z0(A)0©(B)©(C), wobei Winkel und Bildwinkel kongruent sind.

Ebenso wie fiir die zentrischen Streckungen liegt der charakteristische Unterschied der Ahn-
lichkeitsabbildungen im Vergleich zu den Kongruenzabbildungen in der Abstandsverhéltnis-

statt Abstandstreue innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G, d=).
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Ahnlichkeit

Analog wie die Kongruenz steht die definitorische Festlegung der Ahnlichkeit als Relati-
on zwischen geometrischen Figuren innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es (P,€,G,d=) in direkten Zusammenhang zu den Ahnlichkeitsabbildungen. Entsprechendes
gilt fiir die in meiner Masterarbeit (2018) entwickelte Theorie der metrisch-normalen eukli-

dischen Ebene (unter Verwendung der ebenen statt rdumlichen Abbildungen):

Definition 4.4.2.4. Ist das Bild einer geometrischen Figur F; unter einer Ahnlichkeitsab-
bildung gleich einer geometrischen Figur F3, so heifst die geometrische Figur F; dhnlich zur

geometrischen Figur Fs.

Die Untersuchung der Ahnlichkeit konzentrieren wir innerhalb des metrisch-normalen eukli-
dischen Raumes (P, €&, G,d=) ebenfalls (wie die der Kongruenz) darauf, die Moglichkeit zu
erffnen, die Ahnlichkeit geometrischer Figuren auf die Ahnlichkeit zwischen geometrischen
Figuren in einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen euklidischen Ebene des Raumes
zuriickzufithren. Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) betrifft
dies die Frage nach der Ahnlichkeit zwischen geometrischen Figuren, die in verschiedenen
Ebenen des Raumes liegen.

Unter Beriicksichtigung des Unterschieds der Abstandsverhéltnis- und Abstandstreue zeigt
die Untersuchung zur , Kongruenz geometrischer Figuren“ (4.3.3), dass sich die Vorgehenswei-
se unter zwei Voraussetzungen auf die Ahnlichkeit innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes (P, &, G, d=) iibertrigt: (1) Fiir die Ahnlichkeit gilt eine zu dem Satz 4.3.3.2
sowie zu dessen ebenen-geometrischen Pendant analoge Aussage innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes bzw. in einer nach dem Satz 2.2.2.6 metrisch-normalen eu-
klidischen Ebene des Raumes. In Bezug zur Ebene ist die Giiltigkeit mit meiner Master-
arbeit (2018, S. 97) begriindet (wobei an der jeweilige Stelle auf Filler (1993, S. 119f.)
verwiesen wird). Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) zeigen
wir im Weiteren mit dem Satz 4.4.2.5 die Giiltigkeit einer entsprechenden Aussage. In die-
sem Zusammenhang sei explizit darauf hingewiesen, dass aufgrund der Bemerkung 4.4.2.3
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G, d=) unter einer raumlichen
Ahnlichkeitsabbildung, die drei nicht kollineare Punkte in dem Raum abbildet, die Vorausset-

zungen des Satzes 4.4.2.5 erfiillt sind, die zugrunde liegende Ahnlichkeitsabbildung letztlich
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zu einer der in dem Existenznachweis des Satzes 4.4.2.5 hergeleiteten Ahnlichkeitsabbildung
identisch ist. (2) Als weitere Voraussetzung ist die Eigenschaft der Ahnlichkeit als Aqui-
valenzrelation auf der Menge aller geometrischen Figuren innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, £, G, d=) zu begriinden. Basierend auf der Definition 4.4.2.4 zeigen
wir dies innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=), indem wir im
Weiteren mit dem Satz 4.4.2.7 beweisen, dass die Menge aller raumlichen Ahnlichkeitsabbil-
dungen mit der Relation der Verkettung von Funktionen eine Gruppe darstellt, sich hiermit

nicht von den ebenen Ahnlichkeitsabbildungen unterscheidet (vgl. Lauer 2018, S. 98).

Satz 4.4.2.5. Es seien A, B und C sowie A’, B’ und C’ je drei nicht kollineare Punkte mit
den Abstandsverhéltnissen d(A’, B) : d(A, B) = d(A’,C") : d(A,C) = d(B',C") : d(B,C) = |k|.

Dann existieren genau zwei verschiedene Ahnlichkeitsabbildungen, die den Punkt A auf den
Punkt A’, den Punkt B auf den Punkt B’ sowie den Punkt C' auf den Punkt C’ abbilden.
Die Ahnlichkeitsabbildungen bilden die Halbriume der Verbindungsebene (A, B,C) je auf

einen verschiedenen Halbraum der Verbindungsebene (A, B', C") ab.

Beweis: (Existenz: vgl. Filler 1993, S. 121; Eindeutigkeit: Eigener Beweis)

Wir differenzieren den Nachweis in die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage. Den Nachweis
der Existenz fithren wir auf den Satz 4.3.3.2 zuriick, den der Eindeutigkeit orientieren wir

an dem Nachweis der Aussage b) des Satzes 4.3.2.3.

Existenz: Das Abstandsverhéltnis |k| ist eine zur reellen Zahl 0 verschiedene reelle Zahl, da
die Punkte A, B und C sowie A’, B’ und C’ als nicht kollineare Punkte paarweise verschie-
den sind. Wir betrachten die zentrische Streckung (4 mit dem Streckzentrum A und dem

Streckfaktor k. Aufgrund der vorausgesetzten Abstandsverhéltnisse gelten die Gleichungen

d<A7 CAJC(B)) = ’kl ’ d(A7 B) - d(A/a Bl)v
d(A,Cax(C)) = |k| - d(A,C) =d(A',C") sowie
d(CA,k(B)a gA,k(C» - |k| : d(B’ C) = d(Bla Cl)
Beachtet sei, dass der Punkt A ein Fixpunkt der zentrischen Streckung (aj ist. Zudem

stellt die Verbindungsebene (A, B, C) aufgrund des Satzes 4.4.1.3 eine Fixebene dar. Fiir
den Punkt A sowie die Bildpunkte der Punkte B und C' unter der zentrischen Streckung (4
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liefert deren Geradentreue, dass die Punkte drei nicht kollineare Punkte innerhalb der Ver-
bindungsebene (A, B, C) sind.

Letztlich erhalten wir mit dem Satz 4.3.3.2 die Existenz zweier verschiedener Kongruenzab-
bildungen, die den Punkt A auf den Punkt A’ sowie die Bildpunkte (4 x(B) und (4 (C) auf
die Punkte B’ bzw. C” abbilden, und dabei die Halbrdume der Verbindungsebene (A, B, C)
je auf einen verschiedenen Halbraum der Verbindungsebene (A’, B’, C') abbilden. Damit ist
durch die Verkettung der zentrischen Streckung (4 mit den beiden Kongruenzabbildungen

die zu zeigende Existenz zweier verschiedener Ahnlichkeitsabbildungen nachgewiesen.

Eindeutigkeit: Es seien © und ©* zwei Ahnlichkeitsabbildungen, die den Punkt A auf den
Punkt A’, den Punkt B auf den Punkt B’ sowie den Punkt C' auf den Punkt C’ abbilden,
und dabei jeden Halbraum der Verbindungsebene (A, B, C) auf den gleichen Halbraum der
Verbindungsebene (A’, B', C') abbilden. Wir zeigen, dass die beiden Ahnlichkeitsabbildungen
zueinander identisch sind. Hierzu leiten wir aus den genannten ingesamt fiinf gemeinsame

Eigenschaften der Ahnlichkeitsabbildungen © und ©* her:

i) Das Bild des Punktes A ist unter beiden Ahnlichkeitsabbildungen zum Punkt A’ identisch.

ii) Das Bild der Halbgeraden mit dem Anfangspunkt A durch den Punkt B ist unter bei-
den Ahnlichkeitsabbildungen aufgrund ihrer Halbgeradentreue zur Halbgeraden mit dem
Anfangspunkt A’ durch den Punkt B’ identisch.

iii) Aufgrund ihrer Halbebenentreue bilden beide Ahnlichkeitsabbildungen jede Halbebene der
Verbindungsebene (A, B, C) mit der Randgeraden (A, B) auf die gleiche Halbebene der
Verbindungsebene (A’, B', C") mit der Randgeraden (A’, B') ab.

iv) Beide Ahnlichkeitsabbildungen bilden jeden Halbraum mit der Randebene (A, B,C) auf
den gleichen Halbraum mit der Randebene (A’, B', C’) ab.

v) Beiden Ahnlichkeitsabbildungen liegt der gleiche Streckfaktor zugrunde, und zwar im Vor-
liegenden der Streckfaktor k, was mit der Verhéltnistreue der Ahnlichkeitsabildungen auf-
grund der vorausgesetzten Abstandsverhiltnisse daraus folgt, dass die Ahnlichkeitsabbil-

dungen die Punkte A, B und C auf die Punkte A’, B’ bzw. C’ abbilden.

Wir zeigen nun im Weiteren in zwei Schritten, dass die Bildpunkte eines jeden Punktes
des metrisch-normalen euklidischen Raumes unter den Ahnlichkeitsabbildungen © und ©*

zueinander identisch sind.
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1. Schritt: Mit dem ersten Beweisschritt zeigen wir, dass jeder Punkt der Verbindungsebe-
ne (A, B, C') unter der Ahnlichkeitsabbildung © und ©* den gleichen Bildpunkt besitzt. Beide
Ahnlichkeitsabbildungen erfiillen die Aussagen i)-iii). Zum einen folgt daraus, dass die Ahn-
lichkeitsabbildungen © und ©* die Halbgerade [A, B) auf die Halbgerade [A’, B) sowie die
zur Halbgeraden [A, B) komplementare Halbgerade auf die zur Halbgeraden [A’, B") komple-
mentire Halbgerade abbilden. Damit liefert die Abstandsverhiltnistreue beider Ahnlichkeits-
abbildungen, unter der Beriicksichtigung ihres nach der Aussage v) identischen Streckfaktors,
zusammen mit dem Lemma 4.1.1.1, dass jeder Punkt der Verbindungsgeraden (A, B) unter
der Ahnlichkeitsabbildung © und ©* den gleichen Bildpunkt besitzt. Zum anderen bleibt zu
zeigen, dass das Gleiche fiir jeden Punkt gilt, der in der Verbindungsebene (A, B, C), aber
nicht auf der Verbindungsgeraden (A, B) liegt:

Fiir einen solchen Punkt X betrachten wir die durch den Punkt gehende, in der Ebe-
ne (A, B,C) liegende zur Verbindungsgerade der Punkte A und B eindeutig bestimmte
orthogonale Gerade (siehe Kapitel 4.2.2 zur eindeutigen Existenz). Aufgrund ihrer Ortho-
gonalitét schneidet diese Gerade die Verbindungsgerade in genau einem Punkt X* (siehe
hierzu Kapitel 3.1.2), sodass die Halbgerade (X*, X) und deren komplementére Halbgerade
nach dem Korollar 3.2.1.12 innerhalb der Verbindungsebene (A, B, C') in unterschiedlichen
Halbebenen mit der Randgeraden (A, B) liegen. Fiir die Ahnlichkeitsabbildungen © und ©*
gilt dabei, dass sie jede der Halbebenen je auf die gleiche Halbebene der Verbindungsebe-
ne (A’, B',C") abbilden, wobei sie jeden Punkt der Verbindungsgeraden (A, B) auf den glei-
chen Punkt der Verbindungsgeraden (A’, B’) abbilden.

Zusammenfassend erhalten wir mit der Orthogonalititstreue der Ahnlichkeitsabbildungen ©
und ©*, unter Beriicksichtigung der Eindeutigkeit einer Lotgeraden innerhalb einer Ebene
des Raumes, dass das Bild der Halbgeraden [X*, X) unter beiden Ahnlichkeitsabbildungen
eine identische Halbgerade ist. Damit liefert schlieklich die Abstandsverhéltnistreue der Ahn-
lichkeitsabbildungen © und ©*, unter Beriicksichtigung ihres nach der Aussage v) identischen
Streckfaktors, zusammen mit dem Lemma 4.1.1.1, dass der Bildpunkt des Punktes X unter

beiden Ahnlichkeitsabbildungen identisch ist.

2. Schritt: Ankniipfend an den ersten Beweisschritt zeigen wir abschliefsend, dass jeder Punkt
des metrisch-normalen euklidischen Raumes, der nicht in der Verbindungsebene (A, B, C')
liegt, unter der Ahnlichkeitsabbildung © und ©* den gleichen Bildpunkt besitzt. Durch einen

solchen Punkt X betrachten wir die nach dem Satz 4.2.2.5 eindeutig bestimmte zur Verbin-
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dungsebene (A, B, C') orthogonale Gerade. Jeder Punkt der Verbindungsebene besitzt nach
dem ersten Beweisschritt unter der Ahnlichkeitsabbildung © und ©* den gleichen Bildpunkt.
Ferner bilden beide Ahnlichkeitsabbildungen nach der Aussage iv) jeden Halbraum der Ver-
bindungsebene (A, B,C) auf den gleichen Halbraum der Verbindungsebene (A’, B’, C") ab.
Schlieflich erhalten wir analog zum ersten Beweisschritt, dass der Bildpunkt des Punktes X

unter den Ahnlichkeitsabbildungen © und ©* identisch ist. O

Mit dem nachfolgenden Satz 4.4.2.7, mit der Aussage, dass die Menge aller rdumlichen Ahn-
lichkeitsabbildungen beziiglich ihrer Verkettung eine Gruppe darstellt, schliefen wir letztlich
das vorliegende Kapitel. Im Hinblick auf den Nachweis dieser Aussage treffen wir zuvor an-

kniipfend an den soeben nachgewiesenen Satz 4.4.2.5 die

Bemerkung 4.4.2.6. Der Eindeutigkeitsnachweis im Rahmen von Satz 4.4.2.5 fiir sich ge-
nommen impliziert, dass die Eindeutigkeit unter den geltenden Voraussetzungen bereits fiir
zwei Abbildungen gilt, die lediglich einige wenige Eigenschaften einer Ahnlichkeitsabbildung
erfiillen, und zwar fiir eine abstandsverhéltnis-, halbgeraden-, halbebenen- und orthogonali-
tatstreue Selbstabbildung des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=). Dariiber
hinaus impliziert der Eindeutigkeitsnachweis, dass die Eindeutigkeit zweier Ahnlichkeitsab-
bildungen sowie lediglich zweier abstandsverhaltnis-, halbgeraden-, und orthogonalitatstreu-
er Selbstabbildungen des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) bereits gilt,
wenn die beiden Abbildungen (unabhéngig der geltenden Voraussetzungen) die in dem Nach-

weis dargelegten Eigenschaften i)-v) erfiillen.

Satz 4.4.2.7. Die Menge aller raumlichen Ahnlichkeitsabbildungen des metrisch-normalen
euklidischen Raumes (P, &, G, d=) bildet mit der Relation der Verkettung o von Funktionen

eine Gruppe.

Beweis: (Eigener Beweis; Beweisansatz: Lauer 2018, S. 97f.)
Grundsatzlich gilt, dass die Komposition von Funktionen assoziativ ist. Die identische Ab-
bildung idp ist sowohl in der Menge aller zentrischen Streckungen als auch in der Menge

aller Kongruenzabbildungen enthalten (sieche Kapitel 3.4 bzw. Kapitel 4.4.1). Folglich ist
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die identische Abbildung idp nach der Definition 4.4.2.2 auch ein Element der Menge al-
ler Ahnlichkeitsabbildungen, sodass in der Menge aller Ahnlichkeitsabbildungen beziiglich
ihrer Komposition ein neutrales Element existiert. Diesbeziiglich besitzt jede Ahnlichkeits-
abbildung ein inverses Element, da wiederum jede zentrische Streckung sowie jede Kon-
gruenzabbildung eine zentrische Streckung bzw. Kongruenzabbildung als Umkehrabbildung
besitzt (siche Kapitel 3.4 bzw. Kapitel 4.4.1). Es bleibt im Weiteren zu zeigen, dass die
Menge aller Ahnlichkeitsabbildungen beziiglich ihrer Komposition abgeschlossen ist. Hierzu
sei eine Verkettung zweier Ahnlichkeitsabbildungen gegeben; es sei © := ©; 0 O,:

Wir betrachten mit dem Satz 3.1.1.2 entsprechend der Bemerkung 3.1.1.3 innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes drei verschiedene nicht kollineare Punkte A, B
und C mit ©(A) =: A, O(B) =: B’ und ©(C) =: C’. Fiir die Abbildung © als die Ver-
kettung zweier Ahnlichkeitsabbildungen gilt wie fiir die jeweiligen Ahnlichkeitsabbildungen
selbst, dass sie eine abstandsverhéltnis- sowie geradentreue (bijektive) Selbstabbildung des
Raumes ist. Letztlich erhalten wir mit dem Satz 4.4.2.5 die Existenz genauer zweier Ahn-
lichkeitsabbildungen, die den Punkt A auf den Punkt A’, den Punkt B auf den Punkt B’
und den Punkt C auf den Punkt C’ abbilden. Dabei unterscheiden sich die beiden Ahn-
lichkeitsabbildungen darin, dass sie die Halbrdume der Verbindungsebene (A, B, C) je auf
einen verschiedenen Halbraum der Verbindungsebene (A’, B',C’) abbilden. Unter Beriick-
sichtigung, dass die Abbildung © als die Verkettung zweier Ahnlichkeitsabbildungen wie die
jeweiligen Ahnlichkeitsabbildungen selbst zum einen halbraumtreue und zum anderen eine
abstandsverhéltnis-, halbgeraden-, halbebenen-, und orthogonalitéistreue (bijektive) Selbst-
abbildung des Raumes ist, erhalten wir mit der Bemerkung 4.4.2.6, dass die Verkettung ©
zu einer der beiden Ahnlichkeitsabbildungen identisch ist. Damit gilt das zu Zeigende. [






5 Geometrie zwischen Axiomatik und

Anschauung

Die in der vorliegenden Arbeit entwickelte Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es versteht sich als eine Axiomatisierung der euklidischen (Raum-)Geometrie ezplizit fiir Ma-
thematiklehrkréfte der allgemeinbildenden Sekundarstufe I und II, eine Axiomatisierung der
euklidischen (Raum-)Geometrie unter Beriicksichtigung der geometrisch-fachdidaktischen

Anforderungen an Mathematiklehrkrafte.

Fiir sich erfordert der Anspruch, mit der Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes
die euklidische (Raum-)Geometrie axiomatisch-deduktiv darzulegen, den Nachweis, dass der
Anschauungsraum — dessen mathematisch-arithmetisches Modell — ein Modell des metrisch-
normalen euklidischen Raumes darstellt. Die euklidische Geometrie verstanden in ihrer Auf-
fassung als die Geometrie des uns umgebenden Raumes, wie wir ihn wahrnehmen. In Bezug
zur Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes verstehen wir die Darlegung des
Anschauungsraumes als Modell der Theorie in Kapitel 5.1 als extern-perspektivische Be-
trachtung. Demgegeniiber steht die intern-perspektivische Betrachtung in Kapitel 5.2; wir
zeigen, dass sich der Anschauungsraum aus der Theorie des metrisch-normalen euklidischen
Raumes heraus als Teil der Theorie charakterisieren respektive in die Theorie einbetten lasst.
Die intern-perspektivische Betrachtung ist im Besonderen fachdidaktisch motiviert. Der Blick
richtet sich hier nicht zuletzt auf den Ubergang zwischen der Geometrie der Sekundarstu-
fe T und II. In der Sekundarstufe II erhélt die Analytische Geometrie als Methode Einzug
in den Geometrieunterricht; bereits bekannte geometrische Inhalte werden nun analytisch-
geometrisch diskutiert (siehe hierzu Kapitel 2.1 ,Curriculare Richtlinien®). Sowohl die intern-
perspektivische wie auch extern-perspektivische Betrachtung ist ferner in der Diskussion um
die Giite des axiomatischen Aufbaus der Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raum-

es in Kapitel 6.1 von Bedeutung.
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Dem mathematisch-arithmetischen Modell unseres Anschauungsraumes liegt der dreidimen-
sionale euklidische Vektorraum (R?, +, -) iiber der Menge R der reellen Zahlen zugrunde (vgl.
Henn/Filler 2015, S. 149 f.; Mitschka et al. 1998, S. 148). Das Modell basiert auf dem Koordi-
natisieren ,als fundamentale Idee der Mathematik® (Henn/Filler 2015, S. 149). Punkte, Gera-
den und Ebenen sowie Abstande lassen sich wie folgt charakterisieren (vgl. Henn/Filler 2015,

S. 169-185 1. 195-204):

Die Menge {A1-(1,0,0) + A2 - (0,1,0) + A3 - (0,0,1) : A1, Ao, A3 € R} = R3 beschreibt

die Menge aller Punkte.

e Fiir zwei verschiedene Punkte A und B beschreibt die Menge {A + X - (B — A): A € R}

eine Gerade; es symbolisiere G, die Menge aller Geraden.

e Fiir drei nicht kollineare, verschiedene Punkte A, B und C beschreibt die Men-

ge{A+ A - (B—A)+ X2 (C—A): A\, A2 € R} eine Ebene; es symbolisiere £, die Men-

ge aller Ebenen.!'?

e Die Abbildung d.: R?® x R® — R; (4, B) = /(b1 —a1)? + (by — a2)? + (b3 — a3)? be-

schreibt den Abstand zweier Punkte A und B.

Anlehnend an die Charakterisierung eines metrisch-normalen euklidischen Raumes bezeich-
nen wir das Quadrupel (R3 E,,G.,d._) fortan als den euklidischen (Anschauungs-)Raum;
ferner verwenden wir die bekannten, fiir einen metrisch-normalen euklidischen Raum einge-
fithrten Sprechweisen. Im Allgemeinen setzt das Kapitel (elementare) Kenntnisse der linearen

Algebra voraus. In diesem Zusammenhang sei etwa auf die Arbeiten von Beutelspacher (2014)

oder Walter (1986) verwiesen.

5.1 Der euklidische Raum — extern-perspektivisch

Ziel ist es: den euklidischen Anschauungsraum (R?E,,G.,d._) als ein Modell der Theorie

des metrisch-normalen euklidischen Raumes zu identifizieren. Hierzu zeigen wir, dass die

10Mit der definitorischen Festlegung einer Geraden ist die Voraussetzung der Nicht-Kollinearitit der Punk-
te A, B und C aquivalent dazu, dass beziiglich des hier zugrunde liegenden Vektorraums die Vektoren (B— A)
und (C' — A) linear unabhéngig sind.
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Axiome eines metrisch-normalen euklidischen Raumes innerhalb des euklidischen Anschau-
ungsraumes gelten.

Die Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes versteht sich als eine rdumliche
Erweiterung der in meiner Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie der metrisch-normalen
euklidischen Ebene (siehe hierzu Kapitel 2.2). In diesem Zusammenhang lassen sich einzel-
ne Axiome der Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes als ebene Axiome im
rdumlichen Kontext auffassen. Exemplarisch ist das Teilungsaxiom. Das Axiom fordert die
Teilung einer jeden Ebene des Raumes, nicht des Raumes selbst (siehe hierzu Kapitel 3.2.1).
Fiir die Theorie der metrisch-normalen euklidischen Ebene ist mit meiner Masterarbeit (2018,
S. 112-123) bereits nachgewiesen, dass die euklidische Anschauungsebene die jeweiligen Axio-
me erfiillt, ein Modell der Theorie ist.

Schlieflich fiihren wir im Rahmen des vorliegenden Kapitels den Nachweis, dass das Paralle-
lenaxiom, Kongruenzaxiom und Teilungsaxiom eines metrisch-normalen euklidischen Raum-
es innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes (R3,&,,G.,d._) gilt, auf die euklidische
Anschauungsebene zuriick. Direkt innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes erfolgt
der Nachweis des Linealaxioms sowie der Verbindungsaxiome fiir Geraden bzw. Ebenen. Be-
ziiglich der Punkte-, Geraden- und Ebenenmenge R?, G, bzw. &, des euklidischen Anschau-
ungsraumes zeigen wir zuvor, dass die Mengen im Sinne der Theorie des metrisch-normalen
euklidischen Raumes Punkte-, Geraden- und Ebenenmengen darstellen. Als Grundlage der
weiteren Untersuchung dient meine Masterarbeit (2018, S. 112-123), mit einer Ausnahme,

den Nachweis des Linealaxioms orientieren wir an Millman/Parker (1991, S. 42-44).

Die Menge R? aller Punkte

E's existieren mindestens zwet verschiedene Punkte —

die Menge R? beschreibt als die Menge aller Punkte des euklidischen Anschauungsrau-
mes (R3 &,,G.,d._) eine Punktemenge entsprechend der definitorischen Festlegung eines

metrisch-normalen euklidischen Raumes:

Beweis: Per definitionem enthilt die Menge R3 mindestens zwei verschiedene Elemente; sie

charakterisiert eine mindestens zweielementige Punktemenge.
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Die Menge &, aller Ebenen

Jede Ebene ist zu einer Menge map.e= {X € R®: {A, X} =4, {X,B}} fir zwei

verschiedene Punkte A und B identisch, und umgekehrt —

die Menge &, beschreibt als die Menge aller Ebenen des euklidischen Anschauungsrau-
mes (R E,,G.,d._) eine Ebenenmenge entsprechend der definitorischen Festlegung eines

metrisch-normalen euklidischen Raumes:

Beweis — Teil I: Fiir zwei verschiedene Punkte A := (ai,a2,a3) und B := (b, b, bs) sei

die Menge ma .. gegeben. Wir zeigen innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes die
Existenz einer Ebene, die Existenz eines Elementes in der Menge &, derart, dass ein Punkt
des Raumes genau dann ein Element dieser Ebene ist, wenn der Punkt ein Element der
Menge m 4 g, darstellt. Aufgrund der Verschiedenheit der Punkte A und B sind die Kompo-
nenten a; und by, as und by oder az und bs zueinander verschieden. Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit seien im Weiteren die reellen Zahlen a, und by zueinander verschieden, die bei-
den jeweils iibrigen Komponenten beliebige reelle Zahlen. Fiir einen Punkt X := (21, x9, x3)
des euklidischen Raumes gilt mit der auf dem euklidischen Abstand basierenden Definition

der Relation =4, die Aquivalenz

X S mA,B;e = \/(:Cl — a1)2 + (LEQ — CLQ)Q + (Ig — a3)2 = \/(Il — b1)2 + (IQ — b2)2 + (133 — b3)2;

wir 16sen nach der Komponenten z, auf und erhalten die Aquivalenz

X eEmape © a% + a% + ag — 2 (101 + 209 + T303) = b% + b? + bg — 2 (x1b1 + x2bo + z3b3)
& To = x1-m+x3-n+k ,
. 2 2 2 32 32 32 . .
wobei k i=toatabibioh py —bima ypd poi=b%=9% mit qy # by wie vorausgesetzt. Inner-

2-(az—bz) ’ az—ba az—bz

halb des euklidischen Raumes existiert mit den Punkten A’ :=(0,%,0), B’ :=(1,m + k,0)

und C”" :=(0,n + k, 1) per definitionem eine Ebene
€e={A+X- (B =A)+p-(C"=A)eR: N\peRy={(\k+X-m+p-n,p) € R3: A\ peR};

zusammen mit der soeben dargelegten Aquivalenz gilt, dass der Punkt X genau dann ein
Element der Menge my g, ist, wenn der Punkt X in der Ebene €, liegt. Folglich ist die

Menge ma g, zur Ebene €, innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes identisch.
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Beweis — Teil II: Es sei ein Element €.:= {A+X- (B—A)+p-(C —A) e R*: A\, u € R} der Men-

ge &, eine Ebene des euklidischen Raumes gegeben. Beziiglich des hier zugrunde liegenden
euklidischen Vektorraumes (R3,+,-) existiert das Kreuzprodukt N :=(B — A) x (C — A).
Damit betrachten wir die zueinander verschiedenen Punkte A’ := A+ N und B' := A— N

und weisen nach, dass die Ebene €, zur Menge m 4/ g/ identisch ist:

i) Wir zeigen zunéchst, dass ein Punkt X := (z1, 29, x3) der Ebene €, zu den Punkten A’
und B’ den gleichen euklidischen Abstand besitzt, also ein Element der Menge m 4/ pr.. ist.
Aufgrund der Lage des Punktes X in der Ebene €, erhalten wir mit der Definition des Punk-
tes N, dass das Skalarprodukt N -(X — A) beziiglich des euklidischen Vektorraumes (R?, +, -)
zur reellen Zahl 0 identisch ist. Hierauf fiihren wir die zu zeigende Abstandsgleichheit zuriick;

es sei A := (ay,as,a3), B := (b1,be,b3) und N := (ny,n9,n3):

(de(A', X))* = (@1 = (a1 +m1))° + (22 = (a2 +12))* + (3 = (a3 + n3))”
= (21— a1) = m)* + (w2 — az) = n2)* + (a3 — a3) — n3)”
=(X-A2+N?-2.(X-A)-N)
=(X-A?+N?*+2-((X-A)-N)

= ((z1 — a1) + 1) + (22 — ag) + n2)? + ((z3 — a3) + n3)* = (do(B', X))?

Damit sind die euklidischen Abstinde der Punkte A’ und X sowie der Punkte B’ und X

zueinander identisch.

ii) Es ist also gezeigt, dass innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes (R?, &.,G,,d._)
jeder Punkt der Ebene €, ein Element der Menge m 4/ p.. darstellt. Basierend auf dem dar-
gelegten Teilschritt I weisen wir hiermit die Gleichheit der Menge m 4 pr.. und der Ebene €,
nach. Nach dem Schritt I existiert innerhalb des euklidischen Raumes bereits eine zur Men-
ge mas pr.. identische Ebene. Es sei €.:= {A+X- (B—A)+ - (C—A) e R®: \,i € R}= mas prse;
wir zeigen letztlich die Gleichheit der Ebenen ¢, und €,. Die Ebene €, enthélt per definitionem
die Punkte A, B und C. Damit sind die Punkte aufgrund der nach dem Schritt I1.i) geltenden
Teilmengenbeziehung ebenfalls Elemente der Ebene €,. Folglich existieren reelle Zahlen A4
und Jis, Ag und fig sowie Ac und jic so, dass der Punkt (A+Xa-(B—A)+fa-(C—A)
zu dem Punkt A, der Punkt (A+Ap-(B—A)+fip- (C — 4)) zu dem Punkt B sowie der
Punkt (A+ A¢ - (B—A)+jic- (C — A)) zu dem Punkt C' identisch ist. Entsprechend erset-
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zen wir die Punkte A, B und C' in der definitorischen Festlegung der Ebene ¢, und erhalten
fiir die Ebene die Gleichung

€e={A+ (Aa+ M\ (B_a) + pAc-n)) - (B—A) + (fia + Aip—a) + piic-n)) - (C — A): A\, p € R},

wobel Ag_ay := (Ap=Xa), Ac-a) = Ac—Aa), AB-a) = (p—pa) und jc_ay = (ic—pa). Da-
mit zeigen wir zu dem Nachweis, dass die Ebene €, zur Ebene €., und somit zur Menge m 4 p.e

identisch ist, die Surjektivitidt der folgenden Funktionen:

fiRZ = R; (o, B8) = Aa+ aX(p_a) + BAc—a)
9:R* = R; (a,B) — fia + ajip—a) + Bli(c—a)-

Per definitionem ist die Ebene ¢, durch die drei Punkte A, B und C bestimmt, womit
die Punkte innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes (R?,&., G, d._) nicht kollineare
paarweise verschiedene Punkte sind. In Bezug zur Ebene €, gilt aufgrund der paarweise Ver-
schiedenheit, dass mindestens eine der beiden reellen Zahlen 5\( B—4) und fi(p_4) sowie 5\(0, A)
und fi(c—4) von der reellen Zahl 0 verschieden ist, und aufgrund der Nicht-Kollinearitét,
dass mindestens eine der beiden reellen Zahlen 5\( B—4) und /_\(C_ A) sowie fi(p_a) und fi(c— 4)
von der reellen Zahl 0 verschieden ist. Seien die reellen Zahlen /_\(C_ Ay und fic—a) von der
reellen Zahl 0 verschieden, so existiert fiir eine reelle Zahl v in der Menge R? ein Ele-
ment (0, ((v —Aa)/Ac—a))), dessen Bild unter der Funktion f zur reellen Zahl + identisch
ist, sowie ein Element (0, ((y — fia)/fi(c—a))), dessen Bild unter der Funktion g zur reellen
Zahl ~ identisch ist. Analoges gilt im Falle, dass die reellen Zahlen 5\( B—4) und fi(p_a), die

reellen Zahlen 5\( B—a) und fi(c_4) oder die reellen Zahlen 5\(@_ 4) und ji(p_4) von der reellen

Zahl 0 verschieden sind; und somit gilt die Surjektivitdt der beiden Funktionen f und g.

Die Menge G, aller Geraden
Jede Gerade ist zum Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen identisch

und umgekehrt, ist jeder Schnitt zweier solcher Ebenen gleich einer Geraden —

die Menge G, beschreibt als die Menge aller Geraden des euklidischen Anschauungsrau-
mes (R3, &, G.,d._) eine Geradenmenge entsprechend der definitorischen Festlegung eines

metrisch-normalen euklidischen Raumes:

Beweis — Teil I: Es seien zwei verschiedene, nicht disjunkte Ebenen €, und 7. gegeben. In

Bezug zu dem zugrunde liegenden Vektorraum (R?, +,-) stellt jede Ebene des euklidischen
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Anschauungsraumes (R?, £, G, d._) eine zweidimensionale lineare Mannigfaltigkeit dar. Ent-
sprechend ist die Menge aller Geraden gleich der Menge aller linearen eindimensionalen
Mannigfaltigkeiten. Zum Nachweis, dass der Schnitt der Ebenen ¢, und 7. innerhalb des
euklidischen Raumes zu einer Gerade identisch ist, zeigen wir, dass der Schnitt beziiglich des
zugrundeliegenden Vektorraums eine eindimensionale lineare Mannigfaltigkeit darstellt.

Allgemein ist die Schnittmenge zweier nicht disjunkter linearer Mannigfaltigkeiten wiederum
eine lineare Mannigfaltigkeit. Bleibt zu zeigen, dass die Schnittmenge der Ebenen ¢, und 7,
eindimensional ist. Beriicksichtigend, dass auch die Summe zweier linearer Mannigfaltigkei-

ten wiederum eine lineare Mannigfaltigkeit darstellt, greifen wir hierzu auf die entsprechende

Dimensionsformel zuriick; es gilt
dim(e. Nne) = dim(e.) + dim(ne) — dim(ee + ne)-

Die Ebenen €, und 7. sind als lineare Mannigfaltigkeiten zweidimensional. Die Summe aus
beiden Ebenen besitzt als lineare Mannigfaltigkeit eine Dimension, die kleiner als oder iden-
tisch zur Dimension des hier zugrundeliegenden Vektorraums (R3, +, ) ist. Im Vergleich zu
den Ebenen €, und 7, ist die Dimension der Summe andererseits grofer, da die Ebenen ver-
schieden sind. Die Summe der Ebenen €, und 7, beschreibt also eine dreidimensionale lineare
Mannigfaltigkeit. Zusammenfassend besitzt der Schnitt der Ebenen €, und 7, mit der obigen
Dimensionsformel als lineare Mannigfaltigkeit die Dimension eins; schliefslich ist der Schnitt

zu einer Geraden des euklidischen Anschauungsraumes (R?, &, G,,d._) identisch.

Beweis — Teil II: Es sei eine Gerade ge:= {A+ X - (B — A): A € R} innerhalb des metrisch-

normalen euklidischen Raumes gegeben. Wir weisen nach, dass die Gerade zum Schnitt zweier
verschiedener, nicht disjunkter Ebenen identisch ist. Hierzu leiten wir zunédchst die Existenz
zweier verschiedener Ebenen her, deren Schnitt jeden Punkt der Geraden g. enthélt, und

beweisen letztlich die Gleichheit dieser Schnittmenge und der Geraden:

i) Wir zeigen fiir die Gerade g. die Existenz zweier verschiedener Ebenen, in denen je die Ge-
rade liegt. Die Gerade ist per definitionem durch die Punkte A und B bestimmt. Damit sind
die Punkte zueinander verschieden; es sei A := (ay, as, ag) und B := (by, be, b3). Wir wihlen ei-
ne reelle Zahl x derart, dass wir mit den Punkten C} := (by+, by, b3) und Cy := (by—x, b, b3)
zwei weitere zueinander verschiedene, je zu den Punkten A und B verschiedene Punkte inner-
halb des euklidischen Anschauungsraumes betrachten. Beziiglich des hier zugrunde liegenden

Vektorraumes (R?, +, ) sind damit die Vektoren (C; — A) und (Cy — A) jeweils zum Vek-
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tor (B—A) linear unabhéngig. Zusammenfassend erhalten wir mit den Punkten A, B und C4

sowie A, B und Cy per definitionem je eine Ebene, zwei verschiedene Ebenen

e ={A+XN - (B—A) +pu-(Ci —A): \i,;;1 € R} und

Me={A+ Xy (B—A)+pz-(Co— A): Ay, pi2 € R}.

Sind die reellen Zahlen p; und pus fest, gleich der reellen Zahlen 0, so sind die beiden Ebe-
nen jeweils zur Geraden g, identisch; schliefilich existieren mit den Ebenen €, und 7, zwei

verschiedene Ebenen, in denen jeweils die Gerade g, liegt.

ii) Es ist also gezeigt, dass innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes (R?,&.,G.,d._)
jeder Punkt der Geraden g. im Schnitt der Ebenen €, und 7. liegt. Basierend auf dem be-
reits dargelegten Teilschritt I weisen wir hiermit nach, dass die Gerade und die Schnittmenge
zueinander identisch sind. Nach dem Teilschritt I existiert innerhalb des euklidischen An-
schauungsraumes bereits eine zur Schnittmenge der Ebenen e, und 7. identische Gerade.
Es sei ge:= {A+ X (B — A): X\ € R} =(e, N1,); wir zeigen letztlich die Gleichheit der Ge-
raden g, und g.. Die Gerade g, enthélt per definitionem die Punkte A und B. Damit sind
die Punkte aufgrund der nach dem Schritt II.i) geltenden Teilmengenbeziehung ebenfalls
Elemente der Geraden g,. Folglich existieren zwei reelle Zahlen A4 und Ap derart, dass der
Punkt (A+ X4 - (B — A)) zu dem Punkt A und der Punkt (A + Ag - (B — A)) zu dem Punkt B
identisch ist. Entsprechend ersetzen wir die Punkte A und B in der definitorischen Festle-

gung der Geraden g, und erhalten fiir die Gerade die Gleichung
ge = {A+ P+ A0s— A) - (B—A): AeR),

Damit zeigen wir zu dem Nachweis, dass die Gerade g. zur Geraden g., und somit zum

Schnitt der Ebenen €, und 7. identisch ist, die Surjektivitat der folgenden Funktion:
FiR=R; ar M +aldg— ),

Per definitionem enthélt die Gerade g. die Punkte A und B, womit die beiden Punk-
te innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes zueinander verschieden sind. In Bezug
zur Geraden g, gilt damit, dass die Differenz aus den reellen Zahlen A4 und Ap zur re-
ellen Zahl 0 verschieden ist. Damit existiert fiir eine reelle Zahl [ in der Menge R ein
Element ((8—Xa)/(Ap — Aa)), dessen Bild unter der Funktion f gleich der reellen Zahl g

ist. Damit ist die Surjektivitdt der Funktion f gezeigt.
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Verbindungsaxiom-Geraden (V)

Durch zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade.

Beweis: Es seien A und B zwei verschiedene Punkte des euklidischen Raumes (R?, &, G, d._).
Damit existiert die Gerade {A+\-(B—A): A € R} innerhalb des Anschauungsraumes, wobei
der Punkt (A+0- (B — A)) der Geraden gleich dem Punkt A sowie der Punkt (A +1- (B — A))
gleich dem Punkt B ist. Die zu zeigende Eindeutigkeit der Geraden als diejenige Gerade in-
nerhalb des euklidischen Anschauungsraumes, die durch die Punkte A und B geht, folgt
umgehend aus dem Teilschritt I1.ii) des vorherigen Abschnittes, genauer aus dem Nachweis,

dass die Geraden g, und g, identisch sind.

Verbindungsaxiom-Ebenen (V)

Durch drei nicht kollineare Punkte geht eine Ebene.

Beweis: Es seien A, B und C drei nicht kollineare Punkte des euklidischen Anschauungsrau-
mes (R3 &.,G.,d._) . Die Punktemenge R? ist mindestens zweielementig, sodass die Punk-
te A, B und C aufgrund ihrer Nicht-Kollinearitdt nach dem soeben bewiesenen Axiom Vg
innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes nicht identisch sind; weiter sind die Punkte
aufgrund ihrer Nicht-Kollinearitét nach dem Axiom Vg paarweise verschieden. Die Punkte
bestimmen somit per definitionem eine Ebene {A+X-(B—A)+pu-(C—A): A\, u € R} innerhalb
des euklidischen Raumes, sodass der Punkt A zum Punkt (A+0-(B—A)+0-(C — A)) der
Ebene sowie der Punkt B zum Punkt (A+1-(B—A)+0-(C — A)) und der Punkt C' zum
Punkt (A+0-(B—-A)+1-(C — A)) identisch ist.

Mit der Existenz dieser Ebene ist hier die Giiltigkeit des Axioms innerhalb des euklidischen
Anschauungsraumes (R?, &, G.,d._) begriindet. Analog zum soeben erfolgten Nachweis des
Axioms Vg folgt die Eindeutigkeit der Ebene aus dem Teilschritt I1.ii) des Abschnittes
,Die Menge &, aller Ebenen®. Die eindeutige Existenz einer solchen Ebene ist zum spéteren

Nachweis des Parallelen- und Kongruenzaxioms innerhalb des euklidischen Anschauungsrau-

mes relevant.
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Linealaxiom (L)

Fiir jede Gerade g existiert eine bijektive Funktion f: g — R, sodass der Ab-
stand d(A, B) zweier auf der Gerade g liegender Punkte A und B zur Betragsmetrik
ihrer beiden Bildpunkte f(A) und f(B) beziglich der Funktion f identisch ist.

Beweis: Es sei eine Gerade g.:= {A+ \- (B — A): A\ € R} innerhalb des euklidischen Raum-
es (R3,&.,G.,d._) gegeben. Fiir jeden Punkt X der Geraden g, existiert entsprechend derer

definitorischen Festlegung genau eine reelle Zahl Ay so, dass der Punkt (A+ Ax - (B — A))
gleich dem Punkt X ist. Folglich existiert die Funktion

f:ge%R; X:(A_‘_)\X(B_A))H)\Xde(AyB)a

und wir zeigen, dass mit dieser Funktion fiir die Gerade g, die Aussage des Linealaxioms

innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes (R?, &,, G, d._) gilt:

Teil I: Wir zeigen zunéchst die Bijektivitdat der Funktion f. Den Nachweis gliedern wir wie-
derum in den Nachweis der Injektivitdt und Surjektivitat.

Injektivitdt: Es seien zwei verschiedene Punkte X; und X5 der Geraden g. gegeben. Mit der
definitorischen Festlegung der Geraden g, existieren (genau) zwei reelle Zahlen Ay, und Ay,
so, dass der Punkt X; gleich dem Punkt (A + Ax, - (B — A)) und der Punkt X, gleich dem
Punkt (A + Ax, - (B — A)) ist. Dabei sind die reellen Zahlen aufgrund der Verschiedenheit der
Punkte X; und X, ebenfalls zueinander verschieden. Hieraus folgt mit der definitorischen
Festlegung der Funktion f wiederum, dass die Bildpunkte f(X;) und f(X3) der Punkte X
bzw. X5 unter der Funktion f zueinander verschieden sind. Folglich gilt die Injektivitat der
Funktion f.

Surjektivitit: Es sei eine reelle Zahl y gegeben. Per definitionem ist die Gerade g, durch die
Punkte A und B bestimmt. Damit sind die beiden Punkte zueinander verschieden. Folglich
ist der euklidische Abstand d.(A, B) der Punkte eine zur reellen Zahl 0 verschiedene reelle

Zahl. Auf der Geraden g, existiert hiermit der Punkt (A+ B—A)), dessen Bild unter

de(i/LB) (
der Funktion f gleich der reellen Zahl y ist. Folglich gilt die Surjektivitdt der Funktion f.

Teil II: Fiir zwei beliebige Punkte X; und X, der Geraden g, zeigen wir, dass deren eukli-
discher Abstand zur Betragsmetrik ihrer Bildpunkte f(X;) und f(X5) identisch ist. Mit der
definitorischen Festlegung der Geraden g, existieren (genau) zwei reelle Zahlen Ay, und Ay,

so, dass der Punkt X, gleich dem Punkt (A + Ax, - (B — A)) und der Punkt X, gleich dem
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Punkt (A4 \x, - (B — A)) ist. Fiir den euklidischen Abstand der Punkte X; und X, gilt

damit die folgende Gleichung, es sei A := (a1, as,a3) und B := (by, by, b3):

de(X1,X2) = /(s = Axy) - (b1 — a0))® + (s = Axy) - (b2 — 02))° + (s — Ax,) - (b — a3))?

= /O, = Ax)2 - (b — a)? + (b2 — a2)? + (b3 — a2)?)

=V (Axy = Ax,)2 V(b1 — a1)? + (by — a2)? + (b3 — a3)?

= [(Ax, = Ax))| - de(A, B) = |Ax, - de(A, B) = Ax, - de(A, B)| = [f(X2) — f(X1)]

Es gilt, dass der euklidische Abstand der Punkte X; und X, zur Betragsmetrik ihrer Bild-

punkte unter der Funktion f identisch ist.

Parallelenaxiom (P) / Kongruenzaxiom (K) / Teilungsaxiom (T)

(P) Fiir eine Gerade g und einen nicht auf dieser Gerade liegender Punkt A existiert

genau eine durch den Punkt A gehende, zur Geraden g disjunkt parallele Gerade.

(K) Beziiglich eines Parallelogramms (A, B, C, D) ist der Abstand der Punkte A und B
sowie der Abstand der Punkte C' und D identisch.

(T) Jede Ebene wird durch jede in ihr liegende Gerade g in zwei (offene) Halbebenen
mit der Randgeraden g geteilt.

Das Teilungsaxiom charakterisiert ein ebenes Axiom im rdumlichen Kontext; es fordert die
Teilung einer jeden Ebene innerhalb des Raumes (nicht die des Raumes selbst). Mit meiner
Masterarbeit (2018, S. 112-123) erfolgte bereits der Nachweis, dass die Aussage des Axioms
in der euklidischen Anschauungsebene gilt. (Siehe eingangs des vorliegenden Kapitels 5.1.)

Die euklidische Anschauungsebene ist analog wie der (zu Beginn des Kapitels dargeleg-
te) euklidische Anschauungsraum (R3,€&,,G.,d._) beschrieben. Statt des euklidischen Vek-
torraums (R?, +,) liegt der euklidische Vektorraum (R? +,-) zugrunde — die Menge aller
Ebenen existiert nicht. In Bezug zu dem zugrundeliegenden Vektorraum beschreibt der eu-

klidische Abstand sowohl innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes als auch innerhalb

der euklidischen Anschauungsebene eine durch die euklidische Norm induzierte Metrik, wo-
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bei die Norm wiederum durch das Standardskalarprodukt induziert ist. Die Ebenen des
euklidischen Anschauungsraumes lassen sich beziiglich des zugrunde liegenden euklidischen
Vektorraums (R3, +,-) als einen zweidimensionalen euklidischen Untervektorraum bzw. als
eine zweidimensionale lineare Mannigfaltigkeit eines solchen Untervektorraums auffassen.
Die euklidische Anschauungsebene wiederum beschreibt einen zweidimensionalen euklidi-
schen Vektorraum. Besitzen zwei endlich dimensionale euklidische Vektorraume die gleiche
Dimension, so sind sie zueinander (isometrisch) isomorph (vgl. Walter 1986, S. 210-212). Fiir
die Ebenen des euklidischen Anschauungsraumes (R?, &, G, d._) erhalten wir zusammenfas-
send, dass sie in diesem algebraischen Sinne, hiermit aber auch hinsichtlich ihrer geometri-
schen Struktur zur euklidischen Anschauungsebene isomorph sind: Jede Ebene des Raumes
ist zu dem Bild der euklidischen Anschauungsebene unter einer abstands- und geradentreu-
en Bijektion identisch, und umgekehrt. Auf dieser Grundlage fithren wir die Giiltigkeit des
Parallelen-, Kongruenz- und Teilungsaxioms innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes
auf die mit meiner Masterarbeit (2018, S. 112-123) gezeigten Giiltigkeit der entsprechenden
Aussagen in der euklidischen Anschauungsebene zurtick.

Hierzu zeigen wir im Einzelnen, dass neben dem Teilungsaxiom auch die beiden iibrigen Axio-
me im raumlichen Kontext ebene Axiome darstellen, sich ihre Aussagen also auf eine Ebene
des Raumes beziehen. Ferner zeigen wir, dass die mit den Axiomen beschriebenen geometri-
schen Sachverhalte unter einer bijektiven, geraden- und abstandstreuen Abbildung — wie sie
von jeder Ebene des euklidischen Anschauungsraumes auf die euklidische Anschauungsebene

existiert (siehe zuvor) — invariant sind:

Beweis — Parallelenaziom: Das Axiom charakterisiert fiir eine Gerade g und einen nicht auf

dieser Geraden liegenden Punkt A die eindeutige Existenz einer Geraden, die durch den
Punkt A geht, zur Geraden ¢ disjunkt ist und mit der Geraden g gemeinsam in einer Ebe-
ne liegt. Basierend auf den im Rahmen des vorliegenden Kapitels innerhalb des euklidischen
Anschauungsraumes bereits nachgewiesenen Axiomen sowie der Darlegung der Geradenmen-
ge G, des Raumes erhalten wir wie innerhalb eines metrisch-normalen euklidischen Raumes
mit der Aussage des Satzes 3.1.1.4, dass im Allgemeinen eine Gerade und einen nicht auf
dieser Geraden liegender Punkt gemeinsam in genau einer Ebene liegen. Letztlich charakte-
risiert das Parallelenaxiom eine inzidenzgeometrische Existenz- und Eindeutigkeitsaussage,
bezogen auf genau eine Ebene des Raumes. Schliefslich erhalten wir mit der Giiltigkeit des

Axioms in der euklidischen Anschauungsebene aufgrund der existierenden abstands- und ge-
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radentreuen Bijektion zwischen einer jeden Ebene des euklidischen Anschauungsraumes und
der euklidischen Anschauungsebene, dass das Parallelenaxiom innerhalb des euklidischen

Anschauungsraumes gilt.

Beweis — Kongruenzaziom: Beziiglich eines Parallelogramms (A, B, C, D) trifft das Axiom

eine abstandsgeometrische Aussage, und zwar dass der Abstand der Punkte A und B zum
Abstand der Punkte C' und D identisch ist. Mit dem im Rahmen des vorliegenden Kapi-
tels bereits nachgewiesenen Verbindungsaxiom-Geraden sowie der erfolgten Darlegung der
Geradenmenge G, gilt innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes analog wie innerhalb
eines metrisch-normalen euklidischen Raumes die Aussage des Satzes 2.2.2.1. Damit be-
schreibt jedes Parallelogramm innerhalb des euklidischen Raumes zur Definition in einem
metrisch-normalen euklidischen Raum entsprechend als Polygon eine ebene Figur. Ein Poly-
gon beschreibt dabei einen Streckenzug; das Parallelogramm zeichnet sich hier dadurch aus,
dass die Seitengeraden (A, B) und (C, D) sowie die Seitengeraden (B, C') und (A, D) disjunkt
sind. Unter der von jeder Ebene des euklidischen Anschauungsraumes auf die euklidische An-
schauungsebene existierenden Bijektion wird aufgrund derer Abstands- und Geradentreue
(was zugleich die Zwischen- und letztlich die Streckentreue impliziert) ein Parallelogramm
wiederum auf ein Parallelogramm abgebildet. Mit der Giiltigkeit des Kongruenzaxioms inner-
halb der euklidischen Anschauungsebene erhalten wir schlieflich die Giiltigkeit des Axioms

innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes.

Beweis — Teilungsaxiom: Die mit dem Axiom dargelegten Halbebenen einer Ebene beziiglich

einer in der Ebene liegenden Geraden zeichnen sich durch drei Aspekte aus. Erstens, dass sich
die Gerade und die Strecke zweier in derselben Halbebenen liegender Punkte nicht schnei-
den. Zweitens, dass sich die Gerade und die Strecke zweier in verschiedenen Halbebenen
liegender Punkte schneiden. Drittens, dass die beiden Halbebenen disjunkt sind. Unter der
von jeder Ebene des euklidischen Anschauungsraumes auf die euklidische Anschauungsebene
existierenden Bijektion ist aufgrund derer Geraden- und Abstandstreue zugleich eine Stre-
cke entsprechend zur Definition in einem metrisch-normalen euklidischen Raum invariant.
Schlieflich erhalten wir mit der Giiltigkeit des Teilungsaxioms in der euklidischen Anschau-
ungsebene, dass das Axiom in jeder Ebene des euklidischen Anschauungsraumes und damit

in dem Raum selbst gilt.
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5.2 Der euklidische Raum — intern-perspektivisch

Ziel ist es: den euklidischen Raum (R3, &,, G, d._) aus der Theorie des metrisch-normalen eu-
klidischen Raumes heraus als Teil der Theorie zu charakterisieren respektive in die Theorie
einzubetten. Hierzu zeigen wir die Existenz eines [somorphismus von dem metrisch-normalen
euklidischen Raum (P, &, G, d=) — als formales Modell der Theorie — auf den euklidischen An-
schauungsraum (R3 &, G.,d._); jedes (explizite) Modell der Theorie des metrisch-normalen
euklidischen Raumes ist letztlich zu dem euklidischen Anschauungsraum als ein nach dem
Kapitel 5.1 explizites Modell der Theorie isomorph (vgl. hierzu auch Kowol 2009, S. 641.).
Ein Isomorphismus beschreibt hier eine bijektive Abbildung von der Punktemenge P auf die
Punktemenge R3, unter der die elementaren geometrischen Strukturen des Raumes, die dem
axiomatischen Aufbau zugrunde liegen, invariant sind (vgl. zusétzlich Kowol 2009, S. 64).

Den Nachweis gliedern wir sukzessiv in vier Schritte. Elementar ist der Existenznachweis ei-
ner Bijektion f von der Punktemenge P auf die Punktemenge R?. Im zweiten Schritt zeigen
wir, dass der Abstand zweier Punkte innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes
zum Abstand ihrer Bildpunkte unter der Bijektion f innerhalb des euklidischen Raumes iden-
tisch ist. Im dritten und vierten Schritt zeigen wir, dass die Bijektion die Ebenenmenge £
auf die Ebenenmenge &£, bzw. die Geradenmenge G auf die Geradenmenge G, abbildet. Die
Struktur des Beweises sowie die Beweisschritte im Einzelnen sind explizit fiir die Theorie des
metrisch-normalen euklidischen Raumes der vorliegenden Arbeit entwickelt und dargelegt; in
diesem Zusammenhang sei die Arbeit von Mitschka et al. (1998, S. 147-149) als Impulsarbeit
genannt. Der Nachweis der Funktion f als abstandstreue Abbildung im zweiten Beweisschritt
erfordert die Giiltigkeit des Satzes des Pythagoras innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes (P, €&, G, d=). Aufgrund dessen erfolgt im Rahmen des vorliegenden Kapitels

mit dem ,Schritt 0 zunéchst die Herleitung des Satzes.

Schritt 0: Der Satz des Pythagoras

FEs sei ein Dreieck (A, B,C), dessen Seitengeraden (A,C) und (B, C) orthogonal sind, gege-

ben. Dann gilt die Gleichung
(d(A, B))? = (d(A,C))* + (d(B,C))*;

die Linge der Seite [A, B] zum Quadrat ist zur Summe der beiden ibrigen, jeweils quadrier-

ten Seitenldngen des Dreiecks (A, B,C') identisch.
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Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=) beschreibt das Drei-
eck (A, B,C) als Polygon eine ebene Figur, wobei nach dem Satz 3.1.1.1 die zugrunde
liegende Ebene aufgrund der Nicht-Kollinearitdt der Eckpunkte A, B und C eindeutig be-
stimmt ist. Der Satz des Pythagoras stellt grundsétzlich eine ebene-geometrische Aussa-
ge dar. Den Nachweis des Satzes fithren wir innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P, €&, G, d=) letztlich eingeschrénkt in einer Ebene € des Raumes als eine nach dem
Satz 2.2.2.6 metrisch-normale euklidische Ebene (¢, G|, =4|.), entsprechend der in meiner
Masterarbeit (2018) entwickelten Theorie. (Jede Ebene beschreibt innerhalb des Raumes
eine metrisch-normale euklidische Ebene samt der fiir die Theorie gewonnenen Erkennt-
nisse, umgekehrt gilt nach dem Kapitel 2.2 zugleich, dass die eingeschriankt in der Ebene
als metrisch-normale euklidische Ebene hergeleiteten Erkenntnisse gemeinhin fiir eine jede
metrisch-normale euklidische Ebene gelten.)

Innerhalb der metrisch-normalen euklidischen Ebene (€, G|., =4|¢) fithren wir zunéchst ori-
entierend an Mitschka et al. (1998, S. 100-102) und Filler (1993, S. 97-99) eine Moglichkeit
zum Vergleich zweier Winkel sowie orientierend an Mitschka et al. (1998, S. 56) den Begriff

des ,rechten Winkels* ein:

e Ein innerer Winkel £; ABC heikt kleiner als ein innerer Winkel £;A’B’C’, wenn unter einer
Kongruenzabbildung ein Schenkel des Winkels /; ABC' auf einen Schenkel des Winkels /; A’B'C’
und der {ibrige Schenkel in das innere Winkelfeld int(W, p:c) abgebildet wird.

Basierend auf der Aussage des Lemmas 4.1.1.1 ist mit dem ebenen-geometrischen Pendant
zum Satz 4.3.3.2 der vorliegenden Arbeit fiir zwei Winkel gemeinhin eine Kleinerrelation exis-
tent (vgl. Mitschka et al. 1998, S. 100). Dabei liefert das ebene-geometrische Pendant zum
Satz 4.3.1.6 mit der Aussage des Lemmas 4.1.1.1, dass die Schenkel eines Winkels mittels
einer Kongruenzabbildung stets aufeinander abgebildet werden kénnen, womit die Repréasen-
tantenunabhéngigkeit der Kleinerbeziehung gilt, in dem Sinne, dass diese unabhéngig von

der Wahl der aufeinander abgebildeten Schenkel ist.

e Ein innerer Winkel /;ABC wird als rechter Winkel bezeichnet, wenn die zugrunde liegenden
Verbindungsgeraden (A, B) und (B, C) beziiglich der beiden Schenkel des Winkels zueinander

orthogonal sind.
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Mit der Einfiihrung des Begriffs des rechten Winkels zeigt sich, dass die Aussage des Satzes
des Pythagoras wie eingangs dargelegt Bezug auf ein Dreieck nimmt, das an einem seiner
Eckpunkte einen rechten inneren Winkel besitzt; ein solches Dreieck wird als rechtwinklig
bezeichnet (vgl. Schroder 2014a, S. 49), der innere Winkel an einem Eckpunkt eines Drei-
ecks im Allgemeinen als Innenwinkel (vgl. Filler 1993, S. 105). Basierend auf der Aussage
des Lemmas 4.1.1.1 folgt mit dem ebenen-geometrischen Pendant zum Satz 4.3.3.2 aus der
Orthogonalitéatstreue einer Kongruenzabbildung fiir zwei rechte Winkel, dass sie stets zuein-
ander kongruent sind.

Innerhalb der metrisch-normalen euklidischen Ebene (€, G|, =4/c) beweisen wir den Satz des
Pythagoras schlieflich unter Riickgriff auf die Ahnlichkeitsbeziehungen zwischen Dreiecken.
Im Speziellen nutzen wir den in meiner Masterarbeit (2018, S. 99) im Rahmen der Theo-
rie der metrisch-normalen euklidischen Ebene bewiesenen Hauptéhnlichkeitssatz!! (siehe zur
Ahnlichkeit im Allgemeinen auch Kapitel 4.4 der vorliegenden Arbeit). Ferner bendtigen
wir das im Weiteren nachgewiesene Lemma 0.1; zum Nachweis des Lemmas sei angemerkt,
dass in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene analog der Beweis der Aussage des Sat-
zes 3.2.1.6 sowie der Teilaussage a) des Korollars 3.2.1.12 gilt, also die jeweiligen Aussagen

uneingeschrankt in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene gelten:

Satz-Masterarbeit 5.2.2.7. (Hauptihnlichkeitssatz) Sind zwei verschiedene Innenwinkel eines Drei-
ecks zu je einem Innenwinkel eines zweiten Dreiecks kongruent, so sind die beiden Dreiecke zuein-

ander ahnlich.

Lemma 0.1. Es sei (P,G,=,) := (6,G|.,=4/|c) eine metrisch-normale euklidische Ebene.
Fiir ein rechtwinkliges Dreieck (A, B, ') mit einem rechten Innenwinkel /; ACB liegt der
Lotfufpunkt des Punktes C' auf der Seitengerade (A, B) zwischen den Punkten A und B.

Beweis: (Eigener Beweis)

Durch den Punkt C' existiert innerhalb der metrisch-normalen euklidischen Ebene genau eine
zur Verbindungsgeraden (A, B) orthogonale Gerade mit genau einem Lotfullpunkt (siehe Ka-
pitel 4.2.2); es sei g := (C' L (A, B)) mit D := {-}"1(gN (A, B)). Den Nachweis differenzieren

wir im Weiteren in drei Schritte.

HStatt wie in meiner Masterarbeit (2018) von dem ,,Ahnlichkeitssatz WW<* zu sprechen, wird der Satz in
der vorliegenden Arbeit in Anlehnung an Filler (1993, S. 120) als Hauptéahnlichkeitssatz bezeichnet.
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1. Schritt: Wir betrachten mit dem Parallelenaxiom innerhalb der metrisch-normalen eukli-
dischen Ebene ¢ durch den Punkt B die eindeutig bestimmte zur Verbindungsgerade (A, C')
disjunkt parallele Gerade sowie die eindeutig zur Geraden g disjunkt parallele Gerade; es
sei W := (B || (A,C)) und ¢’ := (B | g).

Fiir die Gerade ¢’ folgt aus den in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene geltenden
Parallelitéits- /Orthogonalitéatsbeziehungen (siehe hierzu Kapitel 4.2.2), dass die Gerade eben-
so wie die Gerade g zur Verbindungsgerade (A, B) orthogonal ist. Zusammen mit der Aus-
sage des Satzes 3.2.1.6 erhalten wir auf der Geraden ¢’ die Existenz eines Punktes C’ derart,
dass die Punkte C' und C’ beziiglich der Verbindungsgeraden (A, B) gemeinsam in einer
Halbebene liegen und der innere Winkel Z; ABC" ein rechter Winkel ist. Dabei ist eben die
Verbindungsgerade der Punkte B und C” zur Geraden ¢’ identisch.

Der Innenwinkel Z; AC' B des Dreiecks (A, B, C) ist nach Voraussetzung des hier zu zeigenden
Lemmas ein rechter Winkel, sodass die Gerade h' wie die Gerade (A, C) nach den in einer
metrisch-normalen euklidischen Ebene geltenden Parallelitéts-/Orthogonalitétsbeziehungen
zur Verbindungsgerade (B, C') orthogonal ist (siehe hierzu Kapitel 4.2.2). Beztiglich der Gera-
den A’ folgt aus derer disjunkten Parallelitdt zur Verbindungsgerade (A, C') fiir die Punkte A
und C, dass diese gemeinsam in einer Halbebene der Geraden h' liegen. Letztlich erhalten
wir auf der Geraden A’ mit der Aussage des Satzes 3.2.1.6 die Existenz eines Punkt C*,
sodass der innere Winkel Z;C BC* ein rechter Winkel derart ist, dass wir zusammen mit der
Teilaussage a) des Korollars 3.2.1.12 erhalten, dass der innere Winkel Z;ABC kleiner als
dieser rechte Winkel ist.

Zusammenfassend liefert das Vorherige, dass der Punkt C' gemeinsam mit dem Punkt A
in einer Halbebene beziiglich der Geraden ¢ liegt; denn anderenfalls ergibt sich ein Wider-
spruch: Es sei angenommen, dass der Punkt C' beziiglich der Geraden ¢’ in einer anderen
Halbebene als der Punkt A liegt. Dann folgt aus der gemeinsamen Lage der Punkte C' und C’
in einer Halbebene beziiglich der Verbindungsgerade (A, B) mit der Teilaussage a) des Korol-
lars 3.2.1.12, dass der rechte Winkel /; ABC" kleiner als der innere Winkel /; ABC' ist. Dabei
ist der innere Winkel Z/; ABC' nach dem Vorherigen kleiner als der rechte Winkel £/,CBC™.
Schlieflich erhalten wir einen Widerspruch dazu, dass zwei rechte Winkel aufgrund der Or-

thogonaliatstreue einer Kongruenzabbildung stets zueinander kongruent sind.
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2. Schritt: Wir betrachten mit dem Parallelenaxiom innerhalb der metrisch-normalen eukli-
dischen Ebene € durch den Punkt A die eindeutig bestimmte zur Verbindungsgerade (B, C')
disjunkt parallele Gerade sowie die eindeutig bestimmte zur Geraden ¢ disjunkt parallele
Gerade; es sei B := (A || (B,C)) und ¢"” := (A || g). Analog zum vorherigen Beweisschritt
erhalten wir, dass der Punkt C beziiglich der Geraden ¢” in derselben Halbebene wie der

Punkt B liegt.

3. Schritt: Fiir die Gerade g und ihre Parallelen ¢’ und ¢” erhalten wir aufgrund der Nicht-
Kollinearitdt der Punkte A, B und C' als die Eckpunkte des Dreiecks (A, B,C') mit der
Eigenschaft der Parallelitit als Aquivalenzrelation in einer metrisch-normalen euklidischen
Ebene (siehe hierzu Kapitel 3.1.2), dass die Geraden paarweise disjunkt (parallel) sind. Be-
ziiglich der Geraden ¢’ und ¢” liegt der Punkt C' nach den vorherigen Beweisschritten in
der gleichen Halbebene wie der Punkt A bzw. B, sodass die durch den Punkt C' gehende
Gerade g ebenfalls im Schnitt dieser beiden Halbebenen liegt. Fiir den Lotfufspunkt D der
Geraden ¢ als die durch den Punkt C' gehende, zur Verbindungsgerade (A, B) orthogonale
Gerade erhalten wir damit aufgrund der Teilaussage a) des Korollars 3.2.1.12, dass der Lot-

fulpunkt zwischen den Punkten A und B liegt. 0J

Satz 0.2. (Satz des Pythagoras) Es sei (P,G,=4) = (¢,G|c,=ale) eine metrisch-normale
euklidische Ebene. Fiir ein rechtwinkliges Dreieck (A, B,C') mit einem rechten Innenwin-

kel Z,AC'B gilt die Gleichung
(d(A, B))* = (d(A,C))* + (d(B, €))%

die Lange der Seiten [A4, C| und [B, C] je zum Quadrat sind in der Summe gleich der Lénge
der Seite [A, B] zum Quadrat.

Beweis: (vgl. Kasten/Vogel 2018, S. 134f.)

Wir betrachten durch den Punkt C' das eindeutig bestimmte Lot auf die Verbindungsge-
rade (A, B) mit dessen eindeutig bestimmten Lotfufspunkt (siehe hierzu Kapitel 4.2.2); der
Lotfulspunkt sei als der Punkt D bezeichnet. Nach dem Lemma 0.1 liegt der Punkt D auf

der Verbindungsgeraden (A, B) zwischen den Punkten A und B. Mit den inneren Win-
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keln Z;ADC und £;BDC' existieren letztlich zwei verschiedene rechte Winkel. Die beiden
Winkel sind als rechte Winkel je zum rechten Winkel /; AC'B kongruent.
Fiir sich liefert die Lage des Punktes D zwischen den beiden Punkten A und B einerseits

die Gleichung
d(A,D)+d(B,D) =d(A, B)

und andererseits, dass die Winkel Z;CAD und Z;C AB sowie die Winkel Z,CBD und Z;CBA
jeweils identisch und somit kongruent sind.

Aus der Kongruenz dieser Winkel sowie der zuvor dargelegten Kongruenz der rechten Win-
kel Z;ADC und Z;BDC' je zum rechten Winkel Z/; AC'B folgt mit dem Hauptéhnlichkeits-
satz, dass das Dreieck (A, B,C) zum Dreieck (A, D,C) und (B, D,(C') &hnlich ist. Hiermit
erhalten wir, die Abstandsverhéltnistreue einer Ahnlichkeitsabbildung beriicksichtigend (sie-

he hierzu Kapitel 4.4), die Gleichungen

_ X 107 . also (d(A,C))2 = d(A, B) - d(A, D), und

d(A,B) d(B,lcjia also (d(B,C))* =d(A,B) -d(B, D).

Aus diesen beiden Gleichungen resultiert gemeinsam mit der obigen Gleichung schlieflich

die Giiltigkeit der Gleichung
(d(A,C))* + (d(B,C))* = d(A, B) - (d(A, D) + d(B, D)) = (d(A, B))?,

also das zu Zeigende, der Satz des Pythagoras. U

Schritt I: 3 §: P — R3 bijektiv

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P,&,G,d=) existieren mit dem
Satz 3.1.1.2 mindestens vier nicht komplanare Punkte. Aufgrund ihrer Nicht-Komplanaritét
sind je drei der vier Punkte nicht kollinear. Es seien innerhalb des metrisch-normalen euklidi-
schen Raumes drei nicht kollineare Punkte A, B und C gegeben. Die Punkte A und B liegen
nach dem Axiom Vg gemeinsam auf genau einer Geraden, ihrer Verbindungsgeraden, hier

als die Gerade z; bezeichnet. Der Punkt C' liegt nicht auf dieser Geraden. Damit existiert
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durch den Punkt C' genau eine zur Verbindungsgerade der Punkte A und B orthogonale
Gerade (siehe Kapitel 4.2.2), hier als die Gerade x5 bezeichnet. Aufgrund ihrer Orthogona-
litdt schneiden sich die beiden Geraden und liegen gemeinsam in einer Ebene des Raumes,
nach dem Satz 3.1.1.5 gemeinsam in genau einer Ebene. Zu dieser Ebene existiert durch den
Schnittpunkt der beiden Geraden mit dem Satz 4.2.2.5 wiederum genau eine orthogonale Ge-
rade, hier als die Gerade x3 bezeichnet. Dabei ist die Gerade nach dem Satz 4.2.2.4 ebenfalls
zu den Geraden x; und x5 orthogonal. Aus den getroffenen Betrachtungen schlussfolgern wir

im metrisch-normalen euklidischen Raum (P, &, G, d=) die folgenden Zusammenhénge:

e Mit den Geraden x1, x2 und x3 existieren drei paarweise zueinander orthogonale Geraden.

e Die drei Geraden x1, x2 und z3 schneiden sich paarweise in genau einem, demselben Punkt;

dieser (Schnitt-)Punkt sei als der Punkt O bezeichnet.

e Je zwei der Geraden z1, 2 und x3 liegen mit dem Satz 3.1.1.5 gemeinsam in genau einer
Ebene; die durch die Geraden x; und z2 eindeutig bestimmte Ebene sei als die Ebene (x1, z2)

bezeichnet, entsprechend die beiden iibrigen Ebenen.

e Jede der Geraden z1, x2 und x3 stellt aufgrund des Satzes 4.2.2.4 eine orthogonale Gerade zu
der durch die beiden iibrigen Geraden eindeutig bestimmten Ebene dar, mit dem Satz 4.2.2.5

die eindeutig bestimmte durch den Punkt O gehende orthogonale Gerade.

e Zusatz: Jede der Geraden x1, 9 und x3 besitzt aufgrund des Satzes 3.3.2 eine Linealfunktion,
die den Punkt O auf die reelle Zahl 0 abbildet; fiir die Gerade x1 sei mit dem Symbol f;
eine solche Linealfunktion betrachtet, entsprechend mit dem Symbol fs bzw. f3 eine solche

Linealfunktion fiir die beiden iibrigen Geraden.

Auf dieser Grundlage weisen wir in dem vorliegenden Beweisschritt die Existenz einer Bi-
jektion von der Punktemenge P des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €&, G, d=)
auf die Punktemenge R? des euklidischen Anschauungsraumes (R3 &, G.,d._) nach. Den
Nachweis gliedern wir im Weiteren in zwei Teilschritte. Zunéchst charakterisieren wir eine
Zuordnung von der Punktemenge P in die Punktemenge R?. Erst im zweiten Teilschritt zei-
gen wir, dass diese Zuordnungsvorschrift eine Funktion, und letztlich eine bijektive Funktion

von der Menge P auf die Punktemenge R? definiert.
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Teilschritt I.1: Zur Festlegung der Zuordnungsvorschrift von der Punktemenge P in die

Punktemenge R3 unterscheiden wir fiir einen Punkt X der Menge P innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) drei Fille. Erstens, ob der Punkt auf der Gera-
den 1, x5 oder 3 liegt. Zweitens, ob der Punkt in der Ebene (x1, z5), (1, x3) oder (xs, z3),
aber auf keiner der Geraden xq, x5 und x3 liegt. Drittens, ob der Punkt X in keiner der

Ebenen (xy, z3), (z1,x3) und (xs, z3) liegt.

i) Der Punkt X sei ein Punkt auf der Geraden x1, x5 oder x3. Mit den Linealfunktionen f, fo

und f3 der Geraden treffen wir die folgende Zuordnung in die Punktemenge R3:

(f1<X)7070) , wWenn X € T,
X = (0, f2(X),0) , wenn X € x,,
(0707 f3(X)) , wenn X € x3.

\

Bemerkung: Die Linealfunktionen f;, fo und f3 beschreiben eine bijektive Funktion von der
Punktmenge der Geraden x1, o bzw. x3 auf die Menge R aller reellen Zahlen, wobei jede
der Funktionen den gemeinsamen Schnittpunkt O der Geraden xi, x5 und x3 auf die re-
elle Zahl 0 abbildet. Aufgrund der Bijektivitat der Linealfunktionen gilt hiermit beziiglich
der getroffenen Zuordnungsvorschrift, dass jeder von dem Punkt O verschiedene Punkt der
Geraden z, 75 und x5 auf einen verschiedenen Punkt der Menge R? mit genau einer von
der reellen Zahl 0 verschiedenen Komponente zugeordnet wird; der Schnittpunkt O ist der

einzige Punkt der Geraden, der auf den Punkt (0,0,0) der Menge R* zugeordnet wird.

ii) Der Punkt X sei zunéchst ein Punkt der Ebene (21, x5) ohne auf der Geraden x; oder x9
zu liegen. Nach dem Satz 2.2.2.6 stellt die Ebene (21, x9) eine metrisch-normale euklidische
Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) dar. Innerhalb
der metrisch-normalen euklidischen Ebene existiert durch den Punkt X zur Geraden x; wie
auch zur Geraden x5 genau eine orthogonale Gerade, das Lot des Punktes X innerhalb der
Ebene (x1, z5) auf der Geraden 7 bzw. x5 (siehe Kapitel 4.2.2). Das Lot schneidet die jewei-
lige Gerade in genau einem Punkt, dem Lotfufspunkt (siehe Kapitel 4.2.2). Analog erhalten
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wir fiir den Punkt X die Existenz genau eines Lotfulpunktes auf der Geraden xq, x5 und x3,

wenn der Punkt X entsprechend in der Ebene (x;, z3) oder (zo, z3) liegt.

Der Punkt X stellt nach Voraussetzung stets kein Punkt der Geraden z, x5 und x3 dar,
sodass der Punkt entweder in der Ebene (x1,z3), (x1,23) oder (xq,x3) liegt. Wir bezeich-
nen — damit konsistent — unabhéngig von dem betrachteten Fall, den Lotfufspunkt des Punk-
tes X auf der Geraden x; als den Lotfullpunkt X', den auf der Geraden x5 als den Lotfuf-

punkt X" sowie den auf der Geraden x3 als den Lotfufspunkt X",

Fiir den Punkt X als einen in der Ebene (21, xs), (21, 23) oder (x2, x3), nicht auf der Gera-
den z1, x9 und z3 liegenden Punkt des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=)
treffen wir mit den Linealfunktionen fi, fo und f3 der Geraden x, x5 bzw. x3 schlieklich die

folgende Zuordnung in die Menge R3:

( (f1(X7"), f2(X"),0) , wenn X € (xq,x9) \ 1 A X9,
X = (f1(X"),0, f3(X)) , wenn X € (xq,x3) \ 1 A x3,
L (0, fo(X7), f5(X™)) , wenn X € (w2,23) \ T2 A\ 73,

Bemerkung: Mit der paarweisen Orthogonalitdt der Geraden x1, x5 und x3 folgt aus den
innerhalb der metrisch-normalen euklidischen Ebene (z1, x2), (x1, x3) und (zq, x3) geltenden
Parallelitéts- /Orthogonalitatsbeziehungen zwischen Geraden (siehe hierzu Kapitel 4.2.2),
dass in der jeweiligen Ebene die Gerade z; zu dem Lot des Punktes X auf der Geraden x-
bzw. x3 parallel ist und entsprechendes fiir die Geraden x5 und x3 in Bezug zu den iibri-
gen Lotgeraden gilt. Der Punkt X liegt nach Voraussetzung nicht auf der Geraden x, -
und z3, sodass die Geraden und Lotgeraden disjunkt parallel sind. Hieraus folgt, dass die
Lotfulpunkte X', X” und X" des Punktes X auf der Geraden x;, x5 bzw. x3 von deren
gemeinsamen Schnittpunkt O verschieden sind. Die Linealfunktionen fi, fo und f3 der Ge-
raden beschreiben eine bijektive Funktion von der Punktemenge der Geraden z, xs bzw. x3
auf die Menge R aller reellen Zahlen, wobei jede Funktion den gemeinsamen Schnittpunkt O
der Geraden auf die reelle Zahl 0 abbildet. Beziiglich der getroffenen Zuordnungsvorschrift
erhalten wir, dass der Punkt X stets auf einen Punkt der Menge R? mit genau zwei von der

reellen Zahl 0 verschiedenen Komponenten zugeordnet wird.
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Entgegen dem soeben Dargelegten sind die Lotfulspunkte X', X” und X" zum Punkt O
identisch, unter der Annahme, dass der Punkt X auf der Geraden xy, x5 bzw. x3 liegt.
Mit Blick auf die in i) getroffene Zuordnungsvorschrift erhalten wir, dass die hier getroffene
Zuordnungsvorschrift im Grunde fiir jeden Punkt der Ebene (zy,x9), (x1,x3) oder (x2,x3)

angewendet werden kann.

iii) Der Punkt X sei ein Punkt des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &,G,d=),
der weder in der Ebene (x,z5) noch in der Ebene (zq,x3) oder (x5, x3) liegt. Durch den
Punkt X geht nach dem Satz 4.2.2.5 genau eine zur Ebene (1, x) orthogonale Gerade [y,
das Lot des Punktes auf der Ebene. Dabei schneiden sich das Lot und die Ebene in genau

einem Punkt X*, dem Lotfufspunkt (siche Kapitel 4.2.2):

e Mit der Orthogonalitét der Geraden x3 zur Ebene (x4, z5) liefert der Satz 4.2.2.1b), dass das
Lot Ix und die Gerade x3 zueinander parallel sind. Nach Voraussetzung liegt der Punkt X
weder in der Ebene (x1,23) noch in den beiden Ebenen (xq,z3) und (z9,x3), sodass das
Lot lx und die Gerade x3 disjunkt parallel sind. Folglich liegt der Punkt X nicht auf der Ge-
raden x3. Damit ist diejenige Ebene, in der die Geraden [x und z3 als zueinander parallele
Geraden liegen, aufgrund des Satzes 3.1.1.4 eindeutig durch den Punkt X und die Gera-
de z3 bestimmt. Diese Ebene stellt nach dem Satz 2.2.2.6 eine metrisch-normale euklidische
Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes dar. In der metrisch-normalen
euklidischen Ebene existiert durch den Punkt X eine (auch innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes) eindeutig bestimmte zur Geraden x3 orthogonale Gerade, das Lot des
Punktes X in der Ebene auf der Geraden z3 (siehe Kapitel 4.2.2). Aufgrund ihrer Orthogona-
litdt schneiden sich das Lot und die Gerade in genau einem Punkt, dem Lotfutpunkt (siehe

Kapitel 4.2.2); der Lotfufspunkt sei hier als der Fufspunkt X" bezeichnet.

e Die Ebene (x1, 25) stellt nach dem Satz 2.2.2.6 ebenfalls eine metrisch-normale euklidische
Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes dar. In dieser Ebene existiert
durch den Lotfuftpunkt X* des Punktes X wiederum genau eine zur Geraden x; und x5 or-
thogonale Gerade, das Lot des Punktes X* innerhalb der Ebene auf der Geraden x; bzw. 5.
Der Lotfufspunkt auf der Geraden x; sei als der Punkt X’ und der auf der Geraden x5 als

der Punkt X” bezeichnet.
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Fiir den Punkt X betrachten wir schliefslich die Punkte X', X" und X"; zusammen mit den
Linealfunktionen fi, fo und f3 der Geraden 1, x5 bzw. x3 treffen wir die folgende Zuordnung

in die Punktemenge R3:

X = (fi(X), fo(X"), f5(X™) fir X € P\ (x1,22) A (@1, 23) A (T2, 23).

Bemerkung: Die basierend auf den disjunkt parallelen Geraden [x und z3 eindeutig be-
stimmte Ebene sei hier im Weiteren als die Ebene € bezeichnet. Der Punkt X liegt nach
Voraussetzung nicht in der Ebene (x1, x3) oder (zy, x3), sodass die Ebene € zu diesen beiden
Ebenen verschieden ist. Aufgrund des Satzes 3.1.1.5 erhalten wir fiir den Lotfufipunkt X*
des Punktes X auf der Ebene (z1,x9), dass dieser nicht auf der Geraden z; oder z; liegt.
Analog wie in der Bemerkung zur Zuordnungsvorschrift in ii) begriindet, ergibt sich daraus,
dass die Lotfulspunkte X’ und X" des Punktes X* auf der Geraden x; bzw. x5 innerhalb der
Ebene (x1, z3) zum Punkt O verschieden sind. Aufgrund der Orthogonalitét der Geraden x3
zur Ebene (x1, z5) schneidet diese Ebene die Ebene € in einer zur Geraden 3 orthogonalen
Geraden. Die Schnittgerade geht durch den Punkt O, den Schnittpunkt der Geraden z3 und
der Ebene (xi,,), sowie durch den Punkt X*, den Lotfulipunkt des Punktes X auf der
Ebene (z1,x9); aufgrund des Axioms Vg ist die Schnittgerade zur Verbindungsgeraden der
beiden Punkte identisch. Das Lot des Punktes X auf der Geraden z3 innerhalb der Ebene €
ist zu dieser Schnittgeraden verschieden, da der Punkt X nach Voraussetzung nicht in der
Ebene (x1,x2) liegt. In der Ebene ¢ existiert neben der Schnittgeraden keine weitere durch
den Punkt O gehende, zur Geraden z3 orthogonale Gerade (siehe hierzu Kapitel 4.2.2). Fiir
den Fufspunkt X" des durch den Punkt X gehenden Lotes auf der Geraden x3 erhalten wir,
dass dieser vom Punkt O verschieden ist.

Zusammenfassend gilt, dass die Punkte X', X” und X" stets von dem Schnittpunkt O der
Geraden x1, x5 und x3 verschieden sind. Die Linealfunktionen f;, fo und f5 der Geraden
beschreiben eine bijektive Funktion von der Punktemenge der Geraden z,, x5 bzw. x3 auf
die Menge R aller reellen Zahlen, wobei jede Funktion den gemeinsamen Schnittpunkt O der
Geraden auf die reelle Zahl 0 abbildet. Beziiglich der getroffenen Zuordnungsvorschrift gilt
also, dass der Punkt X stets auf einen Punkt der Menge R? mit drei von der reellen Zahl
verschiedenen Komponenten zugeordnet wird.

Entgegen dem soeben Dargelegten ist der Punkt X’ zum Punkt O identisch, wenn der
Punkt X in der Ebene (x5, x3) liegt; der Punkt X" ist zum Punkt O identisch, wenn der
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Punkt X in der Ebene (x,z3) liegt; und der Punkt X" ist zum Punkt O identisch, wenn
der Punkt X in der Ebene (zq,x9) liegt. Mit Blick auf die in i) und ii) getroffene Zuord-
nungsvorschrift erhalten wir, dass die hier getroffene Zuordnungsvorschrift im Grunde fiir
jeden Punkt des metrisch-normalen euklidischen Raumes angewendet werden kann. Hier sei
angemerkt, dass das Lot des Punktes X auf der Geraden x3 im Falle, dass der Punkt X auf
der Geraden x3 liegt, zwar nicht eindeutig bestimmt ist, der entscheidende Fufpunkt X"

jedoch gleich dem Punkt X und somit eindeutig bestimmt ist.

Teilschritt 1.2: Mit der in dem soeben erfolgten Teilschritt 1.1 dargelegten Zuordnungs-

vorschrift i)-iii) ist zusammenfassend eine Funktion von der Punktemenge P des metrisch-
normalen euklidischen Raumes (P,&,G,d=) in die Punktemenge R* des euklidischen An-
schauungsraumes (R?,&.,G,,d._) definiert; denn: Sowohl im Rahmen von Fall ii) als auch
im Rahmen von Fall iii) ist die Existenz der zugrunde liegenden Lotgeraden eindeutig be-
stimmt. In beiden Féallen ist damit zugleich die eindeutige Existenz der Lotfulkpunkte X', X”
und X" gegeben. Zusammen mit der Existenz der bijektiven Linealfunktionen fi, fo und f3
der Geraden x1, x5 bzw. z3 erhalten wir schlieflich, dass die Zuordnungsvorschrift i)-iii)
zusammenfassend jeden Punkt der Menge P auf genau einen Punkt der Menge R?® zuord-
net.!? Die mit der Zuordnungsvorschrift definierte Funktion von der Punktemenge P des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &,G,d=) in die Punktemenge R3 des euklidi-
schen Anschauungsraumes (R?, &, G, d._) bezeichnen wir als die Funktion f.

In dem hier vorliegenden ,Beweisschritt I: 3 §: P — R? bijektiv* zeigen wir abschlieRend

im Weiteren die Bijektivitat der Funktion §; den Nachweis gliedern wir in den Beweis der

Injektivitdt und Surjektivitat.

Surjektivitat: Mit der Bemerkung zur Zuordnungsvorschrift iii) der Funktion f gilt, dass die
Funktion f mit der Reduzierung auf diese Zuordnungsvorschrift gleichwohl definiert ist. Die
Funktion § legen wir im Weiteren in diesem Sinne zugrunde. Fiir einen Punkt Y := (y1, 42, y3)
des euklidischen Anschauungsraumes (R E.,G.,d._) zeigen wir innerhalb des metrisch-

normalen euklidischen Raumes (P, &,G,d=) die Existenz eines Punktes X, der unter der

Funktion f auf den Punkt Y abgebildet wird.

12Als bindre Relation beziiglich des kartesischen Produktes (P x R3) aufgefasst, ist hiermit die Linksto-
talitdt und Rechtseindeutigkeit begriindet.
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Mit der Bijektivitdt der Linealfunktionen f; und f5 existiert auf der Geraden x; genau ein
Punkt X, dessen Bild unter der Linealfunktion f; zur reellen Zahl y; identisch ist, sowie
auf der Geraden x5 genau ein Punkt X, dessen Bild unter der Linealfunktion fs zur reellen
Zahl y, identisch ist. Nach dem Satz 2.2.2.6 stellt die Ebene (x1, 22) eine metrisch-normale eu-
klidische Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes dar. In der metrisch-
normalen euklidischen Ebene existiert durch den Punkt X; genau eine zur Geraden x; sowie
durch den Punkt X, genau eine zur Geraden x, orthogonale Gerade (siche Kapitel 4.2.2).
Fiir diese beiden Geraden folgt aus den innerhalb der metrisch-normalen euklidischen Ebe-
ne (r1,xq) geltenden Parallelitéts-/Orthogonalitédtsbeziehungen mit der Orthogonalitéit der
Geraden z1 und x5 (siehe hierzu Kapitel 4.2.2), dass die beiden Geraden ebenfalls zueinander
orthogonal sind. Damit schneiden sich die Geraden in genau einem Punkt (siehe hierzu Ka-
pitel 4.2.2); der Schnittpunkt sei als der Punkt X* bezeichnet. Durch den Schnittpunkt geht
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes nach dem Satz 4.2.2.5 genau eine zur
Ebene (21, 22) orthogonale Gerade, das Lot (X* L (xy,x2)) des Punktes auf der Ebene. Wir
betrachten nun die Félle, ob der Punkt X* innerhalb der Ebene (1, xs) zum Schnittpunkt

der Geraden z3 und Ebene (xy, z5) identisch oder eben nicht identisch ist:

Fall 1: Der Punkt X* sei zum Schnittpunkt O identisch. Dann folgt aus der Orthogonalitét
der Geraden z3 zur Ebene (x,z2) mit dem Satz 4.2.2.5, dass das Lot (X* L (x,29)) zur
Geraden x3 identisch ist. Auf der Geraden x3 existiert mit der Bijektivitat ihrer Linealfunk-
tion f3 genau ein Punkt X3, dessen Bild unter der Linealfunktion gleich der reellen Zahl y3
ist. Zusammenfassend erhalten wir mit der Darlegung des Punktes X*, auf der Grundlage
der Bemerkung zur Zuordnungsvorschrift iii) der Funktion f, dass mit dem Punkt X3 ein

Punkt X existiert, dessen Bild unter der Funktion §f zum Punkt Y identisch ist.

Fall 2: Der Punkt X* sei zum Schnittpunkt O verschieden. Dann ist das Lot (X* L (xq, x9))
entgegen dem vorherigen Fall zur Geraden x3 verschieden. Mit der Orthogonalitét der Gera-
den x3 zur Ebene (x1, z5) liefert gleichwohl der Satz 4.2.2.1b), dass das Lot (X* L (xq,x2))
und die Gerade x3 zueinander parallel sind. Sie sind also zueinander disjunkt parallel. Damit
liegen das Lot und die Gerade gemeinsam in einer Ebene des Raumes, und zwar aufgrund
des Satzes 3.1.1.4 gemeinsam in genau einer Ebene. Nach dem Satz 2.2.2.6 stellt die Ebe-
ne eine metrisch-normale euklidische Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidischen
Raumes dar. Auf der Geraden x3 existiert mit der Bijektivitdt ihrer Linealfunktion f3 ge-

nau ein Punkt X3, dessen Bild unter der Linealfunktion gleich der reellen Zahl y;3 ist. In
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der metrisch-normalen euklidischen Ebene geht durch den Punkt X3 genau eine zu dem
Lot (X* L (x1,z5)) orthogonale Gerade (siche hierzu Kapitel 4.2.2). Aufgrund der Orthogo-
nalitdt schneiden sich das Lot und die Gerade in genau einem Punkt X. Zusammenfassend
erhalten wir mit der Darlegung des Punktes X*, auf der Grundlage der Bemerkung zur Zu-
ordnungsvorschrift iii) der Funktion §, dass mit dem Punkt X ein Punkt existiert, dessen

Bild unter der Funktion § zum Punkt Y identisch ist.

Injektivitat: Im Rahmen des zuvor erfolgten Nachweises der Surjektivitdt der Funktion f
zeigt sich die eindeutige Existenz der Punkte X;, X5 und X3 sowie der jeweils betrachte-
ten Lotgeraden, und hiermit die eindeutige Existenz des Punktes X. Damit impliziert der
Nachweis, dass zwei zueinander identische Bildpunkte unter der Funktion f stets zueinander

identische Urbildpunkte besitzen. Folglich ist die Injektivitdat der Funktion | gezeigt.

Schritt Il: d(A, B) = d, (j(A),§(B))

Mit dem vorherigen ,Beweisschritt I: 3 §: P — R3 bijektiv* ist die Existenz einer Bijektion
von der Punktemenge P des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, €, G,d=) auf die
Punktemenge R? des euklidischen Raumes (R3, &, G., d._) nachgewiesen. In dem vorliegen-
den Beweisschritt begriinden wir, dass die Funktion f isometrisch ist. Wir zeigen, dass der
Abstand zweier Punkte A und B innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes zum
Abstand ihrer Bildpunkte unter der Funktion f innerhalb des euklidischen Raumes identisch
ist, also die Giiltigkeit der Gleichung d(A, B) = d. (f(A),{(B)).

Sind die Punkte A und B zueinander identisch, so folgt das zu Zeigende mit der Bijektivitét
der Funktion f umgehend aus der Definitheit der Abstandsfunktionen d und d,. Im Ubri-
gen liegt dem Beweis der Gedanke zugrunde, die zu zeigende Isometrie auf den innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes geltenden Satz des Pythagoras zuriickzufiihren (sie-
he hierzu ,Schritt 0°).

Mit der Bemerkung zur Zuordnungsvorschrift iii) der Funktion f im Rahmen des ,Beweis-
schrittes I: 3 f: P — R3 bijektiv* gilt, dass die Funktion § mit der Reduzierung auf diese
Zuordnungsvorschrift gleichwohl definiert ist. Zum Nachweis der Isometrie der Funktion f

beziiglich zweier verschiedener Punkte A und B des metrisch-normalen euklidischen Raum-
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es (P,€,G,d=) legen wir die Funktion § im Weiteren in diesem Sinne zugrunde; diesbeziig-
lich gelte f(A) := (ay,az,a3) € R und f(B) := (by, bs, b3) € R3. Um den Nachweis letztlich
auf den Satz des Pythagoras zuriickfithren zu kénnen, sind vor diesem Hintergrund zuvor
zwei ,Spezialfille zugrunde zu legen. Zum einen, dass die Verbindungsgerade der Punkte A
und B zur Ebene (21, z5) orthogonal ist, und zum anderen, dass die Verbindungsgerade der
Punkte A und B zur Ebene (z;,z,) parallel ist. Schlieflich bleibt der Fall, dass weder die
Parallelitéit noch die Orthogonalitidt zwischen der Ebene (x1, z5) und der Verbindungsgerade

der Punkte A und B gilt.

Fall 1: Es gelte (A, B) L (x1,x2). Dann ist die Verbindungsgerade der Punkte A und B
aufgrund des Satzes 4.2.2.5 sowohl das eindeutig bestimmte Lot des Punktes A als auch das
des Punktes B auf der Ebene (21, x9). Fiir die Komponenten a; und b; sowie as und by der
Bildpunkte f(A) und §(B) ergibt sich hiermit, dass sie jeweils zueinander identisch sind. Wir
differenzieren im Weiteren, ob mindestens einer der Punkte A und B auf der Geraden z3

oder keiner der beiden Punkte A und B auf der Geraden x5 liegt:

i) Liegt der Punkt A oder B auf der Geraden x3, so folgt aus derer Orthogonalitit zur Ebe-
ne (r1,x2) mit dem Satz 4.2.2.5, dass die Verbindungsgerade (A, B) gleich der Geraden z3
ist. Die Punkte A und B liegen also jeweils auf der Geraden z3. Fiir die Komponente ag
des Bildpunktes f(A) ergibt sich hiermit, dass sie zum Bild des Punktes A unter der Lineal-
funktion f3 der Geraden w3 identisch ist, und fiir die Komponente b3 des Bildpunktes f(B)
entsprechend, dass sie zum Bild des Punktes B unter der Linealfunktion identisch ist. Mit
der Bijektivitdt der Linealfunktion f3; folgt aus der Verschiedenheit der Punkte A und B,
dass ebenfalls die Komponenten a3 und b3 verschieden sind; wie allgemein bereits begriindet,
sind dementgegen die Komponenten a; und b; sowie as und by je zueinander identisch. Zu-
sammenfassend erhalten wir mit der innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes
geltenden Lineal Gleichung und der definitorischen Festlegung des euklidischen Abstandes

innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes die Gleichung

d(A7 B) = |b3 - a3| =V (b3 - a3)2 =d,. (f(A), f(B))7

also das zu Zeigende, dass der Abstand der Punkte A und B innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes zum Abstand ihrer Bildpunkte unter der Funktion § innerhalb des eu-

klidischen Raumes identisch ist.
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ii) Liegt keiner der Punkte A und B auf der Geraden z3, so gilt mit dem Satz 4.2.2.1b) ent-
gegen dem Vorherigen, dass die Verbindungsgerade der beiden Punkte zur Geraden z3 dis-
junkt parallel ist. Damit liegen die beiden Geraden gemeinsam in einer Ebene, und zwar auf-
grund des Satzes 3.1.1.4 gemeinsam in genau einer Ebene des metrisch-normalen euklidischen
Raumes. Nach dem Satz 2.2.2.6 stellt die Ebene eine metrisch-normale euklidische Ebene dar.
In der metrisch-normalen euklidischen Ebene existiert durch den Punkt A und B je genau
eine zur Geraden x3 orthogonale Gerade, das Lot der beiden Punkte innerhalb der Ebene
auf der Geraden z3 (siehe hierzu Kapitel 4.2.2); das Lot des Punktes A sei als das Lot {4 und
das des Punktes B als das Lot [ bezeichnet. Die beiden Lotgeraden sind aufgrund der in der
metrisch-normalen euklidischen Ebene geltenden Parallelitéts-/Orthogonalitétsbeziehungen
zueinander parallel (siehe hierzu Kapitel 4.2.2), disjunkt parallel, da die Verbindungsgera-
de der Punkte A und B zur Geraden x3 nicht orthogonal ist. Jedes der Lote schneidet die
Gerade 3 somit in genau einem verschiedenen Punkt; der Lotfutpunkt des Punktes A sei
als der Punkt A* und der des Punktes B als der Punkt B* bezeichnet. Fiir die Kompo-
nente az des Bildpunktes f(A) ergibt sich, dass sie zu dem Bild des Punktes A* unter der
Linealfunktion f3 der Geraden x3 identisch ist, und fiir die Komponente b3 des Bildpunk-
tes f(B) entsprechend, dass sie zum Bild des Punktes B* unter der Linealfunktion identisch
ist. Mit der Bijektivitdt der Linealfunktion f3 folgt aus der Verschiedenheit der Punkte A*
und B*, dass die Komponenten a3 und b3 ebenfalls verschieden sind. Analog zur vorherigen
Untersuchung in Fall 1.i) gilt fiir die Lotfulpunkte A* und B*, dass ihr Abstand innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes zum Abstand ihrer Bildpunkte unter der Funk-
tion f innerhalb des euklidischen Raumes identisch ist, hier gleich der Betragsmetrik der
reellen Zahlen as und b; ist.

Zum Nachweis des zu Zeigenden, dass der Abstand der Punkte A und B innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes zum Abstand ihrer Bildpunkte unter der Funkti-
on f innerhalb des euklidischen Raumes identisch ist, zeigen wir nun, dass innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes der Abstand der Punkte A und B zum Abstand der
Punkte A* und B* identisch ist. Hier sei beriicksichtigt, dass wie allgemein bereits begriin-
det die Komponenten a; und b; sowie as und by der Bildpunkte f(A) und §(B) je zueinander
identisch sind.

Wir betrachten die nach dem Satz 4.1.2.8 eindeutig existierende Translation, die den Punkt A
auf dessen Lotfulpunkt A* beziiglich des Lotes [ 4 auf der Geraden x5 abbildet; die Translati-

on sei als die Translation 7 bezeichnet. Der Punkt A liegt nach der im vorliegenden Fall 1.ii)
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geltenden Voraussetzung nicht auf der Geraden x3, sodass die Translation 7 eine fixpunkt-
freie Translation darstellt. Damit liefert Satz 4.1.2.2, dass das Lot [4 eine Fixgerade der
Translation ist. Mit der Parallelitdt des Lotes zu dem entsprechenden Lot [p beziiglich des
Punktes B auf der Geraden x3 liefert Satz 4.1.2.2 weiter, dass das Lot [ ebenfalls eine Fix-
gerade dieser Translation darstellt. Mit dem jeweiligen Lotfulipunkt B* schneidet das Lot Ig
die Gerade x3. Die Gerade x3 wiederum ist aufgrund der im vorliegenden Fall 1.ii) geltenden
Voraussetzung zur Verbindungsgerade (A, B) disjunkt parallel, sodass einerseits mit dem
Verbindungsaxiom-Geraden gilt, dass das Lot [p die Verbindungsgerade im Punkt B schnei-
det, und andererseits mit dem Parallelenaxiom gilt, dass die Translation 7 per definitionem
als die Translation, die den Punkt A auf dessen Lotfufspunkt A* beziiglich des Lotes [4 auf
der Geraden x3 abbildet, die gesamte Verbindungsgerade (A, B) auf die Gerade z3 abbildet.
Letztlich erhalten wir mit der Bijektivitat der Translation 7, dass die Translation auch den
Punkt B auf dessen Lotfufspunkt B* beziiglich des Lotes /g abbildet. Die Abstandstreue der
Translation 7 liefert, dass der Abstand der Punkte A und B zu dem Abstand der Punkte A*
und B* innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes identisch ist. Zusammenfas-

send erhalten wir somit die Gleichung

d(A, B) = d(A*, B*) = |bs — as| = \/(bs — a3)* = d. (}(A),f(B)),

also das zu Zeigende, dass der Abstand der Punkte A und B innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes zum Abstand ihrer Bildpunkte unter der Funktion § innerhalb des eu-

klidischen Raumes identisch ist.

Fall 2: Es gelte (A, B) || (x1, x2). Der definitorischen Festlegung der Parallelitat entspre-
chend (siehe hierzu Definition 3.1.2.3), differenzieren wir den vorliegenden Fall nochmals in
zwei Fille. Wir unterscheiden die Fille, ob die Verbindungsgerade der Punkte A und B zur
Ebene (xy,z5) disjunkt ist oder ob die Verbindungsgerade der Punkte A und B innerhalb
der Ebene (xq,z) liegt.

Fall 2.1: Es gelte (A, B) C (z1,22). Die nachzuweisende Eigenschaft der Funktion f als
Isometrie fiihren wir auf den Satz des Pythagoras zuriick. Im Kontext der Ebene (zy,xs)

folgen wir hier dem Beweisgedanken, der dem hier vorliegenden zweiten Beweisschritt im
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Allgemeinen zugrunde liegt (siehe eingangs des Beweisschrittes). Entsprechend sind voran-
gehend zwei ,Spezialfialle“ ohne Verwendung des Pythagorassatzes zu diskutieren, und zwar
dass die Verbindungsgerade (A, B) zur Geraden z; oder x5 parallel ist. Letztlich bleibt der
Fall, dass die Verbindungsgerade weder zur Geraden x; noch zur Geraden z, parallel ist. Die
Betrachtung der beiden Spezialfille reduzieren wir ohne Beschrénkung der Allgemeinheit auf

die Betrachtung des Falles, dass die Verbindungsgerade (A, B) zur Geraden x; parallel ist:

Fall 2.1.i)+2.1.9i) Die Verbindungsgerade (A, B) sei innerhalb der Ebene (x1,x2) ohne Be-

schrankung der Allgemeinheit zur Geraden x; parallel. Wir differenzieren hier im Weiteren
nochmals, ob die Verbindungsgerade zur Geraden x; identisch oder disjunkt parallel ist:

a) Die Verbindungsgerade der Punkte A und B sei innerhalb der Ebene (z1,z5) zur Ge-
raden x; identisch. Die Punkte A und B liegen also jeweils auf der Geraden x;. Fiir die
Komponenten as und by der Bildpunkte f(A) und §(B) ergibt sich damit, dass sie jeweils
gleich der reellen Zahl 0, sie zueinander identisch sind. Aufgrund der Lage der Punkte A
und B in der Ebene (1, xs) sind die Komponenten az und b3 ohnehin identisch, gleich der
reellen Zahl 0. Fir die Komponente a; des Bildpunktes f(A) ergibt sich mit der Gleich-
heit der Geraden (A, B) zur Geraden z;, dass die Komponente zum Bild des Punktes A
unter der Linealfunktion f; der Geraden x; identisch ist, und fiir die Komponente b; des
Bildpunktes f(B) entsprechend, dass sie zum Bild des Punktes B unter der Linealfunktion
identisch ist. Mit der Bijektivitdt der Linealfunktion f; folgt aus der Verschiedenheit der
Punkte A und B, dass die Komponenten a; und b; ebenfalls zueinander verschieden sind.
Fassen wir die Charakterisierung der Bildpunkte f(A) und §(B) zusammen, so erhalten wir
mit der innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes geltenden Lineal Gleichung
sowie der definitorischen Festlegung des euklidischen Abstandes innerhalb des euklidischen

Anschauungsraumes umgehend die Gleichung

d(A,B) = |b1 - Cl1| =V (bl - a1)2 = de (f(A)af(B»’

also das zu Zeigende, dass der Abstand der Punkte A und B innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes zum Abstand ihrer Bildpunkte unter der Funktion f innerhalb des eu-
klidischen Raumes identisch ist.

b) Die Verbindungsgerade der Punkte A und B sei innerhalb der Ebene (z1,x9) zur Ge-
raden z; disjunkt parallel. Die Ebene (x7,z5) stellt nach dem Satz 2.2.2.6 eine metrisch-

normale euklidische Ebene innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes dar. In
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der Ebene (xq,xs) gilt mit der Orthogonalitiat der Geraden z; und x5 aufgrund der in einer
metrisch-normalen euklidischen Ebene geltenden Parallelitits-/Orthogonalitétsbeziehungen
(siche hierzu Kapitel 4.2.2), dass die Verbindungsgerade (A, B) zur Geraden xy orthogo-
nal ist. Neben dieser Verbindungsgerade existiert durch den Punkt A wie auch durch den
Punkt B in der metrisch-normalen euklidischen Ebene keine weitere zur Geraden x5 orthogo-
nale Gerade; die Verbindungsgerade ist das innerhalb der Ebene (21, x5) eindeutig bestimmte
Lot des Punktes A sowie das des Punktes B auf der Geraden x5 (siche hierzu Kapitel 4.2.2).
Folglich unterscheiden sich die entsprechenden Lotfufspunkte der Punkte A und B nicht von-
einander. Fiir die Komponenten as und by der Bildpunkte f(A) und §(B) ergibt sich damit,
dass sie zueinander identisch sind. Die Komponenten a3 und b3 sind aufgrund der Lage der
Punkte A und B in der Ebene (x1, x2) ohnehin identisch, gleich der reellen Zahl 0.

Ausgehend von der hier in dem vorliegenden Fall geltenden Voraussetzung, dass innerhalb
der Ebene (21, x9) die Verbindungsgerade (A, B) und die Gerade x; disjunkt parallel sind,

erhalten wir im Weiteren analog zum bereits diskutierten Fall 1.ii) die Gleichung

d(AB) = ’bl - al‘ Y, (bl - a1)2 =d, (f(A),f(B)),

also das zu Zeigende, dass der Abstand der Punkte A und B innerhalb des metrisch-normalen
euklidischen Raumes zum Abstand ihrer Bildpunkte unter der Funktion § innerhalb des eu-

klidischen Raumes identisch ist.

Fall 2.1.73i) Die Verbindungsgerade der Punkte A und B sei innerhalb der Ebene (z1,z5)
weder zur Geraden x; noch zur Geraden x, parallel. Mit dem verallgemeinerten Paralle-
lenaxiom existiert in der Ebene (z1,x5) durch den Punkt A genau eine zur Geraden x;
sowie durch den Punkt B genau eine zur Geraden x, parallele Gerade (siehe hierzu auch
Kapitel 3.1.2); wir betrachten diese Parallelen (A || z;) und (B || z3). Die Ebene (zy,xs)
stellt nach dem Satz 2.2.2.6 eine metrisch-normale euklidische Ebene innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes dar. In der Ebene (z1,25) gilt mit der Orthogonalitét der
Geraden x; und x5 aufgrund der in einer metrisch-normalen euklidischen Ebene gelten-
den Parallelitits-/Orthogonalitdtsbeziehungen (siehe hierzu Kapitel 4.2.2), dass die Paral-
lelen (A || 1) und (B || x2) zueinander orthogonal sind. Aufgrund ihrer Orthogonalitét
schneiden sich die Parallelen in genau einem Punkt; der Schnittpunkt sei als der Punkt C'
bezeichnet. Nach dem Axiom Vg ist die Parallele (A || 1) gleich der Verbindungsgera-
den (A, C) und die Parallele (B || x3) gleich der Verbindungsgeraden (B, C'). Wir erhalten
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mit den Punkten A, B und C die Existenz eines Dreiecks derart, dass der Abstand der
Punkte A und B innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes mit dem Satz des

Pythagoras bestimmt werden kann (siehe hierzu ,Schritt 0); es gilt die Gleichung

(+) d(A, B) = \/(d(A,C))? + (d(B,C))*

Letztlich erhalten wir auf dieser Grundlage zusammen mit den bereits diskutierten Fal-
len 2.1.i) und 2.1.ii) das zu Zeigende, dass der Abstand der Punkte A und B innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes zum euklidischen Abstand ihrer Bildpunkte unter
der Funktion f innerhalb des euklidischen Raumes identisch ist:

Die Verbindungsgerade der Punkte A und C' als die Parallele (A || ;) sowie die Verbindungs-
gerade der Punkte B und C' als die Parallele (B || x2) ist eben innerhalb der Ebene (1, x2)
zur Geraden 7 bzw. x5 parallel. Damit liefern die Félle 2.1.1) und 2.1.ii), dass der Abstand
der Punkte A und C innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes zum Abstand
ihrer Bildpunkte unter der Funktion § innerhalb des euklidischen Anschauungsraumes iden-
tisch ist und entsprechend, dass der Abstand der Punkte B und C' gleich dem euklidischen
Abstand ihrer Bildpunkte ist. Allgemein sei (zu den Bildpunkten der Punkte A und B ana-
log) f(C') := (c1,¢2,c3) € R3. Im Einzelnen implizieren die Félle 2.1.i) bzw. 2.1.ii), dass die
Abstéande d(A, C') und d.(f(A), f(C)) jeweils zum Betrag |c; —a;| sowie die Abstéande d(B, C)
und d.(f(B), f(C)) jeweils zum Betrag |by — ca| identisch sind. Dabei liefert die definitorische
Festlegung des euklidischen Abstandes hier, dass die Komponenten b; und ¢; sowie die Kom-
ponenten as und ¢y nicht verschieden sind; die Komponenten as, b3 und c3 sind ebenso,
und ohnehin aufgrund der Lage der Punkte A, B und C in der Ebene (z1,xs), zueinander
identisch. Fiir den Abstand der Punkte A und C' sowie der Punkte B und C' innerhalb des

metrisch-normalen euklidischen Raumes erhalten wir damit die Gleichung
d(A, O) == |b1 - CL1| == (bl - CL1>2 und d(B, O) = ’bg - CL2| = (b2 - a2)2,

woraus mit der Gleichung in () das zu Zeigende folgt, dass der Abstand der Punkte A und B
innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes zum euklidischen Abstand ihrer Bild-

punkte unter der Funktion § innerhalb des euklidischen Raumes identisch ist.

Fall 2.2: Es gelte (A, B) N (x1,22) = 0. Durch den Punkt A und B existiert nach dem
Satz 4.2.2.5 je genau eine zur Ebene (x1,z5) orthogonale Gerade, das Lot des Punktes auf

der Ebene; das Lot des Punktes A sei als das Lot 4 und das des Punktes B als das Lot g
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bezeichnet. Die beiden Lotgeraden sind aufgrund des Satzes 4.2.2.1b) zueinander parallel,
disjunkt parallel, da die Verbindungsgerade der Punkte A und B nach Voraussetzung nicht
zur Ebene (xq,x9) orthogonal ist. Jedes der Lote schneidet die Ebene somit in genau einem
verschiedenen Punkt; der Lotfuflpunkt des Punktes A sei als der Punkt A* und der des
Punktes B als der Punkt B* bezeichnet. Die bereits diskutierten Fille 2.1.i)-iii) liefern fiir
die Lotfutpunkte, dass ihr Abstand innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es zum Abstand ihrer Bildpunkte unter der Funktion f innerhalb des euklidischen Raumes
identisch ist. Im Vorliegenden gilt dabei, dass sich hinsichtlich der Komponente a; und der
Komponente ay des Bildpunktes f(A) die entsprechende Komponente des Bildpunktes f(A*)
nicht unterscheidet, sowie sich hinsichtlich der Komponente b; und der Komponente b, des
Bildpunktes f(B) die entsprechende Komponente des Bildpunktes f(B*) nicht unterscheidet.
Die iibrigen Komponenten der Bilder des Lotfufspunktes A* und B* sind aufgrund derer Lage
in der Ebene (z1,z5) gleich der reellen Zahl 0, zueinander identisch.

Zum Nachweis des hier zu Zeigenden, dass der Abstand der Punkte A und B innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes zum Abstand ihrer Bildpunkte unter der Funkti-
on § innerhalb des euklidischen Raumes identisch ist, bleiben zusammenfassend zwei Aspekte
nachzuweisen. Es ist zu zeigen, (i) dass innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raum-
es der Abstand der Punkte A und B gleich dem Abstand ihrer Lotfuftpunkte A* und B* ist,
sowie, (ii) dass die Komponenten a3 und b3 der Bildpunkte §f(A) und §(B) identisch sind:

M Wir betrachten die nach dem Satz 4.1.2.8 eindeutig existierende Translation, die den
Punkt A auf dessen Lotfufspunkt A* auf der Ebene (z1,x5) abbildet; die Translation sei
als die Translation 7 bezeichnet. Der Punkt A liegt nach Voraussetzung nicht in der Ebe-
ne (xy,x9), sodass die Translation 7 eine fixpunktfreie Translation darstellt. Der Satz 4.1.2.2
liefert, dass das Lot [4 eine Fixgerade der Translation ist. Mit der Parallelitdt des Lotes zu
dem entsprechenden Lot [p des Punktes B auf der Ebene (x,xs) liefert der Satz 4.1.2.2
weiter, dass ebenfalls das Lot [ eine Fixgerade dieser Translation darstellt.

Nach dem Satz 4.2.1.4 existiert durch den Punkt A zur Ebene (x,x2) genau eine parallele
Ebene. Das Lot [ ist aufgrund des Satzes 4.2.1.1 ebenfalls zu dieser Parallelen (A || (z1,z2))
orthogonal. Folglich schneiden sich das Lot und die Parallele in einem Punkt. Die Parallele
ist mit der nach Voraussetzung geltenden (disjunkten) Parallelitdt der Verbindungsgera-
de (A, B) und Ebene (21, x2) nach dem Satz 4.2.1.1 zu dieser Verbindungsgeraden parallel;
die Verbindungsgerade (A, B) liegt damit in der Parallelen (A || (x1,z2)), sodass das Lot I
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die Parallele im Punkt B schneidet. Die Translation 7 als die Translation, die den Punkt A
auf dessen Lotfufpunkt auf der Ebene (1, x9) abbildet, bildet die Parallele (A || (z1,x2))
wiederum aufgrund des Satzes 4.2.1.4 auf die Ebene (xq, x9) ab.

Zusammenfassend erhalten wir mit der Bijektivitdt der Translation 7, dass sie auch den
Punkt B auf dessen Lotfuftpunkt B* abbildet. Letztlich gilt mit der Abstandstreue der
Translation innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes, dass der Abstand der
Punkte A und B zum Abstand der Punkte A* und B* identisch ist; es gilt die Gleichheit
der Absténde d(A, B) und d(A*, B¥).

M Wir betrachten nun die Umkehrabbildung 7! der Translation 7. Nach der defini-
torischen Festlegung einer Translation stellt die Umkehrabbildung selbst eine Translation
dar (siehe hierzu 4.1.2.1). Als die Umkehrabbildung der Translation 7 bildet sie das Lot 4
des Punktes A sowie das Lot g des Punktes B jeweils auf sich selbst ab, hierbei jedoch
den Lotfuftpunkt A* auf den Punkt A sowie den Lotfulspunkt B* auf den Punkt B. Ebenso
wie die Lotgeraden [4 und [p ist innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes die
Gerade x3 zur Ebene (21, x2) orthogonal. Folglich ist die Gerade z3 nach dem Satz 4.2.2.1b)
zu beiden Lotgeraden parallel. Aufgrund des Satzes 4.1.2.2 stellt ebenfalls die Gerade z3 eine
Fixgerade der Translation 7! dar.

Die Gerade z3 und die Ebene (x1, z5) schneiden sich in dem Punkt O. Durch den Punkt O
und den Lotfufpunkt A* des Punktes A auf der Ebene (z1,x9) sowie durch den Punkt O
und den Lotfufspunkt B* des Punktes B auf der Ebene (x;,z5) existiert je genau eine Ge-
rade, die nach dem Satz 2.2.2.1 beide in der Ebene (x1,x2) liegen. Mit der Orthogonalitét
der Geraden z3 zur Ebene (1, x5) liefert der Satz 4.2.2.4, dass die Gerade x3 ebenfalls zu
diesen beiden Geraden orthogonal ist. Die Geraden selbst sind entweder zueinander identisch
oder schneiden sich in dem Punkt O. In jedem Fall besitzen beide Geraden beziiglich ihrer
Orthogonalitdt zur Geraden x3 den gleichen Fufspunkt, und zwar den Schnittpunkt O der
Geraden z3 und der Ebene (x1, z2).

Zusammenfassend erhalten wir mit der Orthogonalitétstreue und Bijektivitiat der Translati-
on 71, dass die, innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes eindeutig bestimm-
ten (siehe hierzu in ,Beweisschritt I: 3 f: P — R3 bijektiv* die Herleitung der Zuordnungs-
vorschrift iii) samt Bemerkung), Lotfulpunkte der Punkte A und B in Bezug zur Geraden z3
zueinander identisch sind. Fiir die Komponenten a3z und b3 der Bildpunkte f(A) und f(B)

ergibt sich damit, dass sie ebenfalls zueinander identisch sind.
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Fall 3: Es gelte (A,B) [ (xz1,z2) N (A,B) }f (x1,x2). Wir betrachten die nach
dem Satz 4.2.1.4 eindeutig existierende durch den Punkt A gehende, zur Ebene (zy,xs)
parallele Ebene und die nach dem Satz 4.2.2.5 eindeutig existierende durch den Punkt B
gehende, zur Ebene (xi,z2) orthogonale Gerade. Das betrachtete Lot (B L (xy,x9)) und
die betrachtete Parallele (A || (x1,x2)) sind nach dem Satz 4.2.2.2 zueinander orthogonal.
Sie schneiden sich dabei in genau einem Punkt; der Schnittpunkt sei als der Punkt C be-
zeichnet. Nach dem Satz 2.2.2.1 liegt die Verbindungsgerade der Punkte A und C' in der
Parallelen (A || (x1,x2)). Damit ist die Verbindungsgerade aufgrund des Satzes 4.2.2.4 zu-
gleich zu dem Lot (B L (z1,x9)) orthogonal. Das Lot wiederum ist nach dem Axiom Vg
zur Verbindungsgerade der Punkte B und C' identisch. Wir erhalten mit den Punkten A, B
und C' die Existenz eines Dreiecks derart, dass der Abstand der Punkte A und B innerhalb
des metrisch-normalen euklidischen Raumes mit dem Satz des Pythagoras bestimmt werden

kann (siehe hierzu ,Schritt 0¢); es gilt die Gleichung

(%) d(A, B) = \/(d(4,0))* + (d(B, C))*

Letztlich erhalten wir auf dieser Grundlage zusammen mit den bereits diskutierten Fallen 1
und 2 das zu Zeigende, dass der Abstand der Punkte A und B innerhalb des metrisch-
normalen euklidischen Raumes zum euklidischen Abstand ihrer Bildpunkte unter der Funk-
tion § innerhalb des euklidischen Raumes identisch ist:

Die Verbindungsgerade der Punkte B und C ist als das Lot (B L (x1, z3)) zur Ebene (z1, x2)
orthogonal; zudem ist die Verbindungsgerade der Punkte A und C aufgrund ihrer Lage in der
Parallelen (A || (x1, z2)) zur Ebene (x;, z5) parallel. Folglich liefern die Félle 1 und 2, dass der
Abstand der Punkte A und C' innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes gleich
dem Abstand ihrer Bildpunkte unter der Funktion f innerhalb des euklidischen Anschau-
ungsraumes ist und entsprechend, dass der Abstand der Punkte B und C' zum euklidischen
Abstand ihrer Bildpunkte identisch ist. Allgemein sei (zu den Bildpunkten der Punkte A
und B analog) f(C) := (c1, o, c3) € R3. Der Nachweis zu Fall 1 zeigt zugleich implizit, dass
die Komponenten ¢; und ¢y zu den entsprechenden Komponenten b; und b, identisch sind,
sowie der Nachweis zu Fall 2, dass die Komponente c3 zur Komponente ag identisch ist. Zu-
sammenfassend erhalten wir mit der Gleichung in (x), unter Beriicksichtigung der Definition
des euklidischen Abstandes, das zu Zeigende, dass der Abstand der Punkte A und B inner-
halb des metrisch-normalen euklidischen Raumes zum euklidischen Abstand ihrer Bildpunkte

unter der Funktion § innerhalb des euklidischen Raumes identisch ist.
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Schritt I1I: §(&) = &

Der zweite ,Beweisschritt II: d(A, B) = d. (f(A),f(B))* impliziert, dass ebenfalls die Re-
lation der Abstandsgleichheit unter der Funktion § invariant ist. Gleiches gilt hiermit auf-
grund der Bijektivitdt der Funktion § auch fiir deren Umkehrabbildung. Es gilt im Rah-
men dessen die Aquivalenz zwischen der Relation =4, der Abstandsgleichheit, innerhalb des
metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) und der Relation =;_, der Abstands-
gleichheit, innerhalb des euklidischen Raumes (R3 E.,G,,d._). Fiir eine Ebene ma g des

metrisch-normalen euklidischen Raumes erhalten wir die Aquivalenz
Xemap & f(X)e{Y R’ {f(A), Y} =4 {Y,f(B)}}.

Innerhalb des euklidischen Raumes ist, wie in Kapitel 5.1 mit dem Abschnitt ,Die Menge &,
aller Ebenen” bereits gezeigt, jede Ebene {A+ X\ - (B — A) + X2+ (C — A): A1, Ay € R} gleich
einer Menge {X € R3: {C, X} =4, {X, D}}, und umgekehrt. Zusammenfassend ergibt sich mit
der Bijektivitdt der Funktion f, dass die Funktion die Menge £ aller Ebenen des metrisch-
normalen euklidischen Raumes (P, £, G, d=) auf die Menge &, aller Ebenen des euklidischen
Anschauungsraumes (R3, &, G., d._) abbildet.

Schritt IV: §(G) = G,

Innerhalb des metrisch-normalen euklidischen Raumes (P, &, G, d=) entspricht jede Gerade
per definitionem der Schnittmenge zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen. Hieraus
folgt mit dem soeben erfolgten ,Beweisschritt I1I: §(€) = £, und der Bijektivitit der Funk-
tion f, dass die Funktion jede Gerade des metrisch-normalen euklidischen Raumes auf die
Schnittmenge zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen innerhalb des euklidischen An-
schauungsraumes (R?, &, G,,d._) abbildet. Innerhalb des euklidischen Raumes wiederum
ist, wie in Kapitel 5.1 mit dem Abschnitt ,Die Menge G, aller Geraden bereits gezeigt, jede
Gerade {A+ \- (B — A): A € R} zum Schnitt zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen
identisch, und umgekehrt. Zusammenfassend ergibt sich mit der Bijektivitdt der Funkti-
on f, dass die Funktion die Menge G aller Geraden des metrisch-normalen euklidischen
Raumes (P,€&,G,d=) auf die Menge G, aller Geraden des euklidischen Anschauungsrau-
mes (R3,&,,G.,d._) abbildet.






6 Schlussbetrachtungen

Das Ziel der vorliegenden Arbeit bestand in der Entwicklung eines axiomatisch-deduktiven
Aufbaus der euklidischen (Raum-)Geometrie unter Beriicksichtigung der fachdidaktischen
Anforderungen an Mathematiklehrkréfte der allgemeinbildenden Sekundarstufe, betont oh-
ne die mathematische Stringenz eines solch axiomatisch-deduktiven Vorgehens aufzugeben —
das Ergebnis: die Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes. Mit einer zusam-
menfassenden Darlegung der Axiomatisierung schliefst die vorliegende Arbeit in Kapitel 6.2.

Zuvor riickt mit dem Kapitel 6.1 die Frage nach der Giite der Axiomatik in den Fokus.

6.1 Die Giite der Axiomatik

Grundlage einer jeden axiomatisch-deduktiv aufgebauten (mathematischen) Theorie ist ihr
Axiomensystem; das Axiomensystem umfasst die ohne Beweis als wahr vorausgesetzten
(Grund-)Aussagen der Theorie, die Axiome, und markiert damit den Beginn des deduk-
tiven Schliefens (siche Kapitel 2.2). In der Frage nach der Giite des Axiomensystems sind
drei Aspekte zu berticksichtigen: die Widerspruchsfreiheit, Vollstéandigkeit und Unabhéngig-
keit (vgl. Wuking 2009, S. 176f.). Die Diskussion dariiber erfolgt in Bezug zur vorliegenden
Arbeit an deren Schluss, aus zwei Griinden. Zum einen nimmt die Diskussion eine Meta-
Perspektive auf die entwickelte Axiomatisierung ein. Zum anderen sind die Anforderungen
zunachst von rein mathematischer Natur ohne direkte Beriihrungspunkte zur fachdidakti-

schen Perspektive der vorliegenden Arbeit.

Elementar ist die Forderung nach der Widerspruchsfreiheit; denn sie sichert eben die Konsis-
tenz der Theorie, dass sich aus dem zugrunde liegenden Axiomensystem keine Widerspriiche
ableiten lassen. Fiir die Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes der vorliegen-
den Arbeit gilt die Widerspruchsfreiheit mit dem Kapitel ,Der euklidische Raum — extern-
perspektivisch (5.1), vielmehr mit dem hier erfolgten Nachweis, dass das mathematische

Modell des euklidischen Anschauungsraumes die Axiome eines metrisch-normalen euklidi-
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schen Raumes erfiillt respektive ein Modell der Theorie des metrisch-normalen euklidischen
Raumes ist. Die Widerspruchsfreiheit basiert hier auf dem Wissen, dass die Theorie der re-
ellen Zahlen widerspruchsfrei ist (vgl. Kowol 2009, S. 66). In diesem Sinne gilt die relative
Widerspruchsfreiheit (vgl. Filler 1993, S. 174f.). Die ,absolute Widerspruchsfreiheit einer
Theorie lasst sich prinzipiell nicht begriinden (vgl. Filler 1993, S. 175). Durch eine sukzessive
Fortsetzung der beschriebenen Vorgehensweise ginge diese auf eine absolute Widerspruchs-
freiheit der elementaren Theorien wie der Mengenlehre zuriick, auf eine Widerspruchsfreiheit
der Mathematik im Gesamten (vgl. Wufsing 2009, S. 460 f.). Begriindet durch die Godelschen
Unvollstandigkeitssitze stoft das Vorgehen allerdings an dieser Stelle auf seine Grenzen (vgl.

Wuhing 2009, S. 460); eine Losung in dieser Frage ist offen (vgl. Kowol 2009, S. 66f.).

Im Hinblick auf die Vollstindigkeit ist zwischen einer Vollstdndigkeit im logischen und in-
haltlichen Versténdnis zu unterscheiden (vgl. Filler 1993, S. 59).

Eine Theorie gilt als logisch vollstdndig, wenn jede im Rahmen der Theorie zu versprach-
lichende Aussage bewiesen oder widerlegt werden kann (vgl. Filler 1993, S. 59).1 Fiir die
Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes gilt die logische Vollsténdigkeit auf der
Grundlage des Kapitels ,Der euklidische Raum — intern-perspektivisch® (5.2). Das in dem
Kapitel 5.2 Gezeigte liefert, dass jedes Modell der Theorie des metrisch-normalen eukli-
dischen Raumes zum euklidischen Anschauungsraum respektive zu dessen mathematisch-
arithmetischen Modell isomorph ist. Dabei stellt der euklidische Anschauungsraum selbst
ein Modell der Theorie dar (siehe Kapitel 5.1). Fiir die Theorie des metrisch-normalen eukli-
dischen Raumes gilt letztlich, dass je zwei ihrer Modelle zueinander isomorph sind. Allgemein
wird eine solche Theorie als monomorph oder kategorisch bezeichnet (vgl. Kowol 2009, S. 64).
Die Kategorizitit der Theorie impliziert wiederum ihre Vollstdndigkeit im logischen Sinne;
eine jede kategorische Theorie ist logisch vollstandig (vgl. Mitschka 1977, S. 36). Anderenfalls
stiinde eben im Widerspruch zur Kategorizitat die Existenz eines Modells, das sich von den
tibrigen Modellen durch genau eine Aussage bzw. durch ihre Negation unterscheidet (vgl.
Mitschka 1977, S. 34-36).

Im inhaltlichen Sinne gilt eine Theorie als vollstiandig, wenn prinzipiell keine Aussage iiber

das mit der Theorie zu Beschreibende offen bleibt (vgl. Filler 1993, S. 59f.). Grundsétzlich

13Die logische Vollstindigkeit ist nicht a priori uneingeschrinkt gewollt; sie widerliuft etwa der In-
tention universeller mathematischer Theorien, die sich fiir sich in weitere Theorien differenzieren (vgl.
Meschkowski 1966, S. 10f.).
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beschreibt die Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes eine Axiomatisierung der
euklidischen (Raum-)Geometrie (siche ,Einleitung” (1) oder auch ,Fazit & Ausblick” (6.2)
zur Zielsetzung im Einzelnen). Demzufolge ist die inhaltliche Vollsténdigkeit der Theorie des
metrisch-normalen euklidischen Raumes basierend auf der zuvor dargelegten Kategorizitét
damit begriindet, dass mit dem euklidischen Anschauungsraum ein Modell der Theorie des

metrisch-normalen euklidischen Raumes bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist.

Die Unabhdingigkeit eines Axiomensystems zeichnet sich dadurch aus, dass keines der verwen-
deten Axiome aus den iibrigen des Systems nachweisbar ist (vgl. Filler 1993, S. 58). Dement-
sprechend wird der Begriff der Minimalitdt synonym verwendet (vgl. Filler 1993, S. 58). Fiir
das Bestehen einer Theorie ist die Unabhéngigkeit, insbesondere etwa im Vergleich zur Wi-
derspruchsfreiheit, nicht zwingend (vgl. auch Filler 1993, S. 58); es besteht hier ein gewisser
Spielraum (vgl. auch Meschkowski 1966, S. 9-16). Insbesondere vor dem Hintergrund des
fachdidaktischen Aspekts der vorliegenden Arbeit wurde hiervon in der Entwicklung der
Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes Gebrauch gemacht. Grundsatzlich ist
die Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes unter dem Credo als unabhéngig
aufzufassen, dass die Axiomatik derart auf das Notwendigste reduziert ist, dass die Theorie
sowohl der mathematischen Stringenz als auch dem fachdidaktischen Anspruch entsprechend
der in der vorliegenden Arbeit verfolgten Zielsetzung gerecht wird. Hinsichtlich der mit einer
Axiomatisierung verfolgten Zielsetzung sei an dieser Stelle in Bezug zu Meschkowski (1966,
S. 9-16), dessen Aussage unterstrichen, dass ein solches ,Axiomensystem |[...| fiir den Aufbau
einer Theorie brauchbarer sein [kann| als ein anderes, bei dem die Unabhéngigkeitsbeweise
gefiithrt werden konnen* (Meschkowski 1966, S. 16).

Willentlich wurde die Unabhéngigkeit im Aufbau der Theorie des metrisch-normalen eukli-
dischen Raumes mit dem zugrunde Legen einer Metrik aufter Acht gelassen. Innerhalb des
Raumes liefse sich bereits die Definitheit und Symmetrie der Abstandsfunktion umgehend
basierend auf dem Linealaxiom herleiten (vgl. Venema 2012, S. 38). Ein Nachweis wére al-
lerdings zur fachdidaktisch motivierten Auffassung der aus dem Linealaxiom resultierenden
Linealfunktionen als ,Mathematisches Lineal* kontrér (siehe hierzu Kapitel 3.3) — ein Lineal
dient zur Bestimmung von ,bestehenden” Absténden. Gleichwohl liefen sich in den Aufbau
der Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes zwei Minimalisierungen des zugrun-
de liegenden Axiomensystems integrieren. Zum einen liefs sich die Aussage des Zirkelaxioms

bzw. dessen raumliche Erweiterung vollsténdig nachweisen (siehe Kapitel 3.2.1). Zum ande-
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ren konnte die Aussage des Teilungsaxioms um die Forderung nach der Nichtleere reduziert

werden (siehe Kapitel 4.1.1).

6.2 Fazit & Ausblick

Der axiomatisch-deduktive Aufbau der hiermit in der vorliegenden Arbeit entwickelten Theo-
rie des metrisch-normalen euklidischen Raumes stellt den Kern der vorliegenden Arbeit dar.
Dabei zeichnet sich die Arbeit durch ihre perspektivische Dualitdt aus. Die Axiomatisierung
erfolgt unter Beriicksichtigung der fachdidaktischen Anforderungen an Mathematiklehrkraf-
te der allgemeinbildenden Sekundarstufe I und II, betont ohne die mathematische Stringenz
eines axiomatisch-deduktiven Vorgehens aufzugeben. Als Teil ihres Professionswissens sollten
Mathematiklehrkréafte prinzipiell iber ein Fachwissen verfiigen, das in Bezug zur akademi-
schen Mathematik den unterrichtlichen Anforderungen der schulischen Mathematik gerecht
wird. Intention der vorliegenden Arbeit ist eine mathematische Grundlagenarbeit, auf der
die Entwicklung eines addquaten (geometrischen) Fachwissens fliefslend erfolgen kann. Die
euklidische Geometrie als (schulisches) Themengebiet wiederum nimmt in Anlehnung an
die Winterschen (1995) Grunderfahrungen eines allgemeinbildenden Mathematikunterrichts
einen besonderen Stellenwert ein. (Siehe ,Einleitung” zum Abschnitt.)

Betont sei die Abgrenzung der vorliegenden Arbeit in ihrer Zielsetzung von Arbeiten im Sin-
ne der Stoffdidaktik (siehe hierzu ,Einleitung). Die vorliegende Arbeit erhebt den Anspruch,
die Aspekte des Lernens und Lehrens von Geometrie mit einem aus mathematischer Per-
spektive stringenten Aufbau der euklidischen (Raum-)Geometrie zu verkniipfen. Die erfolgte
Analyse der curricularen Richtlinien (mit Fokus auf die Bildungsstandards im Fach Mathe-
matik, siehe Kapitel 2.1) wird in der Axiomatisierung des metrisch-normalen euklidischen
Raumes im Einzelnen fachdidaktisch diskutiert und letztlich integriert. Exemplarisch sei an
dieser Stelle auf die Darlegung der Grundbegriffe ,\Winkel“ (3.2.2) und ,Kongruenz* (3.4)
verwiesen. Allgemein verstehen sich ,Grundbegriffe (3) dabei im Kontext der vorliegenden
Arbeit nicht aus einer rein mathematischen Perspektive, sondern als die mathematisch not-

wendigen Begriffe fiir das Lehren/Lernen der (Raum-)Geometrie.

Der metrisch-normale euklidische Raum (P, £, G, d=): Er beschreibt grundlegend ei-

ne mindestens zweielementige Punktemenge P, auf der eine Metrik d gegeben und hiermit
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auf der Menge aller ungeordneten Punktepaare die Relation =, der Abstandsgleichheit de-
finiert ist. Die Menge £ umfasst die Ebenen des Raumes; eine Ebene des Raumes beschreibt
eine Punktemenge, die in Bezug zu zwei beliebigen verschiedenen, aber festen Punkten einen
jeden Punkt derart enthélt, dass die Relation der Abstandsgleichheit erfiillt ist. In der Men-
ge G sind die Geraden des Raumes zusammengefasst; diese beschreiben die Schnittmengen je
zweier verschiedener, nicht disjunkter Ebenen. Letztlich ist der metrisch-normale euklidische

Raum (P, E,G,d=) durch insgesamt sechs Axiome charakterisiert:

Verbindungsaziom-Geraden

Durch je zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade.

Verbindungsaxiom-Ebenen

Durch drei nicht kollineare Punkte geht stets eine Ebene.

Parallelenaziom

Es sei eine Gerade ¢ und ein nicht auf der Geraden g liegender Punkt A gegeben.
Dann geht durch den Punkt A genau eine Gerade, die zur Geraden g parallel ist (also
gemeinsam mit der Geraden g in einer Ebene des Raumes liegt, aber keinen Punkt mit

der Geraden g gemeinsam besitzt).

Linealaxiom
Fiir jede Gerade g existiert eine bijektive Funktion f: ¢ — R, sodass der Abstand zweier

auf der Geraden g liegender Punkte A und B gleich der Betragsmetrik ihrer Bildpunkte
unter der Funktion f ist, d.h. es gilt die Gleichung d(A, B) = |f(A) — f(B)|.

Teilungsaxiom

Es sei eine Ebene € gegeben. Fiir jede in der Ebene liegende Gerade ¢ ist die Menge €\ g
gleich der Vereinigung zweier disjunkter Mengen derart, dass (i) die Strecke je zweier
Punkte aus unterschiedlichen Mengen genau einen Punkt sowie (ii) die Strecke je zweier

Punkte derselben Menge keinen Punkt mit der Geraden g gemeinsam besitzt.

Kongruenzaziom

Es sei ein Parallelogramm (A, B, C, D) gegeben. Dann ist der Abstand d(A, B) der
Punkte A und B gleich dem Abstand d(C, D) der Punkte C' und D.
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Elementar fiir eine euklidische Raumgeometrie unter fachdidaktischen Gesichtspunkten ist
ihr Bezug zur ebenen Geometrie. Der Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes
liegt hier die in meiner Masterarbeit (2018) entwickelte Theorie der metrisch-normalen eukli-
dischen Ebene zugrunde. Diese ist in die Theorie des metrisch-normalen euklidischen Raumes
integriert (siehe Kapitel 2.2): Innerhalb des Raumes beschreibt jede Ebene eine metrisch-
normale euklidische Ebene, zum anderen ist die Restriktion auf eine Ebene des Raumes als
metrisch-normale euklidische Ebene strukturgleich zu einer jeden metrisch-normalen eukli-
dischen Ebene. In diesem Zusammenhang versteht sich die Theorie des metrisch-normalen
euklidischen Raumes als rdumliche Erweiterung. Im Rahmen dessen erfolgt eine ,,Rédumliche
Kontextualisierung” (4) geometrischer Inhalte, wie sie sich fiir den Geometrieunterricht der
allgemeinbildenden Sekundarstufe als leitend erweist, derart, dass Zusammenhénge zwischen
der ebenen und raumlichen Geometrie in Bezug zur ebenen Geometrie untersucht werden.
Inhaltlich steht hier in der vorliegenden Arbeit die ,,genuin-geometrische analysierende Geo-
metrie (der Sekundarstufe I) im Vordergrund. Der Zusammenhang zur analytischen Geome-
trie (der Sekundarstufe IT) ist allgemein dargelegt (siehe hierzu Kapitel 5). Zur Untersuchung
der konstruierenden sowie messenden/berechnenden Geometrie kann die vorliegende Arbeit
(im Sinne ihrer Zielsetzung) als Ausgangspunkt verstanden werden. Uber den Blick auf die
euklidische Geometrie hinaus lésst sich zudem der Frage nachgehen, ob die vorliegende Ar-
beit mit ihrer Zielsetzung und der damit verbundenen Intention auf andere Gebiete der

Mathematik iibertragbar ist.

Wie eingangs dargelegt, zeichnet sich die in der vorliegenden Arbeit entwickelte Theorie
des metrisch-normalen euklidischen Raumes in ihrer perspektivischen Dualitéit aus; Intenti-
on ist eine mathematische Grundlagenarbeit, auf der im Sinne des Professionswissens von
Mathematiklehrkréften die Entwicklung eines adéquaten (geometrischen) Fachwissens flie-
fsend erfolgen kann. Dabei trégt die Dualitét zugleich der universitdren Praxis Rechnung.
In der Regel erfolgt die fachspezifische Ausbildung von (Mathematik-)Lehrkriften getrennt
von ihrer fachdidaktischen Ausbildung, wobei die Erstere im Allgemeinen gemeinsam mit den
Fachstudierenden eines Faches erfolgt. Lehramtsstudierenden bietet die Theorie des metrisch-
normalen euklidischen Raumes die Moglichkeit, in Bezug zu ihrer fachdidaktischen Ausbil-
dung ein adédquates Fachwissen als Teil ihres Professionswissens zu entwickeln. Zugleich stellt
die Theorie aufgrund ihrer mathematischen Stringenz eine Grundlegung der euklidischen

(Raum-)Geometrie dar, die den Anforderungen eines Fachstudiums gerecht wird.
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