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Zusammenfassung

Mathematisches Modellieren bezeichnet die verschiedenen Prozesse, die Menschen durch-
laufen, wenn sie versuchen, reale Probleme mathematisch zu l6sen oder Textaufgaben zu

bearbeiten.

In der Literatur werden im sogenannten Modellierungszyklus fiinf aufeinanderfolgende Teil-

prozesse genannt, die den Ablauf des Problemléseprozesses beschreiben (Blum, 2003).

Beim Strukturieren wird zunachst eine Problemsituation im kognitionspsychologischen Sinne
verstanden, die wesentlichen Merkmale werden abstrahiert um dann im zweiten Schritt (Ma-
thematisieren) in ein mathematisches Modell (bestehend aus Gleichungen, Symbolen, Ope-
ratoren, Ziffern etc.) Ubersetzt zu werden. Beim Verarbeiten dieses mathematischen Modells
mithilfe mathematischen Wissens wird das Problem innermathematisch geldst, woraufhin
das Ergebnis im vierten Schritt (Interpretieren) riickiibertragen wird auf die urspriingliche
Problemsituation. Die dort aufgeworfene Frage wird beim Interpretieren beantwortet. Der
letzte Schritt (Validieren) sieht eine Uberpriifung des gesamten Problemléseprozesses vor:
Kommt der Modellierer zu dem Schluss, dass sein Ergebnis eventuell nicht korrekt bzw.

nicht optimal ist, wird der Modellierungszyklus von vorne durchlaufen.

Der Modellierungszyklus dient dabei sowohl als deskriptives als auch als praskriptives (nor-
matives) Modell, da er einerseits beschreibt, wie Modellieren ablauft und andererseits vor-
schreibt, wie Schiler z.B. beim Lésen von mathematischen Textaufgaben vorgehen sollen.
Dennoch liegen fir beide Zielsetzungen keine empirischen Studien vor, die belegen kénn-
ten, dass der Modellierungszyklus sich tatsachlich als deskriptives oder als préaskriptives
Modell eignet. In der vorliegenden Arbeit konnte die Eignung als deskriptives Modell nur mit
Einschrankungen bestétigt werden. So zeigte sich in einer Voruntersuchung, dass das Sta-
dium Validieren bei Schilern der Klassenstufe 4 nicht zu beobachten ist und dass der Ablauf
der Stadien deutlich von der vorgegebenen Reihenfolge abweichen kann. Eine revidierte

Version des Modellierungszyklus als rekursives Modell wird daher vorgeschlagen.

In einer zweiten, groReren Untersuchung wurde die Eignung als normatives Modell unter-
sucht, indem die vier Stadien Strukturieren, Mathematisieren, Verarbeiten und Interpretieren
isoliert voneinander erfasst wurden, wofir zuvor eigens Items konstruiert worden waren. Die
vier Unterskalen wurden an mehreren Kriterien - darunter die Fahigkeit zum Lésen komplet-

ter Modellierungsaufgaben - validiert, was den normativen Charakter des Modells bestatigt.

Um Modellierungskompetenz friihzeitig diagnostizieren und dementsprechend férdern zu
koénnen, ist die Entwicklung von Methoden angezeigt, die vier Teilkompetenzen Strukturie-
ren, Mathematisieren, Verarbeiten und Interpretieren bereits im Grundschulalter unabhangig
voneinander objektiv, reliabel und valide zu erfassen. Mit der Entwicklung und Analyse von
Iltems zu den vier Teilbereichen wurde hierflr mit der vorliegenden Arbeit ebenfalls eine

Grundlage geschaffen.



Einleitung

.Hallo, wie kann man beim Verstandnis von Textaufgaben helfen? Oder das Ver-
standnis im Alltag unauffallig fordern? Rechnen (plus und minus, sowie einfache
Mal-Aufgaben) ist kein Problem, aber er (7) schafft es einfach nicht, die Aufgaben
im Text zu erfassen. So kann er mit der folgenden Aufgabe nichts anfangen: Nina
hat 10 Euro. Sie soll Brote kaufen. Ein Brot kostet zwei Euro. Ich muf3 allerdings
dazu sagen, dal3 er sich nicht gut konzentrieren kann und nicht gerne liest - aller-
dings das Gelesene in der Regel erfaldt. Bin fur jede Hilfe dankbar.”, schreibt die

Mutter eines Zweitklasslers am 30.05.2003 in einem Internetforum fir Eltern®.

Was hier berichtet wird, ist kein Einzelfall. Dass Schilern das Bearbeiten von Text-
aufgaben schwer fallt ist gemeinhin bekannt (Hegarty, Mayer & Monk, 1995). Zahl-
reiche Untersuchungen beschéftigen sich mit der Frage, woran dies liegt (Arendasy,
Sommer & Glick, 2004; Fuchs et al., 2006; Kim, 2007; Rhymer & Cates, 2007,
Stern, 1993) und wie Textaufgaben gestaltet bzw. wie das Lésen von Textaufgaben
trainiert werden kann, um dieses Problem zu beheben (Hasemann & Stern, 2002;
Schmid, 2008; Sommer, Arendasy & Glick, 2004).

Grundlage fir solche Betrachtungen ist aber zunachst die Frage, was beim Lésen
von mathematischen Textaufgaben eigentlich passiert, m. a. W. welche Anforderun-
gen bewaltigt werden mussen, um vom prasentierten Aufgabentext zu einem L6-
sungssatz zu kommen. Das Ldsen von alltagsrelevanten Problemen (wie sie z.B. in
Textaufgaben formuliert werden) mithilfe mathematischen Wissens wird als mathe-

matisches Modellieren bezeichnet (Blum, 2003).

Die systematische Untersuchung der hierbei ablaufenden Einzelprozesse begann
1976, als Henry Pollak auf der dritten ,International Conference on Mathematics
Education® in Karlsruhe den ,Circle of Modelling* vorstellte, der postuliert, dass beim
mathematischen Problemldsen die folgenden funf Teilschritte nacheinander ablau-
fen (Pollak, 1979):

- Analysis of the Problem: Die wesentlichen Merkmale der Aufgabenstellung

werden vom Modellierenden erfasst, das Problem wird verstanden.
- Mathematising: Die zuvor als relevant identifizierten Merkmale werden ,ma-

thematisiert”, das heil3t es wird ein Losungsansatz (z.B. in Form einer zu 16-

! http://www.mysnip.de/forum-archiv/thema/8737/972959/Probleme+mit+Textaufgaben+-+2.+Klasse.html



senden Gleichung) aufgestellt, der in mathematischer Sprache, also in Zif-
fern, Zeichen, Symbolen und Operatoren ausgedruckt ist.

- Solution of the Model: Aus diesem Losungsansatz wird nun mithilfe mathe-
matischen Wissens eine mathematische Ldsung des Problems gefunden
(z.B. indem die zuvor aufgestellte Gleichung gel&st wird).

- Interpretation: Diese Losung wird dann wieder auf die urspriingliche Aufga-
benstellung riickiibertragen und vor deren Hintergrund interpretiert.

- Validation: Im letzten Schritt wird die Losung auf ihre Richtigkeit tberprdft.

Es lieRe sich nun die Vermutung aufstellen, dass es bei dem im Eingangsbeispiel
beschriebenen Schiler an der Fahigkeit zum Mathematising mangelt. Denn auch
wenn er laut seiner Mutter nicht gerne liest, so hat er doch keine Probleme damit,
den Sinn gelesener Texte zu erfassen (Analysis of the Problem) und auch das ei-
gentliche Rechnen (Solution of the Model) scheint eher unproblematisch zu sein.
Wie es mit der Fahigkeit zu Interpretation und Validation aussieht, bleibt fraglich.
Dies liegt daran, dass Modellierungsprozesse hierarchisch angeordnet sind. Schei-
tert ein Schuler bereits in den ersten Stadien, so wird er die weiteren Stadien ver-
mutlich gar nicht erst erreichen, weshalb sich dann keine differenzierten Aussagen

Uber seine Kompetenzen ableiten lassen.

Gerade aus der Tatsache heraus, dass so viele Schiller Probleme beim Modellieren
haben ergibt sich jedoch in Kombination mit der groRen Bedeutung, welche der Mo-
dellierungskompetenz beigemessen wird (siehe Kapitel 1.2) ein Bedarf, Schler
schon maglichst friih angemessen zu fordern. Forderung ohne eine vorhergehende
grindliche Diagnostik ist aber wiederum sinnlos und unékonomisch. Ziel der vorlie-
genden Arbeit ist daher die Erforschung von Wegen zur unabhangigen Diagnostik

der beim Modellieren relevanten Einzelprozesse bereits im Grundschulalter.

Kapitel 1 gibt zunachst einen Uberblick tiber die relevanten Arbeiten aus dem Be-
reich der Forschung zu Modellieren und Modellierungskompetenz. An dieser Stelle
sei angemerkt, dass diese Arbeiten in erster Linie aus der Fachdidaktik stammen,
weshalb den dort thematisierten Prozessen wie Textverstehen, Bildung mentaler
Modelle etc. haufig die kognitionspsychologische Fundierung fehlt. Diese kann al-
lerdings auch im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht aufgearbeitet werden, da die
Zielsetzung hier vorrangig auf der Untersuchung des Modellierungsprozesses auf

Makroebene liegt. Wie viel Komplexitat sich hinter den scheinbar einfachsten Pro-



zessen auf der Mikroebene verbergen kann, soll hier nur anhand eines Beispiels
verdeutlicht werden:

In der Grundschule beinhalten viele Aufgaben einfache Multiplikationsaufgaben, die
den Abruf von Informationen zum Einmaleins aus dem Langzeitgedéachtnis erfor-
dern. Die Tatsache allein, dass es Schiilern schwerer fallt, den Eintrag 7 x 8 abzuru-
fen, als den fur 3 x 7 fuhrte zu intensiven Forschungsbemiihungen, die noch langst

nicht an inrem Ende angelangt sind (Domabhs, Delazer &Nuerk, 2006; Greer, 1992).

Aufbauend auf der im ersten Kapitel dargestellten vorhandenen Wissensbasis wer-
den in Kapitel 2 die noch bestehenden Wissenslicken aufgezeigt, die Hauptfrage-
stellungen der Arbeit abgeleitet und Mdoglichkeiten zu deren Operationalisierung
diskutiert.

In den Kapitel 3 und 4 werden die Ergebnisse der zur Beantwortung der Fragestel-
lung durchgefuhrten Studien dargestellt und diskutiert, eine zusammenfassende

Diskussion und Einordnung erfolgt in Kapitel 5.



1. Theoretischer und empirischer Hintergrund

Wie in der Einleitung bereits angedeutet geht es in der vorliegenden Arbeit um die
Diagnostik von Modellierungskompetenzen. Der theoretische Teil der Arbeit befasst
sich daher mit den wichtigsten theoretischen und empirischen Grundlagen aus der
Literatur zu Modellieren. In Abschnitt 1.1 wird zunéchst eine Arbeitsdefinition von
Modellieren herausgearbeitet; in Abschnitt 1.2 wird dargelegt, weshalb sich die Be-
schaftigung mit Modellieren Uberhaupt lohnt; und in Abschnitt 1.3 wird der Ablauf

von Modellierungsprozessen beim mathematischen Problemldsen dargestellt.

In der Literatur wird haufig von Modellierungskompetenz gesprochen, wenn es da-
rum geht, das Fahigkeitsniveau beim Modellieren zu beschreiben. Abschnitt 1.4
widmet sich daher ausfuhrlich der Modellierungskompetenz, worauf in Abschnitt 1.5
herausgearbeitet wird, warum ein Bedarf an zuverlassigen Diagnoseinstrumenten
zur Erfassung von Modellierungskompetenzen bei Grundschulabgéngern besteht.
Von einem solchen Bedarf ausgehend ist es angezeigt, Wege zur Operationalisie-
rung von Modellierungskompetenzen zu finden. Hierauf wird in Abschnitt 1.6 einge-

gangen.

Bei der Sichtung der Literatur fallt auf, dass sich vor allem Mathematikdidaktiker,
z.T. auch Bildungsforscher, mit Modellieren und Modellierungskompetenzen be-
schaftigt haben. Auf der psychologisch-diagnostischen Seite fehlt bisher das Inte-
resse an diesem Themenkreis. Vielleicht ist dies der Grund daflr, dass die wenigen
empirischen Untersuchungen zumeist eher qualitativ-deskriptiv und fallstudienartig
angelegt sind. Zur empirischen Uberpriifung der gangigen Theorien sind sie daher
nur bedingt geeignet. Eine Zielsetzung der vorliegenden Arbeit ist es daher, die von
der didaktischen Seite formulierten Theorien empirisch zu Uberprifen und somit

einen ersten Schritt zur Schliel3ung dieser Lucken zu unternehmen.



1.1. Modellieren und Modellbildung

In den Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz (KMK, 2005) wird unter ande-
rem gefordert, jeder Schiler misse Uber die Fahigkeit zum Modellieren verfiigen.

Was aber ist darunter zu verstehen?

In der Fachdidaktik definiert man Modellieren oft dergestalt, dass die einzelnen
Schritte, die beim Modellieren vonstatten gehen, aufgelistet und ausfihrlich erlautert
werden (s.u.). Verfolgt man diesen Ansatz, so lasst sich Modellieren auffassen als
der Weg, den Personen beschreiten, wenn sie ein reales Problem auf mathemati-
schem Weg zu lésen versuchen. Besondere Bedeutung haben hierbei Uberset-
zungsprozesse, bei denen einerseits die reale Problemsituation in eine mathemati-
sche Sprache Ubersetzt und andererseits eine mathematische Losung wiederum vor
dem Hintergrund des realen Problems interpretiert wird. In der Literatur finden sich
Definitionen mit unterschiedlichem Abstraktionsgrad. Barbosa (2003) betont ledig-
lich den padagogischen Hintergrund und schreibt: ,Modelling is a learning milieu
where students are invited to take a problem and investigate a situation with refe-
rence to reality in mathematics (S.230).” Modellieren aber nur als ein bestimmtes
didaktisches Setting zu bezeichnen, greift sicherlich zu kurz, weshalb diese Aussa-
ge als definitorische Grundlage als unzureichend betrachtet werden muss. Von be-
sonderer Wichtigkeit ist die Betonung der Tatsache, dass es beim Modellieren um
die Verbindung zweier ,Welten“ geht, dies beinhaltet z.B. die Definition von English
(2003, S. 5): ,Mathematical modelling is frequently viewed as the construction of a
link or bridge between mathematics as a way of making sense of our physical and

social world, and mathematics as a set of abstract, formal structures.”

Umstritten ist, ob man unter Modellieren neben dem Ubersetzungsvorgang von der
Problemsituation zum mathematischen Modell auch denjenigen Ubersetzungsvor-
gang von der mathematischen Ldsung zurtick zur Problemsituation sowie die zwi-
schengeschalteten Verarbeitungsschritte subsumieren soll. Blum (2003) unterschei-
det daher zwischen Modellieren im engeren und im weiteren Sinne. Im engeren
Sinne wirde man lediglich den Schritt von einer Problemsituation zu einem mathe-
matischen Modell als Modellieren bezeichnen, im weiteren Sinne hingegen den ge-

samten Problemldseprozess, wie er in Abschnitt 1.3.2 beschrieben wird.

Mathematiker unterscheiden mitunter auch zwischen ,Modelling“ und ,Applications".
Streng genommen bezeichnet Modellieren dann lediglich (wie auch beim engeren

Sinn von Blums Definition) die Verbindung von der Realitéat in die Mathematik. Der



Weg von der Mathematik zur realen Welt fallt unter den Begriff ,Application”, also
die Anwendung der Mathematik auf die Wirklichkeit. Dennoch kann man auch hier

Modellieren als Oberbegriff fir beide Richtungen verwenden (Pollak, 2007).

Wann immer im Folgenden der Begriff Modellieren verwendet wird, ist der gesamte

— noch néher zu beschreibende — Prozessablauf gemeint.

Auch die Kognitionspychologie beschaftigt sich mit Modellen und Modellbildungen
als Heurismen beim Lésen von Problemen. Modelle sind demnach (vgl. Arbinger,
1997, S. 79) Abbildungen der Wirklichkeit, die diese vereinfacht darstellen, um die
Problemsituation auf wenige wichtige, I6sungsrelevante Aspekte zu reduzieren. Ma-
thematische Modelle unterscheiden sich von anderen Modellen hinsichtlich der Art,
wie solche Abbildungen gestaltet sind. Bei mathematischen Modellen bestehen die-
se aus einer Beschreibung der Problemsituation in mathematischer Sprache, also

z.B. durch Zahlen, Variablen, Operatoren und / oder Symbole.

Unter Berucksichtigung sowohl der fachdidaktischen als auch der kognitionspsycho-
logischen Perspektive, kénnen mathematische Modelle daher wie folgt definiert

werden:

Mathematische Modelle sind Abbildungen der Wirklich keit, in denen
Problemsituationen abstrahiert und in eine mathemat ische Sprache

Ubersetzt werden.

Mathematisches Modellieren beschreibt demzufolge den Prozess, den Personen
beschreiten, wenn sie Problemsituationen mithilfe solcher mathematischer Modelle
losen. Dies beinhaltet das Verstehen der Situation; das Ubersetzen in mathemati-
sche Zeichen, Symbole und Operatoren; das Lésen mithilfe von innermathemati-
schen Algorithmen; die Interpretation der mathematischen Lésung vor dem Hinter-

grund der urspriinglichen Problemsituation und letztlich die kritische Prifung.
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1.2 Die Bedeutung mathematischen Modellierens

Warum sollte man Schilern Uberhaupt mathematisches Modellieren lehren? Barbo-
sa (2003) fasst die folgenden aus der Diskussion innerhalb der mathematischen
Fachdidaktik hervorgegangenen Argumente hierfir zusammen: Modellierungsauf-

gaben

- motivieren den Lerner,
- erleichtern das Erlernen mathematischer Sachverhalte
- bereiten den Lerner darauf vor, mathematisches Wissen in unterschiedlichen
Gebieten anzuwenden,
- tragen zur Entwicklung allgemeiner Kompetenzen bei und
- fuhren dazu, dass Lerner die soziokulturelle Rolle der Mathematik verstehen
lernen.
Diese Argumente sind durchaus nachvollziehbar, es wird hierin jedoch nicht deut-
lich, wo diese Vorteile spezifisch fir Modellierungaufgaben sind, insbesondere weil
weder theoretische Uberlegungen noch empirische Belege angefiihrt werden, um

diese Argumente entsprechend zu untermauern.

Im Folgenden soll sich daher an der Rechtfertigung von Blum (2003) orientiert wer-
den, der argumentiert, mathematisches Modellieren stelle zum einen den Grund dar,
warum Menschen Mathematik lernen, zum anderen aber auch die Art und Weise
wie Menschen Mathematik lernen. Oder anders ausgedrickt: Mathematik kann hilf-
reich dabei sein, Modellieren zu erlernen, gleichzeitig kann aber auch Modellieren
hilfreich dabei sein, Mathematik zu erlernen (Ottesen, 2001). Bevor auf diese Be-
grindungen nadher eingegangen wird, soll ihnen eine Begrindung aus historischer

Perspektive vorangestellt werden.
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1.2.1 Die historische Perspektive
Modellieren im Sinne von Modellbildung spielt innerhalb der Mathematik vor allem

bei der angewandten Mathematik eine Rolle. Die angewandte Mathematik, welche
seit jeher von grofRer Bedeutung ist, war von Anfang an verbunden mit ihren Nach-
bardisziplinen Physik, Astronomie und Ingenieurwissenschaften (Blum, Galbraith,
Henn & Niss, 2007). Die reine Mathematik wurde ab dem 19. Jahrhundert gemein-
sam mit der angewandten Mathematik gelehrt. Von nun an gab es immer wieder
Trends, zeitweise zugunsten der reinen, dann wieder zugunsten der angewandten
Mathematik (Kilpatrick, 1992). Einer dieser Trends war in den 60er und 70er Jahren
die Bewegung ,Neue Mathematik®. Laut den Verfechtern dieser Bewegung sollten
Kinder bereits moglichst frih lernen, logisch und abstrakt zu denken. Hieraus resul-
tierte zum Beispiel die Einfihrung der Mengenlehre in den Grundschulen. Im tertia-
ren Bildungsbereich hauften sich ungefahr zur gleichen Zeit Klagen, die im Gegen-

teil dazu mehr Anwendungsbezug im Mathematikunterricht forderten:

Im Vereinigten Koénigreich kamen in den spaten Finfzigern immer wieder Be-
schwerden aus den Fihrungsriegen der Industrie, dass Universitatsabsolventen
trotz hervorragender Abschliisse in Mathematik nicht dazu fahig seien, ihr Wissen

einzusetzen, um anstehende reale Probleme zu l6sen.

Unabhéngig davon, in welche Richtung das Pendel gerade schwingt: Modellieren
war immer — mal mehr, mal weniger — ein Bestandteil von Mathematik und von Ma-
thematikunterricht (FUr eine ausfuihrliche Geschichte des mathematischen Modellie-
rens vgl. Pollak, 2003, 2007).

Nun l&asst sich zwar allein aus dieser Tatsache heraus noch keine Rechtfertigung
dafiir ableiten, Modellieren auch weiterhin als zentralen Part des Curriculums im

Fach Mathematik beizubehalten, jedoch gilt es, Folgendes zu bedenken:

e Erstens hat der Mathematikunterricht — trotz aller Modeerscheinungen und
zeitweiliger Konzentration auf die reine Mathematik — den Anwendungsas-
pekt mathematischen Wissens nie komplett aus den Augen verloren. Dies
zeigt, dass die Fachdidaktik - und somit die auf diesem Gebiet tatigen Exper-
ten - die Wichtigkeit von Modellierungskompetenz zu jeder Zeit anerkannt
haben.

e Zweitens zeigt gerade das oben beschriebene Beispiel um die britischen
Studierenden die Konsequenzen einer Vernachlassigung von Anwendungs-

bezuigen wahrend der Ausbildung.
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1.2.2 Modellieren als Mittel zum Zweck
Man kann sich nun die Frage stellen, warum Modellieren von alters her eine so gro-

Re Rolle im Mathematikunterricht spielt. Um dies zu beantworten, kann man auf die

von Blum (2003) angefuhrten Argumente zuriickgreifen.

Betrachten wir zunéchst die Perspektive von Modellieren als Mittel zum Zweck — als
die Art und Weise wie Menschen Mathematik lernen. Was ist hiermit gemeint? Mo-
dellieren bezeichnet einen Weg, Probleme mathematisch zu l6sen. Hierbei wird ma-
thematisches Wissen angewandt und somit vertieft. Sofern bei einem Problem nicht
auf bereits vorhandene Ldsungsalgorithmen zuriickgegriffen werden kann, sondern
neue Losungswege gefunden werden missen, kann so auch neues Wissen erwor-
ben werden — ganz im Sinne des situierten Lernens (Greeno, Moore & Smith, 1993).
Dass man mathematisches Wissen auch durch die Beschaftigung mit Alltagsprob-

lemen erwerben kann, wird an zwei Beispielen deutlich:

« Erstens sei auf die Entwicklung von Basisfahigkeiten im Kleinkind- und Vor-
schulalter verwiesen, wie sie in Kapitel 1.4.2.4 dargestellt werden. Kinder
erwerben durch die aktive Auseinandersetzung mit ihrer konkreten Umwelt
erste Zahl-, Mengen und Rechenkenntnisse, lange bevor sie mit der abstrak-
ten Sprache der Mathematik in Bertihrung kommen (Gelman, 2000). Es ist
durchaus angebracht davon auszugehen, dass jedes Kind bestimmte ma-
thematische Prinzipien nicht vermittelt bekommt, sondern fiir sich selbst neu
erfindet (Bryant & Nufies, 2002). Dies geschieht aber nur deshalb, weil Kin-
der sich realen Problemen gegeniubergestellt sehen, fir die sie Losungs-
mdglichkeiten entwickeln missen. Spontan greifen sie zu diesem Zwecke
auf mathematische Konzepte zuriick, lange bevor sie wissen, was sich hinter

dem Begriff ,Mathematik“ Gberhaupt verbirgt.

* Zweitens kann man &hnliche Vorgdnge beobachten, wenn man Menschen
ohne - oder mit nur geringer - Schulbildung untersucht. Auch diese missen
taglich Probleme l6sen, fir deren Bearbeitung sie auf selbstentwickelte Algo-
rithmen zurickgreifen miussen. Auf diese Art und Weise lernen sie zu rech-
nen — ohne in der Schule diesbezlglich unterrichtet worden zu sein. Dies be-
legen zum Beispiel die Studien von Carraher, Carraher & Schliemann
(1985), in denen StralRenverkaufer untersucht wurden, die kaum formal in

Mathematik unterrichtet worden waren, aber dennoch in der Lage waren,
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arithmetische Probleme zu l6sen. In die gleiche Kategorie fallen die von Ar-
binger (1997) zitierten Untersuchungen an brasilianischen Buchmachern, die
durch die Konfrontation mit mathematischen Problemen von sich aus eine

Reihe recht komplexer Losungsstrategien erwarben.

Beide Beispiele befassen sich zwar nicht explizit mit mathematischem Modellieren,
trotzdem beschreiben sie Prozesse, wie sie auch beim mathematischen Modellieren
zu beobachten sind, namlich die Anwendung bzw. Entwicklung von mathematischen

Vorgehensweisen zur Losung realer Probleme.

Diese Prozesse scheinen bei Menschen also spontan aufzutreten (Brase, 2002). Sie
auch im formalen Unterricht zu férdern, um das Lernen von Mathematik voranzu-
bringen, ist daher naheliegend. Dass dies eine vielversprechende Strategie sein
kann, zeigen auch Untersuchungen im Mathematikunterricht selbst: Dunne & Galb-
raith (2003) untersuchten zwei Parallelklassen, von denen eine tber ein Unterrichts-
jahr hinweg vorwiegend mit Modellierungsproblemen arbeitete, die andere hingegen
nicht. Am Ende des Jahres zeigte die Modellierungsklasse ein deutlich besseres
Verstandnis fir mathematische Inhalte und Prinzipien als die Parallelklasse. Zwar
schranken die Autoren selbst ein, dass dies kein echtes Kontrollgruppendesign dar-
stelle und man die Untersuchung lediglich als Fallstudie betrachten kénne, dennoch
kénnen die Ergebnisse zumindest als ein Hinweis auf die positiven Auswirkungen

von Modellierungsaufgaben gewertet werden.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass in der Mathematikdidaktik ein Unterschied ge-
macht wird zwischen Modellierungsaufgaben und Textaufgaben, wie man sie klassi-
scherweise aus dem Mathematikunterricht kennt, und zwar dergestalt, dass Model-
lierungsaufgaben als eine Teilmenge von Textaufgaben aufgefasst werden. Auch
bei Modellierungsaufgaben handelt es sich um verbal prasentierte Problemstellun-
gen, allerdings mit dem Unterschied, dass sie Verbindungen zur realen Welt enthal-
ten, d.h. dass hier Probleme vorgegeben werden, die einem auch im wahren Leben

begegnen kénnen.

Das in 1.3.1 beschriebene Beispiel ,Berechnen der Wandflache eines Zimmers
beim Renovieren“ ist daher eine Textaufgabe, die auch als Modellierungsaufgabe

aufgefasst werden kann. Hingegen ist die Aufgabe

Peter ist acht, wenn er drei Jahre
alter wéare, dann ware seine GroRmutter
genau funfmal so alt wie er.

14



zwar eine typische Textaufgabe, keinesfalls aber eine Modellierungsaufgabe, da sie
nicht den geringsten Lebensweltbezug aufweist (Galbraith, 2007). Aus kognitions-
psychologischer Sicht macht eine solche Unterscheidung hingegen keinen Sinn, da
auch im Beispiel ohne Lebensweltbezug eine Modellbildung, wie sie oben definiert
wurde, erfolgen muss. Fir die vorliegende Arbeit soll daher der Einfachheit halber
keine Unterscheidung getroffen werden zwischen Textaufgaben und Modellierungs-

aufgaben.

1.2.3 Modellieren als Bildungsziel
Mathematisches Modellieren kann aber statt als reines Mittel auch als Bildungsziel

angestrebt werden. Modellieren ist als Kompetenz erstrebenswert, da die Fahigkeit,
real gegebene Probleme mathematisch zu I6sen, eine bedeutende Kompetenz zur
Bewadltigung von solchen Problemen ist, wie sie Schilern sowohl in ihrem berufli-
chen als auch in ihrem spateren Leben immer wieder begegnen werden. Modellie-
ren ist der Grund, warum Menschen Mathematik lernen sollen, ganz im Sinne von

,Non scolae sed vitae discimus!*

Henry Pollak — ein Pionier auf dem Gebiet der Erforschung und didaktischen Imple-
mentierung von Modellieren — drlckt dies so aus: ,Society provides the time for
mathematics to be taught in schools, colleges and universities not because it is
beautiful, which it is, or because it provides great training for the mind, which it does,

but because it is so useful.” (Crouch & Haines, 2003, S.3).

Aus diesem Grund wird dem Modellieren von Bildungsforschern eine so grofe Be-
deutung zugeschrieben: Sie ist Bestandteil der sogenannten ,Mathematical
Literacy“, einem Begriff aus der Bildungsforschung, der auch den PISA-
Untersuchungen zugrunde liegt. Die OECD/PISA Definition von Mathematical
Literacy lautet: ,Mathematische Grundbildung ist die Féahigkeit einer Person, die
Rolle zu erkennen und zu verstehen, die Mathematik in der Welt spielt, fundierte
mathematische Urteile abzugeben und sich auf eine Weise mit der Mathematik zu
befassen, die den Anforderungen des gegenwartigen und kiinftigen Lebens dieser
Person als konstruktivem, engagiertem und reflektierendem Birger entspricht"
(Baumert, Klieme, Neubrand, Prenzel, Schiefele, Schneider, Tillmann & Weil3, 2000,
S.3). Weiterhin heil3t es im Rahmenkonzept zu PISA: ,Der Schwerpunkt [liegt] auf
der funktionalen Anwendung von mathematischen Kenntnissen in ganz unterschied-

lichen Kontexten und auf ganz unterschiedliche, Reflexion und Einsicht erfordernde
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Weise [S.2]". Laut Neubrand (2003) steckt hinter dieser Formulierung nichts ande-
res als Modellieren, etwas vorsichtiger ausgedrtickt lieRe sich zumindest festhalten,
dass Modellieren als ein Teilbereich von mathematischer Grundbildung angesehen

werden kann.

Auch im nationalen Kontext wird der Modellierungsféhigkeit eine bedeutende Rolle
zugeschrieben: Die Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz (KMK, 2005)
nennen fir die Grundschule funf, fir den mittleren Bildungsabschluss sechs ma-
thematische Kompetenzen, die als erklartes Bildungsziel eines jeden deutschen
Schiilers am Ende seiner Schullaufbahn zu verstehen sind. Eine dieser mathemati-
schen Kompetenzen ist das Modellieren. Die Autoren der IGLU-Studie (Walther,
Geiser, Langeheine & Lobemeier, 2003) rdumen der Modellierungskompetenz
ebenfalls eine tragende Rolle ein: Ihrer Meinung nach muss sich die Effektivitat des
Mathematikunterrichts an der Fahigkeit zu Modellieren messen lassen. Klieme,
Neubrand & Lidtke (2001) ziehen aus der Mathematikstudie von PISA 2000 das
Fazit: ,Im Zentrum der mathematischen Grundbildung steht die Modellierungsfahig-
keit [S.186].“ Aus all dem lasst sich folgern, dass Modellieren einerseits als wichtige
Fahigkeit zu betrachten ist und andererseits allgemein anerkannt wird, wie wichtig

es ist, diese Fahigkeit zu besitzen.
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1.3 Modellieren und Modellierungszyklus

Im vorhergehenden Teilkapitel wurde Modellieren definiert als der Ablauf einer Rei-
he von Teilschritten beim Ldésen eines Problems. Im folgenden Abschnitt soll nun
dargelegt werden, worin diese Teilschritte im Einzelnen bestehen und in welcher
Reihenfolge sie ablaufen. Das Ablaufschema, welches diese Informationen liefert,
wird als Modellierungszyklus bezeichnet. Dieser so beschriebene Modellierungszyk-
lus hat sowohl deskriptiven als auch praskriptiven Charakter: er liefert zum einen
eine Beschreibung des Modellierens und zum anderen eine Vorschrift, wie man

beim Modellieren vorgehen soll.

In der Literatur ist eine Reihe verschiedener Varianten des Modellierungszyklus zu
finden. Im letzten Abschnitt dieses Teilkapitels werden diese Varianten kurz darge-
stellt und diskutiert. Der vorliegenden Arbeit wird die Variante nach Blum et al.

(2004) zugrunde gelegt, die auch in den PISA — Studien Verwendung fand.

1.3.1 Prozessablauf
Der Modellierungszyklus besteht aus funf Stadien (Realsituation, Realmodell, ma-

thematisches Modell, mathematische Ergebnisse und reale Ergebnisse) sowie aus
funf Ubergangsprozessen (Strukturieren, Mathematisieren, Verarbeiten, Interpretie-
ren und letztlich Validieren), die diese Stadien miteinander verbinden. Eine schema-
tische Darstellung ist Abbildung 1 zu entnehmen, Tabelle 1 illustriert den Prozess

dariber hinaus an einem einfachen kommentierten Beispiel.
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Mathematische
Ergebnisse

Mathematisches
Modell

O

Realmodell

[ ]

Reale
Ergebnisse

1: Strukturieren

2: Mathematisieren
3: Verarbeiten
- . 4: Interpretieren
Realsituation 5: Validieren

Abbildung 1: Modellierungskreislauf (angelehnt an B lum et al. 2004)

Nachfolgend werden die Stadien und die Prozesse, die diese Stadien miteinander
verbinden, kurz vorgestellt. Eine ausfuhrlichere Darstellung der Inhalte erfolgt im

Kontext der Operationalisierung (siehe Kapitel 2.1.2).

Das Stadium ,Realsituation”: Der Kreislauf beginnt typischerweise mit einer Realsi-

tuation, also einer konkret gegebenen Problemstellung. Diese kann einem im tagli-
chen Leben begegnen, wenn man beispielsweise ein Zimmer streichen will und - um
die Menge der Farbe zu bestimmen - die Wandflache ausrechnen muss. Sie kann
aber auch in schriftlicher Form, z.B. als Textaufgabe vorliegen. Die Realsituation
enthélt oftmals auch eine ganze Reihe an Informationen, die fir die Losung des
Problems entweder irrelevant ist oder der Einfachheit halber vernachlassigt werden

muss. Diese Informationen werden im nachsten Schritt ,aussortiert".

Der Vorgang ,Strukturieren®: Strukturieren nennt man den Vorgang, der den Uber-

gang von der Realsituation zum Realmodell beschreibt. Die fir die Losung des
Problems relevanten Informationen werden selektiert, die wichtigsten Groéf3en und
Variablen werden identifiziert, und es wird bestimmt, wo das Problem liegt und wel-
che Informationen noch fehlen. Das Problem wird im kognitionspsychologischen
Sinne ,verstanden®, d.h. beim Modellierer entsteht eine mentale Représentation der

Situation, das Realmodell.

18



Das Stadium ,Realmodell“: Das Realmodell als kompakte Version der Realsituation

enthalt nun nur noch die fiir das Problem relevanten Informationen. Basiert die Re-
alsituation nicht auf einem konkreten Erlebnis des Modellierers selbst, sondern auf
einer Textaufgabe, dann kann angenommen werden, dass dieser sich zu diesem
Zeitpunkt ein ,Bild der Situation* gemacht hat und sich nun vorstellen kann, wie eine

reale Problemsituation ausséahe.

Der Vorgang ,Mathematisieren“: Wahrend beim Strukturieren lediglich eine Informa-

tionsreduktion realisiert wird, wird beim Mathematisieren zum ersten Mal ein Uber-
setzungsprozess in Gang gesetzt. Das Realmodell — basierend entweder auf einer
tatsachlich erlebten Situation oder einer schriftlich formulierten Problemschilderung
— wird Ubersetzt in eine symbolische Sprache, das formale mathematische Modell.
Dieser Prozess ist gleichbedeutend mit Modellieren im engeren Sinn, namlich mit
der Darstellung eines realen, analogen Sachverhalts durch Zahlen, Operatoren,

Symbole und Graphiken.

Das Stadium ,Mathematisches Modell“: Das mathematische Modell driickt das zu

I6sende Problem in mathematischen Begriffen aus: Das zu streichende Zimmer im
Renovierungsbeispiel ist als ein Wirfel (ohne Boden) abgebildet worden, Sachver-
halte die mit Abnahmen und Zunahmen, Vermehrungen und Aufteilungen zu tun
haben sind durch mathematische Operatoren ( +, -, -, : ) dargestellt, Anzahlen sind
in arabischen Ziffern angegeben und Zusammenhange sind in Funktionen ausge-
drickt (z.B. die Vermehrung eines Kapitals bei der Zinsrechnung mit der Wachs-
tumsfunktion (K, = Ky - (1 + p/100)"). Je nach gewtinschtem Detailliertheitsgrad und
abhangig von der mathematischen Kompetenz des Modellierers kann ein mathema-
tisches Modell mehr oder weniger komplex sein. Dies lasst sich wiederum am o. g.

Renovierungsbeispiel illustrieren:
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Das Aufstellen des mathematischen Modells wird oft als der kritische Punkt beim
Modellieren betrachtet. Dies mag insbesondere daran liegen, dass an diesem Punkt
des Prozessmodells ein gréRerer kognitiver Aufwand vermutet wird als an anderen
Stellen (Crouch & Haines, 2004).

Der Vorgang ,Verarbeiten“: Beim Verarbeiten geht es darum, vom mathematischen

Modell zu einer mathematischen Lésung zu gelangen, also um das Ausfiihren von
mathematischen Operationen, Algorithmen, etc. Im einfachsten Falle bedeutet dies
lediglich, etwas auszurechnen, wie im Renovierungsbeispiel den Term ,0.2 (2 - 5.00
- 250 + 2 -2.80 - 2.50)%, und die Losung zu notieren. Unter Umstanden erfordert
dieser Vorgang einige Zwischenschritte. Betrachtet man hingegen komplexere Prob-
leme, so missen an dieser Stelle Gleichungssysteme geldst oder Approximationen
gefunden, Funktionen diskutiert, Computersimulationen durchgefiihrt werden etc.

Fur die in der hier anvisierten Zielgruppe von Grundschulabsolventen relevanten
Aufgaben und auch fir die meisten alltagsrelevanten Situationen beschrénkt sich
das Verarbeiten auf das Anwenden von bekannten Regeln und Algorithmen. Die
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Ausfuihrung dieses Schrittes verlangt keinen Bezug zur Realitat, es erfolg eine rein
innermathematische Bearbeitung des Problems. Am Ende des innermathemati-

schen Problemltseprozesses steht das mathematische Ergebnis.

Das Stadium ,Mathematische Ergebnisse”: Mathematische Ergebnisse sind die

Endprodukte des innermathematischen Problemléseprozesses. Diese sind nach wie
vor in der formalen mathematischen Sprache ausgedriickt, bei einfachen Aufgaben
also in Form von arabischen Ziffern. Im Renovierungsbeispiel waren dies die Zahl
7.8 fur das einfachere Modell und die Zahl 6.86 fiir das Modell, welches Fenster und
Tur bericksichtigt. Diesen Ergebnissen wird zunéachst noch keine Bedeutung zuge-

schrieben, diese erhalten sie erst durch das Interpretieren.

Der Vorgang ,Interpretieren*: Das Interpretieren der mathematischen Ergebnisse

Ubersetzt die mathematischen in reale Ergebnisse. Den reinen Zahlen, die am Ende
des mathematischen Losungsprozesses stehen, wird wieder ein Sinn verliehen,
indem sie in einen Zusammenhang mit dem Ursprungsproblem gesetzt werden. Die
Zahl 7.8 aus dem Beispiel wird gelesen als ,7.8 Liter”. Interpretieren kann als der
spiegelbildliche Prozess zu Mathematisieren betrachtet werden: Von der symboli-
schen, mathematischen Sprache erfolgt eine Rickibersetzung in die anschauliche
Alltagssprache. Somit ist dies der zweite Ubersetzungsvorgang, den das mathema-
tische Modellieren erfordert. Der Kreis im Prozessmodell beginnt sich zu schlief3en,

denn man ist zurlickgelangt in die reale Welt und zu den realen Ergebnissen.

Das Stadium ,Reale Ergebnisse”: Im letzen Stadium des Modellierungsprozesses

liegen dann die realen Ergebnisse des Problemléseprozesses vor. Im Beispiel: Es
wurde ausgerechnet, dass — nimmt man wieder das einfachere Modell — fast 8 Liter
Farbe bendtigt werden. Dem realen Ergebnis kann der Modellierer nun wieder ein
klares Vorstellungsbild zuordnen: 8 Liter Farbe sind etwas weniger als der Inhalt

eines 10-Liter-Eimers.

An sich kdénnte man das Problem an dieser Stelle als gel6st betrachten und — auf
das Beispiel bezogen — einen Eimer Farbe kaufen gehen. Was aber, wenn dem
Modellierer wahrend des Prozesses ein Fehler unterlaufen ist? Um zumindest grobe
Fehler ausschlieRen zu kdnnen, muss noch ein weiterer Schritt folgen, der den Kreis

zur Realsituation endguiltig schlief3t: Das Validieren.

Der Prozess ,Validieren": Validieren heil3t, die realen Ergebnisse in den Kontext der

Realsituation zurickzuibertragen und sich die Frage zu stellen, ob die Ergebnisse

im Zusammenhang mit der Realsituation eine adédquate und realistische Losung flr
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das urspriinglich formulierte Problem darstellen. Dies lasst sich wiederum am Reno-

vierungsbeispiel verdeutlichen.

Beispiel: Renovieren eines Raumes — Berechnung der bendtt igten
Wandfarbe

Schritt 5: Validieren

Angenommen, dem Modellierer sei in Schritt 2 ein Fehler unterlaufen: Irri-
tiert von der Aussage ,0.2 Liter Farbe pro Quadratmeter* begeht er den
Fehler, nicht die Flache der Wande zu berechnen, sondern stattdessen die
Grundflache des Zimmers. Diese betragt 14 m2 Daraus ergabe sich ein
Bedarf an 2.8 Litern Farbe.

Dieses Ergebnis nimmt der Modellierer idealerweise aber nicht einfach
hin, sondern stellt sich die Menge von 2.8 Litern Farbe vor. Vielleicht ver-
gleicht er sie im Geiste mit dem grofR3en 10-Liter-Eimer, den er fir das Ne-
benzimmer bendtigt hat, das nur unwesentlich groR3er ist. Daraufhin treten

Zweifel bei ihm auf, und er Uberprift noch einmal sein Modell.

Nicht immer allerdings ist die Validierung erfolgreich in dem Sinne, dass vollzogene
Fehler auch tatsachlich aufgedeckt werden. Ein Verzicht auf diesen Kontrollprozess
bedeutet jedoch gleichzeitig ein Risiko fiir suboptimale oder falsche Losungen. Dies
ist insbesondere dann ein gravierender Nachteil fir den Problemléser, wenn er nicht
mangels Kompetenz, sondern aufgrund von ,Flichtigkeitsfehlern® zu einem falschen

Ergebnis gelangt ist.

Treten Zweifel an der Richtigkeit der Ergebnisse auf, so muss der Kreislauf von
neuem durchlaufen werden. Auch wenn dies bei einfachen und alltdglichen Proble-
men wohl eher die Ausnahme darstellen dirfte, sind bei komplexen Vorgéangen der
angewandten Mathematik mehrere Durchgange durchaus ublich. Dies liegt darin
begriindet, dass es bei komplizierteren Problemen selten nur eine richtige Lsung
gibt. Oftmals gibt es sogar Uberhaupt keine eindeutige Losung und die mathemati-
schen Modelle sind nur bessere oder schlechtere Annaherungen an eine Ideall6-
sung. Halten diese Annéherungen dem Vergleich mit der Realsituation nicht stand,
missen neue Losungswege gesucht werden. Aufgrund dieser sich wiederholenden

Durchlaufe spricht man vom Modellierungszyklus.
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Tabelle 1: Beispiel hafter Prozessablauf

Stadien Beispiel Erlauterung
Ubergéange
Realsituation Anna und Peter mochten einen Apfelkuchen backen. Gegeben ist eine Situation aus dem tagli-
Neben den Zutaten, die sie bereits zuhause haben, chen Leben.
benétigen sie noch 500g Mehl und 8 Apfel. Drei Apfel
und eine Tute Mehl leihen sie sich bei der Nachbarin.
Wie viele Apfel miissen sie noch organisieren, um den
Kuchen backen zu kénnen?
Strukturieren
Realmodell AUSGANGSPUNKT Fur das Problem unbedeutende Informati-
° e onen (z.B. 500g Mehl) wurden ignoriert. Es
e wurde konkretisiert, was die eigentliche
Aufgabe darstellt:
" Dass drei Apfel gegeben sind, man am
Ende acht Apfel haben méchte und nun
vor der Frage steht, wie viele weitere noch
hinzukommen mussen.
ZIE”
Mathematisieren
Mathematisches Das mathematische Modell driickt den im
Modell Realmodell  vereinfacht  dargestellten
Sachverhalt in einer mathematischen
Sprache aus. Zahlworter sind durch Zah-
3+?=8 lenwerte ersetzt, die Problemstellungen
wie viele [...] organisieren* ist durch
oder Operatoren dargestellt (plus wie viel bzw.
minus).
8-3="
Verarbeiten
Mathematische Am Ende des innermathematischen L6-
Ergebnisse sungsprozesses des Problems steht ein in
5 mathematischer  Sprache formuliertes
Ergebnis.
Interpretieren

Reale Ergebnisse

ODER

LAnna und Peter miissen noch fiinf Apfel zusammentra-
gen.

Das reale Ergebnis ist wieder als Konkreti-
sierung (siehe Bild) vorstellbar oder als
Aussage formulierbar.

Validieren
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1.3.2 Der Modellierungszyklus als Praskription und Deskription
von Modellierungsprozessen
Modelle — so wurde oben definiert — sind vereinfachte, auf wesentliche Merkmale

reduzierte Darstellungen der Wirklichkeit, wobei zentrale Merkmale und Relationen,
die in der Wirklichkeit gelten, auch im Modell enthalten sind. In diesem Sinn ist auch
der Modellierungszyklus selbst ein Modell, n&dmlich ein Modell der Vorgehensweise

beim Lésen von Modellierungsaufhaben.

Theoretisch kann der Modellierungszyklus einerseits als praskriptives, andererseits
auch als deskriptives Modell von Modellierungsprozessen aufgefasst werden. Frag-
lich bleibt jedoch, ob diese Sichtweise auch einer empirischen Uberprifung stand-
halt.

Ein praskriptives oder auch normatives Modell postuliert, wie ein Prozess ablaufen
muss. Es macht Aussagen dartber, unter welchen Bedingungen die Ergebnisse des
Prozesses optimal sind. Diese Bedingungen sind konkrete Regeln, die beschreiben,
welche Aktionen in welcher Reihenfolge auszufiihren sind, um eine mdglichst hohe
Qualitat des Endproduktes zu gewéhrleisten. Dies heil3t nicht, dass diese Regeln in

der Praxis auch eingehalten werden.

Eignet sich der Modellierungszyklus als praskriptives Modell? In der Fachliteratur
wird dies nicht in Frage gestellt: Ein (ggf. mehrfaches) Durchlaufen der Stadien wird

als die beste Methode verstanden, um reale Probleme mathematisch zu l6sen.

Ob ein am theoretisch postulierten Modellierungszyklus orientiertes Abschreiten der
Einzelphasen aber tatsachlich der beste Weg ist, um Modellierungsprobleme erfolg-
reich zu l6sen, muss jedoch in der Praxis erst noch erwiesen werden bevor der Mo-

dellierungszyklus als normatives Modell akzeptiert werden kann.

Ebenso wichtig ist aber die Frage, ob der Modellierungszyklus auch als deskriptives
Modell fungieren kann. Ein deskriptives Prozessmodell beschreibt einen Ablauf so,
wie er tatsachlich bei allen oder den meisten Personen ablauft. Ware der Modellie-
rungszyklus ein rein theoretisches Modell, welches das Vorgehen von
Problemlésern nicht adaquat beschreiben kann, so wére sein praktischer Nutzen in

Frage zu stellen.

Borromeo Ferri und ihre Kollegen beschaftigten sich daher in ihrem Projekt ,KOM2:
»Kognitionspsychologische Analysen von Modellierungsprozessen im Mathematik-

unterricht* (Borromeo Ferri, 2006; Borromeo Ferri & Kaiser, 2006; Borromeo Ferri,
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Leiss & Blum, 2006) mit der Frage, ob sich der Modellierungskreislauf mit seinen
Unterteilungen, wie sie in der Literatur beschrieben werden, auch tatsachlich in der
Herangehensweise beim Ldsen von Modellierungsaufgaben widerspiegelt. Die Au-
toren filmten 38 Schulergruppen & zwei Personen, um anschlieend die individuel-
len Modellierungsrouten zu beschreiben. Diese Beschreibung konzentrierte sich
jedoch primér auf eine detaillierte Darstellung dessen, was in den jeweiligen Einzel-
phasen passiert. Informationen beispielsweise tber Abweichungen von der theore-
tisch postulierten Reihenfolge sind den Berichten nicht zu entnehmen. Trotzdem
kommen die Autoren zu dem Fazit: Der Modellierungszyklus stellt ein gutes Modell
der kognitiven Vorgange beim Modellieren dar, auch wenn nicht alle Schritte dem

Modellierer bewusst sind.

Eine weitere Erkenntnis der Untersuchung ist, dass es individuelle Unterschiede bei
der Art und Weise gibt, wie Modellierungsaufgaben bearbeitet werden. Die Unter-
schiede werden von den Autoren auf unterschiedliche mathematische Denkstile
zurtckgefihrt, welche die Art der mentalen Reprasentation (verbal vs. bildhaft) von
Informationen betreffen. Darliber hinaus sind jedoch auch weitere — bisher eventuell

noch unbekannte — Einflussgréf3en denkbar.

Festzuhalten bleibt, dass die in der Theorie zu Modellieren und Modellierungskom-
petenzen implizierten Grundgedanken vom Modellierungszyklus als deskriptives
und praskriptives Modell bisher nicht ausreichend untersucht wurden. Bedenkt man
die vielen praktischen Implikationen, die aus dem Modellierungszyklus abgeleitet
werden, ist der Prufung beider theoretischer Konzepte daher hochste Prioritat einzu-

raumen.
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1.3.3 Varianten des Modellierungszyklus
Neben der oben diskutierten Version des Modellierungszyklus finden sich in der

Literatur weitere Versionen. Unterschiede zum oben beschriebenen Modell bezie-
hen sich hierbei entweder auf den Beginn oder auf das Ende des Kreislaufs. Hous-
ton (2007) verwendet beispielsweise ein Modell, das auf Penrose (1978) zuriickgeht
und am Ende des Modellierungszyklus nach dem Validierungsschritt eine Verzwei-
gung vorsieht zwischen einerseits ,revise" (falls bei der Validierung Zweifel an der
Richtigkeit der Losung aufgekommen sind) und andererseits ,report* (sobald eine
Ldsung als endgiltig akzeptiert worden ist und die Berichtlegung eingeleitet werden

kann).

Viel interessanter sind jedoch Varianten beziglich des Kreislaufbeginns, wie
Borromeo Ferri (2006) sie in einem Uberblicksartikel zusammenfasst. Abbildung 2
gibt einen Uberblick tber die dort referierten Modellgruppen, auf die im Folgenden
kurz eingegangen werden soll. Wie aus der Darstellung ersichtlich wird, fallt das

oben beschriebene Modell nach Blum et al. (2004) in die Gruppe 3.

Gruppe 1
RS SM/MRS RM MM

Gruppe 2
SM/MRS RM MM

Gruppe 3
RS > RM MM

Gruppe 4
RS _ MM

RS = Realsituation, SM/MRS = Situationsmodell, RM = Realmodell, MM = mathematisches Modell

Abbildung 2: Gruppen von Modellierungsmodellen (Bor romeo Ferri, 2006)

Modelle der Gruppe 1 postulieren drei Zwischenschritte von der Realsituation zum
mathematischen Modell: Die Realsituation (RS) wird zunachst in einem Situations-
modell (SM), also in einer mentalen Représentation der Situation, vom Modellierer
verinnerlicht und verstanden. Dieses Situationsmodell ist noch nicht — wie dies spa-

ter beim Realmodell (RM) der Fall sein wird — von tberflissigen Informationen be-
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freit und vereinfacht. Es handelt sich hierbei lediglich um eine Art mentaler Kopie
der Situation. Ein derart differenziertes Modell ist laut Borromeo Ferri vor allem dann
indiziert, wenn man sich besonders fur die kognitiven Prozesse wahrend des Model-
lierens interessiert. Dann kann es sinnvoll sein, den Schritt, den wir bisher als
~Strukturieren® bezeichnet haben, in zwei Einzelkomponenten zu zerlegen und diese
getrennt zu untersuchen. Blum & Leiss (2007) bezeichnen das Situationsmodell als
einen besonders zentralen Schritt, da an dieser Stelle deutlich wird, ob Individuen

das ihnen gestellte Problem auch tatsachlich verstanden haben.

Modelle der dritten Gruppe ignorieren hingegen den Zwischenschritt und gehen von
der Realsituation direkt Gber zum Realmodell. Diese Modellvariante liegt auch den
PISA-Studien zugrunde (PISA-Konsortium-Deutschland, 2001, 2004) und ist als
eine Vorgangervariante zu den Modellen der Gruppe 1 zu betrachten, da in der
Fachdidaktik das Interesse an kognitiven Vorgdngen beim Modellieren noch ver-

haltnismafig neu ist.

Die Vereinfachung in Gestalt von Modellen der Gruppe 2 hingegen begriindet sich
wie folgt: Diese Modelle sind dann besonders praktikabel, wenn man sich mit Text-
aufgaben befasst. Die Argumente Borromeo Ferris (2006) lassen sich nachvollzie-
hen, dass Modellierer beim Umgang mit Textaufgaben an sich keiner wirklichen
.Realsituation ausgesetzt sind. Textaufgaben beinhalten oftmals bereits eine so
stark vereinfachte Situationsdarstellung, dass diese direkt in ein mentales Modell
Ubernommen werden kann. Die Autorin weist zurecht darauf hin, dass hier sogar
zeitweise eine umgekehrte Reihenfolge im Modellierungskreislauf heraufbeschwo-
ren werden kann — die Modellierer sehen sich einem Situationsmodell gegeniber,

zu dem sie sich erst eine zugehorige Realsituation vorstellen missen.

Modelle der vierten Gruppe sind zu stark vereinfacht, um den Anforderungen an den
normativen und deskriptiven Charakter eines Modellierungsmodells gerecht zu wer-
den. Dies ist aber auch nicht ihre Zielsetzung, denn sie haben in erster Linie eine
didaktische Funktion: Einige Autoren (vgl. z.B. Maal3, 2004) argumentieren namlich,
zur Modellierungskompetenz gehére auch Wissen uber den idealtypischen Ablauf
des Modellierungszyklus. Solches Wissen erleichtere dem Lernenden metakognitive
Prozesse der Planung wahrend des Modellierens. Um jedoch gerade auch jlingeren
Schilern die Prinzipien und Ablaufe beim Modellieren verstandlich zu machen, ist
auf komplizierte Ausdifferenzierungen mdglichst zu verzichten und der Modellie-

rungszyklus kompakt und verstandlich darzustellen.
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Welche Variante ist nun zu bevorzugen? Borromeo Ferri (2006) zieht die Mdglich-
keit in Betracht, je nach Zielsetzung verschiedene Prozessmodelle heranzuziehen.
Sie unterscheidet zwischen zwei Betrachtungsweisen: Eine aus Sicht der Forschung
und eine aus Sicht der Didaktik. Dies ist durchaus tUberzeugend. Geht es darum, die
Prozesse beim mathematischen Modellieren genau zu untersuchen, so sollten mog-
lichst alle Subprozesse in Betracht gezogen werden. Fur die Forschung ist daher ein
mdglichst differenziertes Modell der Gruppe 1 indiziert. Anders fur padagogisch-
didaktische Zwecke, wenn es darum geht, Wissen tUber Modellieren zu vermitteln.

Dann sind einfache und pragnante Modelle der Gruppe 4 zu wahlen.

Von anderen Autoren wird aber eher die gegensatzliche Sichtweise vertreten, gera-
de fur didaktische Zwecke sehr ausgefeilte Modellierungsmodelle zu verwenden, die
dann im Sinne eines normativen Modells den Lernenden konkrete Handlungsanwei-
sungen geben. Ein solches Modell ist das von Dunne & Galbraith (2003), welches
neben den funf bereits bekannten Prozessen Strukturieren, Mathematisieren, Ver-
arbeiten, Interpretieren und Validieren einen weiteren Schritt enthélt, der zwischen
Strukturieren und Mathematisieren anzusiedeln ist: ,List all data and assumptions
being made.” Dies ist aber an sich nicht als ein substanziell neuer Schritt zu be-
trachten, vielmehr handelt es sich hier um eine Hilfestellung, die dem Modellierer die
Aufstellung des mathematischen Modells erleichtern soll. Noch einen Schritt weiter
geht die ,How to Model Mathematically Table" von Geng (2003): Das dort beschrie-
bene Flussdiagramm richtet sich an Lernende und gibt fir jede Stufe im Modellie-

rungszyklus eine Checkliste mit Aktivitaten vor, die jeweils abzuarbeiten sind.

Nun gibt es aber neben der Forschungsperspektive und dem didaktischen Blickwin-
kel noch eine dritte Betrachtungsweise, die in der Literatur kaum angesprochen
wird: Namlich die diagnostische Sichtweise, die fur die vorliegende Arbeit im Fokus
steht. Diagnostik von Modellierungskompetenz sollte mdglichst genau sein, damit
Starken und Schwachen der Lernenden préazise aufgedeckt und in der Folge geziel-
te FordermalRnahmen eingeleitet werden kdnnen. Andererseits muss Diagnostik
aber auch sparsam sein, um den Probanden nicht zu tberfordern, und sollte sich
nur auf solche Prozesse konzentrieren, die im Hinblick auf eine valide Diagnose

auch operationalisierbar sind.

Als Grundlage fir die Entwicklung von diagnostischen Instrumenten werden Modelle
der dritten Gruppe vorgeschlagen. Sicherlich waren Modelle der ersten Gruppe we-
gen ihres hohen Differenzierungsgrades noch wiinschenswerter, da eine Aufspal-

tung des Strukturierungsschrittes weitere wertvolle Informationen Uber die

28



Verstehensprozesse beim Modellierer liefern kénnte. Auch sind durchaus Wege
denkbar, mentale Représentationen der Beobachtung zuganglich zu machen. Der-
artige Untersuchungen sind jedoch im Rahmen eines 6konomischen Testverfah-
rens, das auch alle anderen Stadien im Modellierungszyklus erfassen soll, nicht
praktikabel. Dies gilt insbesondere im Hinblick auf eine schnelle, standardisierte
Auswertung. AulRerdem kommt bei Instrumenten, die mit Textaufgaben arbeiten, die
bereits angedeutete Verwischung der Grenzen zwischen Realsituation und Situati-
onsmodell hinzu, die eine kinstliche Trennung der beiden Stadien zuséatzlich er-
schwert. Im Ubrigen gilt fir alle dargestellten Varianten, dass es sich hierbei kei-
neswegs um verschiedene Theorien des Modellierens handelt. Uber den Ablauf der
verschiedenen Teilprozesse herrscht Einigkeit, es bestehen lediglich Unterschiede
in der Darstellungsweise derselben Theorie. Auch Autoren, die selbst einfache Mo-
delle verwenden, leugnen nicht die Existenz der von ihnen ,ausgeblendeten* Pha-

sen.

Modellieren und Modellierungszyklus wurden nun dargestellt und erlautert. Der Mo-
dellierungszyklus bildet eine Orientierungsgrundlage bei der Beobachtung und Be-
wertung von Modellierungsprozessen. Die Frage, inwieweit er sich zur Préaskription
und Deskription tatsachlich auftretender Stadien, Prozesse und deren Reihenfolge

eignet, wird an anderer Stelle noch einmal aufgegriffen.
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1.4 Modellierungskompetenz

Setzt man sich zum Ziel, Modellierungskompetenz zu untersuchen, so muss man
sich zunachst dartber klar werden, was Modellierungskompetenz ist. Zerlegt man
den Ausdruck in seine Bestandteile, so musste die Antwort lauten: Modellierungs-
kompetenz bezeichnet die Kompetenz zu Modellieren. Was aber ist Kompetenz?
Betrachtet man Modellieren als einen Teil mathematischer Kompetenz, so stellt sich
hingehen die Frage, was wiederum mathematische Kompetenz ausmacht. Im Fol-
genden soll daher ein Verstandnis von Modellierungskompetenz hergeleitet werden,
indem zuné&chst Definitionen von Kompetenz, dann solche von mathematischer

Kompetenz und letztlich Modellierungskompetenz betrachtet werden.

1.4.1 Der Kompetenzbegriff
Der Begriff ,Kompetenz“ ist ein in den Bildungswissenschaften haufig benutzter

Terminus. Leider ist der Begriff jedoch ebenso unscharf wie popular. Oft wird er
verwendet, ohne dass deutlich wird, was unter Kompetenz tberhaupt zu verstehen

ist.

Dies liegt nicht zuletzt darin begriindet, dass mindest drei verschiedene Sichtweisen
auf den Kompetenzbegriff unterschieden werden kénnen, wie sie bei Klieme, Hartig
& Rauch (2008) diskutiert werden.

e Aus der Sprachpsychologie (Chomsky, 1968) kennt man den Begriff Kompe-
tenz fur das den sprachlichen Fahigkeiten zugrunde liegende kognitive Sys-
tem.

Hierbei wird ebenso wie auch in der Lernpsychologie (Spada, 2005) unter-
schieden zwischen Kompetenz und Performanz. Kompetenz ist der Auffas-
sung Chomskys zufolge nicht direkt beobachtbar: ,,...linguistic competence
[...] underlies behavior but [...] is not realized in any direct or simple way in
behaviour.” (Chomsky, 1986; S. 4). Ahnlich wie bei anderen Konstrukten
(bspw. Intelligenz) wird Kompetenz &aquivalent zu latenten Eigenschaften
aufgefasst, wohingegen die Performanz die Manifestation der Kompetenz
auf der Verhaltensebene darstellt. Die Messung der Kompetenz (s.u.) kann
dann realisiert werden, indem mithilfe psychometrischer Modelle von der
Performanz beim Lésen von Items Rickschlisse auf den Auspragungsgrad

der Kompetenz gezogen werden (Beck & Klieme, 2007).
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Eine andere Perspektive ist diejenige von Kompetenzen als Kompromiss
zwischen Bildung (verstanden als Persdnlichkeitsentwicklung und Befahi-
gung zur Teilnahme an der menschlichen Kultur) und Qualifizierung (ver-
standen als Aufbau von Wissen und Fahigkeiten, die benétigt werden um
bestimmte Téatigkeiten auszufiihren).

Die Notwendigkeit zu einem solchen Kompromiss liegt im Wandel der Bil-
dungsziele begrindet. Wahrend diese friiher Uber Inhalte definiert waren
(materiale Bildungsziele), geht der Ruf immer mehr nach allgemeinen Fahig-
keiten, nach sog. ,life skills* wie z.B. allgemeine Problemltsefahigkeit (for-
male Bildungsziele). Die Vermittlung reiner Wissensinhalte ist nicht mehr
praktikabel, da heute Gelerntes morgen bereits Uberholt sein kann. ,Life
skills* (Lebenskompetenzen) und ,Bildung” sind jedoch derart abstrakte Be-
griffe, dass sich nur schwer konkrete Unterrichtsinhalte daraus ableiten las-
sen. Einen Mittelweg bilden Kompetenzen: Sie werden betrachtet (z.B.
Klieme, 2004) als inhaltsiibergreifend, zugleich aber immer noch anforde-
rungs- und situationsbezogen. Zwar sind sie auf bestimmte Kontexte und Si-
tuationen bezogen, innerhalb dieser aber dennoch verallgemeinerbar und

daher durchaus als allgemeine Dispositionen zu betrachten.

Die funktionale Sichtweise der Kompetenz (McClelland, 1973) betont vor al-
lem die Verbindung zum ,richtigen Leben®. Kompetenzen werden betrachtet
als ,realized abilities”, also als die in die Tat umgesetzten Fahigkeiten, mit

Anforderungen des Lebens in bestimmten Situationen fertig zu werden.

Welcher Sichtweise soll man sich nun anzuschlieRen? Von der funktionalen Be-
trachtungsweise soll im Folgenden Abstand genommen werden, da hier eine Vermi-
schung der Konzepte ,Kompetenz* und ,Performanz” erfolgt, welche der begriffli-

chen Klarheit abtraglich ist.

Ahnliches gilt fir die Definition von Weinert (2001, S.27), der Kompetenz definiert
als ,die bei Individuen verfligbaren oder durch sie erlernbaren kognitiven Fahigkei-
ten und Fertigkeiten, um bestimmte Probleme zu lésen, sowie die damit verbunde-
nen motivationalen, volitionalen und sozialen Bereitschaften und Fahigkeiten, um
die Problemlésungen in variablen Situationen erfolgreich und verantwortungsvoll

nutzen zu kénnen.*
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Motivationale, volitionale und soziale Aspekte spielen — wenn man zwischen Kom-
petenz und Performanz unterscheidet — aber vor allem bei der Performanz eine Rol-
le. Zieht man wiederum den Vergleich zu latenten Konstrukten und deren Manifesta-
tion auf der Verhaltensebene zu Rate, so lasst sich das Problem am Beispiel der
Intelligenz verdeutlichen: Eine Person, die in friheren Messungen einen Prozent-
rang von 97 erreicht hat, bei der die latente Eigenschaft ,Intelligenz* also hoch aus-
gepragt ist, kann dennoch in einem in einer bestimmten Situation durchgefiihrten
Intelligenztest (also auf der manifesten Ebene) durch solche motivationalen oder
volitionalen Situationseinfliisse, eine schlechte Testleistung zeigen. Dies andert je-

doch nichts an der Tatsache, dass die Person nach wie vor hochintelligent ist.

Ahnlich lasst sich dies z.B. bei mathematischer Kompetenz beobachten: Eine Per-
son kann durchaus eine hoch ausgepragte Kompetenz zum Ldsen verschiedenar-
tigster mathematischer Probleme haben, auch wenn die Performanz eventuell auf-

grund motivationaler Einschrankungen suboptimal bleiben kann.

Aufgrund der oben ausgefiihrten Betrachtungsweisen soll Kompetenz im Folgenden
aufgefasst werden als ein latentes Fahigkeitskonstrukt zum Ldsen von bestimmten
Problemen, welches durch Beobachtung und Messung der Performanz erfassbar
gemacht werden kann. Im Gegensatz zur allgemeinen Problemltsefahigkeit ist
Kompetenz anforderungsbezogen zu verstehen, es gilt also immer zu fragen: ,Kom-

petenz wozu?*
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1.4.2 Mathematische Kompetenz
Nachdem dargelegt wurde, wie der Begriff Kompetenz allgemein zu verstehen ist,

soll speziell auf die mathematische Kompetenz eingegangen werden. Diese soll nun
zunéachst definiert werden, bevor Ansétze zu ihrer Klassifikation dargestellt werden.

Zuvor ist dariiber hinaus ein kurzer Uberblick tiber ihre Entwicklung zu geben.

1.4.2.1 Definition

Wie kann mathematische Kompetenz aufgefasst werden? Man kdnnte nun minima-
listisch vorgehen und die oben formulierte Definition von Kompetenz anpassen, in-
dem der Ausdruck ,bestimmte Probleme” durch ,mathematische Probleme* prazi-
siert wird. Dies ist eine erste Definition von mathematischer Kompetenz. Niss (2004,
S. 120) beschreibt mathematische Kompetenz als die “[...] ability to understand,
judge, do and use mathematics in a variety of intra- and extramathematical contexts
and situations in which mathematics play or could play a role.” Auch in dieser Defini-
tion findet man die oben angedeutete Situationsbezogenheit von Kompetenzen.
Vorsichtigerweise sollte man vielleicht statt von intra- und extramathematischen von
intra- und/oder extramathematischen Kontexten sprechen. Andernfalls wirde dies
heiRen, dass ,reine” (im Sinne von nicht angewandter Mathematik) Mathematiker
der Definition zufolge keine mathematische Kompetenz bes&Ren. Durch die Beto-
nung extramathematischer Kontexte wird deutlich, dass zur mathematischen Kom-
petenz auch gehort, reale Probleme mathematisch zu l6sen — also modellieren zu
kénnen. Modellierungskompetenz kann daher als eine von mehreren Teilkomponen-
ten mathematischer Kompetenz betrachtet werden. Welches sind aber diese ande-

ren Komponenten?

Wenn wir fragen: ,Kompetenz wozu?*“ und dann bei der mathematischen Kompe-
tenz darauf antworten: ,Kompetenz Mathematik zu betreiben®, dann bleibt die Frage
offen, was es denn eigentlich heil3t, Mathematik zu betreiben. Anders ausgedriickt:

welche Fahigkeiten machen mathematische Kompetenz eigentlich aus?
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1.4.2.2 Klassifikationen mathematischer Teilkompete  nzen
Fur Blomhoj & Jensen (2007) reicht es nicht aus, die mathematische Kompetenz zu

definieren. Sie spezifizieren acht mathematische Teilkompetenzen, wobei vier sich
damit beschaftigen, Fragen Uber die Mathematik, mit Mathematik und innerhalb der
Mathematik zu stellen und zu beantworten. Vier weitere Teilbereiche beschéaftigen
sich damit, mit mathematischer Sprache und Werkzeugen umzugehen (siehe Tabel-

le 2). Zu der ersten Gruppe gehdrt auch die Modellierungskompetenz.

Zu kritisieren ist allerdings die Tatsache, dass die hier formulierten Teilkompetenzen
recht vage formuliert sind und allein ihre Auflistung nicht ausreicht, um sich ein Bild

davon zu machen, was mathematische Kompetenz im Einzelnen beinhaltet.

Tabelle 2: Mathematische Kompetenzen nach Blomhoj & Jensen (2007)

To ask and answer in, with and about mathematics:

e reasoning competence
* modelling competence
e problem tackling competence

¢ mathematical thinking competence

To deal with mathematical language and tools:

* representing competence
« symbol and formalism competence
e communicating competence

e aids and tools competence

Eine andere Klassifikation mathematischer Kompetenzen findet sich in den Bil-
dungsstandards der Kultusministerkonferenz fir das deutsche Schulsystem (KMK,
2005; Kaller, 2005). Diese formulieren Standards, die alle Schiler am Ende ihrer
schulischen Laufbahn erreichen sollen. Die Standards im Fach Mathematik unter-
gliedern mathematische Fahigkeiten auf zwei Dimensionen in fiinf bzw. sechs quali-
tativ distinkte Bereiche (siehe Abbildung 3). Auf der inhaltlichen Seite sind dies die
mathematischen Leitideen (Zahl, Messen, Raum und Form, Funktionaler Zusam-

menhang sowie Daten und Zufall), die verschiedene Themengebiete der Mathema-
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tik betreffen.? Auf der anderen Seite stehen diesen Leitideen so genannte mathema-
tische Kompetenzen gegeniber, die unterschiedliche Fertigkeiten formulieren, mit
denen im Rahmen der Leitideen gearbeitet wird (Argumentieren, Problemldsen,
Modellieren, Darstellungen verwenden, mit symbolischen, formalen und technischen
Elementen umgehen sowie Kommunizieren). Somit enthédlt jedes mathematische
Problem mindestens zwei Komponenten: Eine inhaltliche Komponente und eine
Komponente, die dariiber Auskunft gibt, in welcher Weise die Inhalte zu verarbeiten
sind. Die Taxonomie der Bildungsstandards lasst sich in Einklang bringen mit derje-
nigen von Blomhoj & Jensen (2007), allerdings ergénzt um konkrete mathematische

Anwendungsbereiche.

Probleme
mathematisch
16sen
. mathematisch
mathematisch ;
. modellieren
argumentieren
K on i ieten mathematische
Darstellungen
verwenden

mit symbolischen,
formalen und technischen
Elementen der
Mathematik umgehen

Abbildung 3: Bildungsstandards im Fach Mathematik @us KMK, 2005)

Die in den Bildungsstandards realisierte Beschreibung von grundlegenden Dimensi-

onen ergibt (in Kombination mit den dort formulierten hierarchisch angeordneten

2 Dies sind die in den Standards fiir den mittleréduBigsabschluss formulierten Anforderungen. Die
Anforderungen fur den Primarbereich sowie diejenifje die Sekundarstufe Il weichen geringflgig
davon ab.
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Anforderungsniveaus) ein Kompetenzmodell fir das Fach Mathematik (Klieme,
2004).

Winschenswert waren naturlich Kompetenzmodelle, die theoretisch und empirisch
besser begriindet sind. Solche Modelle liegen bis dato jedoch leider nicht vor. Bis
dahin sind die in der Bundesrepublik vielseitig eingesetzten Bildungsstandards als

géngiges Kompetenzmodell zu betrachten.

Um die zu Beginn dieses Teilkapitels gestellte Frage zu beantworten, kann mathe-
matische Kompetenz also betrachtet werden als die Fahigkeit, die im Kompetenz-
modell formulierten mathematischen Kompetenzen einzusetzen. Dass dies bei der
Auseinandersetzung mit mathematischen Inhalten geschieht, spiegelt den Situati-

onsbezug der Kompetenzen wieder.

Nachdem nun die Fragen beantwortet wurden, was Kompetenz ist und was mathe-
matische Kompetenz ist, sind noch zwei weitere Fragen offen, die beantwortet wer-
den sollen, bevor wir uns der Modellierungskompetenz zuwenden. Wie kann man
mathematische Kompetenz messen? Und: Wie entsteht mathematische Kompe-

tenz?
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1.4.2.3 Messung mathematischer Kompetenz
Wie in der Definition bereits ausgefiuhrt wurde, ist Kompetenz als ein latentes Kon-

strukt zu verstehen. Latente Konstrukte haben aber die Eigenschaft, dass sie der

Beobachtung nicht direkt zuganglich, sprich: nicht direkt messbar sind.

Die Messung kann allerdings durch den manifesten Gegenpart der Kompetenz, die
Performanz realisiert werden. Hasselhorn, Marx & Schneider (2005) sprechen statt
von ,Performanz” von ,Leistung®, meinen aber dasselbe, wenn sie schlussfolgern,
Kompetenz kénne nicht direkt gemessen werden, sehr wohl kdnne aber Leistung

gemessen werden und aus ihr Rickschliisse auf die Kompetenz gezogen werden.

Bei der Konstruktion von Testverfahren zur Erfassung latenter Dispositionen sind
drei Aspekte zu beachten (Rost & Spada, 1978, siehe Abbildung 4).

* Latente, nicht beobachtbare Konstrukte kdnnen messbar gemacht werden,
indem man sie operationalisiert. Das sog. Messmodell gibt dann Auskunft
daruber, wie das latente Konstrukt mit den manifesten Indikatoren zusam-
menhangt.

e Bei der anschlieBRenden Messung des Merkmals werden den durch Be-
obachtung gewonnenen Erfahrungen Zahlen zugeordnet, mit anderen Wor-
ten: einem empirischen Relativ wird ein numerisches Relativ zugeordnet.

e Letztlich kbnnen Verhaltensdispositionen aus ¢konomischen Griinden nicht
an der Gesamtheit aller derjenigen Personen, die die jeweilige Eigenschaft
besitzen, gemessen werden. Aus der Grundgesamtheit ist daher eine Stich-
probe zu ziehen, von der unter bestimmten Bedingungen wiederum Ruck-

schliisse auf die Gesamtpopulation méglich sind.
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Abbildung 4: Messung einer Verhaltensdispostion mitilfe eines Testmodells (hach Rost und
Spada 1978, S. 60)

Andere Autoren umgehen allerdings die Unterscheidung in Kompetenz und Perfor-
manz, indem sie beide Konzepte gleichsetzen, so z.B. Henning und Keune (2007,
S.226): ,Competence is here understood as a measurable variable, in the sense

that level of competence can be inferred by observing the behavior of students.”

Eine Gleichsetzung beider Konzepte hat allerdings den Nachteil, dass hierbei der
bei jeder Schlussweise von Indikatoren auf die zugehdrigen Verhaltenspositionen

auftretende Messfehler nicht berticksichtigt wird.
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1.4.2.4 Entwicklung mathematischer Kompetenz
Wie kann man sich vorstellen, dass mathematische Kompetenz entsteht? Gehen wir

von einem fiktiven Schiler A. der zu untersuchenden Zielgruppe am Ende der vier-
ten Klasse aus. Einen grofR3en Teil seiner Kompetenz hat A. wahrscheinlich in den
letzten vier Jahren gewonnen, in denen er (beinahe) taglich dem Mathematikunter-
richt beiwohnte. Der formale Unterricht leistet also zweifelsohne einen bedeutenden,
vielleicht sogar den grofdten Beitrag zur Kompetenzentwicklung in der Mathematik.
Allerdings wére es naiv anzunehmen, dass A. als tabula rasa seinen ersten Schul-
tag angetreten hat (Richter & Briigelmann, 1994). Zu vielfaltig sind die Erkenntnisse
Uber die Entwicklung von Fahigkeiten und Kenntnissen, die als Vorlauferfahigkeiten
fir mathematische Kompetenz fungieren und bereits im Kleinkind- und Vorschulalter
erworben werden (WeiBhaupt, Peucker & Wirtz, 2006). Die wichtigsten Theorien
und Befunde hierzu werden im lUbernachsten Abschnitt dargestellt. Dartber hinaus
besteht die Kontroverse darlber, ob - und wenn ja welche - Fahigkeiten sogar von
Geburt an vorhanden sind. Der ndchste Abschnitt widmet sich daher einigen Befun-

den zur Anlage-Umwelt-Problematik.

1.4.2.4.1 Angeborene Fahigkeiten
Im Zusammenhang mit mathematischen Fahigkeiten ist nach wie vor die Diskussion

um ,nature or nurture als ausschlaggebende Komponente fiir die Entwicklung im
Gange. Zentral ist hier die Frage, ob mathematische Basisfahigkeiten angeboren
sind. Unter solche Basisfahigkeiten fasst man etwa einen angeborenen Zahlensinn
(also ein Verstandnis fiur Zahlen) oder dartber hinausgehend grundlegende Additi-
onsfahigkeiten. Zwei Forschungsrichtungen kénnen zu entsprechenden Betrachtun-
gen herangezogen werden, einerseits die Untersuchung von Tieren, andererseits

Untersuchungen an Sauglingen und Neugeborenen.

Experimente an Tieren machen sich die Tatsache zu nutze, dass eine genetische
Verwandtschaft zwischen Menschen und anderen Saugetieren besteht. Gelingt es
nachzuweisen, dass Tieren mathematische Fahigkeiten zueigen sind, so liegt zu-
mindest die Vermutung nahe, dass dieselben auch uns Menschen angeboren sind,
da sie unserem phylogenetischen Erbe entsprechen. Tatsachlich schildern z.B.
Gallistel & Gelmann (2005) in einem Review Experimente, die auf so etwas wie ba-
sale Additions- und Subtraktionsfahigkeiten bei Saugetieren hindeuten. Dahaene
(1997) beschreibt ebenfalls eine Reihe solcher Studien, zusammen mit dem Hin-

weis, Psychologen seien durch den Skandal um den ,klugen Hans" leider allzu
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schnell verleitet, die Ergebnisse solcher Tierexperimente zu kritisch zu betrachten
und grundsétzlich Artefakte zu vermuten. Skepsis Uber einen ,angeborenen Zahlen-
sinn“ bei Tieren ist leider deshalb angebracht, weil auch entsprechende Studien an

Sauglingen immer wieder zu widerspriichlichen Ergebnissen flhren.

Oft zitiert werden die Arbeiten von Wynn (1992), die bewiesen haben will, dass funf
Monate alte Sauglinge Uber grundlegende Additions- und Subtraktionsfahigkeiten
verfigen. Wynn arbeitete mit Habituierungsexperimenten, in denen sie sich die Tat-
sache zu Nutze machte, dass Sauglinge ihre Aufmerksamkeit bevorzugt auf neue
und daher Uberraschende Situationen und Ereignisse richten. Sie konnte zeigen,
dass ihre Probanden Situationen langer beachteten, in denen ,falsche Ergebnisse”
gezeigt wurden (ein Gegenstand plus ein weiterer Gegenstand ergibt drei Gegen-

stande). Noch heute streitet man sich tGber die Bedeutung dieser Ergebnisse.

Wahrend auf der einen Seite Neo-Nativisten wie Dahaene (1997) hierin den endgdil-
tigen Beleg fir einen angeborenen Zahlensinn sehen, stehen andere Autoren den
entsprechenden Befunden nach wie vor kritisch gegentber. Bryant & Nufies (2002)
weisen auf die Moglichkeit hin, dass bei Ergebnissen der Form 1+1=1 S&uglinge
Uberraschung dariiber zeigen, dass der status quo sich nicht &dndert, obwohl ein
Objekt hinzugefiigt wurde und eben nicht Uber die Tatsache, dass hier fehlerhaft
addiert wird. Entsprechende Folgestudien Wynns, die diese Mdglichkeit ausschlie-
Ben sollten, beinhalten jedoch keine Subtraktions- sondern nur Additions“aufgaben”
der Form 1+1=2 versus 1+1=3. Auch hier fihren Bryant & Nufies (2002) Alternativ-
erklarungen an: Vielleicht steigt das Interesse der Sauglinge mit der Anzahl der Ob-
jekte, oder sie brauchen einfach langer, um drei Objekte visuell zu verarbeiten als
lediglich zwei. Sie warnen auRerdem zur Vorsicht, da Wynns Ergebnisse zwar in

einigen, nicht jedoch in allen Folgestudien repliziert werden konnten.

Auch  Krajewski (2005) auRerst Zweifel an der Validitdt diverser
Habituierungsexperimente und vertritt im Allgemeinen die Ansicht, was hier gemes-
sen werde, sei vielmehr das Erkennen von Quantitaten im Sinne von gréf3eren oder
kleineren Flachen als das konkreter Anzahlen. Auch weist sie darauf hin, dass sich
die Verwunderung von Sauglingen angesichts der Tatsache ,1+1=3“ auch darauf
zurtckfihren lasst, dass solch ein Ergebnis nicht nur mathematisch, sondern eben

auch physikalisch unmdglich ist.

Festzuhalten bleibt, dass die Befundlage zum jetzigen Zeitpunkt weder ausreicht,

um Menschen und Tieren angeborene mathematische Fahigkeiten zu- noch abzu-
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sprechen. Zwei Aussagen lassen sich aber aus dem aktuellen Forschungsstand

dennoch mit einiger Sicherheit ableiten:

- Vorgange wie das Zahlen beruhen nicht auf angeborenen mathematischen
Prinzipien, wie dies Gelman und Gallistel fur ihre finf Zahlprinzipien (s.u)
propagieren, sondern sie entwickeln sich langsam und kontinuierlich auf-

grund von Erfahrungen mit dem Z&hlenlernen (Karmiloff-Smith, 1992).

- Angeboren oder zumindest sehr friih in der Entwicklung erlernt zu sein
scheint nicht ein Zahlensinn, sondern vielmehr eine eher vage Mengenbe-
wusstheit, die sich weniger auf diskrete Anzahlen, als vielmehr auf die

Wahrnehmung und Unterscheidung kontinuierlicher Grof3en bezieht.

1.4.2.4.2 Vorlauferfahigkeiten
Was aber passiert in den langen Jahren zwischen Geburt und Schuleintritt? Beo-

bachtet man Vorschulkinder, so kann man feststellen, dass diese bereits Uber er-
staunliche mathematische Fahigkeiten verfigen: Grassmann, Klunter, Kéhler, Mir-

wald, Raudies & Thiel (2002) berichten unter anderem, dass

- 91% der von ihnen untersuchten Vorschulkinder Mengen bis 7 abzahlen
konnen,

- 64% leichte Additionsaufgaben I6sen kdénnen,

- 54% dies auch ohne Abzahlen gelingt und

- 59% von 10 rickwarts zahlen kénnen.

Hier spricht man allerdings noch nicht von mathematischer Kompetenz. In der Lite-
ratur findet man flr Basisfahigkeiten von Vorschulkindern eher den Begriff ,Vorlau-
ferfahigkeiten“. Vorlauferfahigkeiten sind noch keine eigentlichen Kompetenzen,
sondern fungieren als Pradiktoren fur diese. Sie beschreiben damit Fahigkeiten, die
bereits vor Schuleintritt gegeben sind, die aber den Erfolg in der Schule in gewissem
Male vorhersagen kénnen, da sie eine Basis fir sich spater entwickelnde Kompe-
tenzen bilden (Riebel & Jager, 2008). Hierbei ist grundsatzlich zu unterscheiden
zwischen allgemeinen und spezifischen Vorlauferfahigkeiten. Allgemeine Vorlaufer-
fahigkeiten sind von Bedeutung fir die Entstehung einer ganzen Reihe von spateren
Einzelkompetenzen. Kammermeyer (2004) spricht hier von einem Schrotschussver-
fahren: Sprache, Wahrnehmung, Verhalten, Motorik und Intelligenz seien zwar alle

irgendwie wichtig, man wisse aber nicht, wie diese Faktoren kausal zusammenwir-
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ken. Besser sei es daher, sich auf spezifische Vorlauferfahigkeiten zu konzentrieren,

in diesem Fall also auf mathematische Vorlauferfahigkeiten.

Warum dieses Vorgehen praktikabler ist, macht Abbildung 5 deutlich. Links ist der
Zusammenhang zwischen allgemeinen Vorlauferfahigkeiten und der Kompetenz-
entwicklung (in schulisch und aul3erschulisch relevanten Bereichen, darunter auch
mathematische Kompetenz und Schriftspracherwerb) dargestellt. Nicht nur haben
alle diese Vorlauferfahigkeiten einen Einfluss auf die Kompetenz, es muss auch
angenommen werden, dass sie sich gegenseitig beeinflussen. Das daraus entste-
hende Geflecht von gegenseitigen Wirkungen ist daher kaum durchschaubar und
nur schwer zu untersuchen. Im rechten Wirkmodell wird der Zusammenhang zwi-
schen spezifischen Vorlauferfahigkeiten und den sich daraus zu entwickelnden
Kompetenzen dargestellt. Bei der mathematischen Kompetenz ist dies mengen- und
zahlenbezogenes Vorwissen (siehe unten), beim Schriftspracherwerb die phonolo-
gische Bewusstheit. Durch eine Orientierung an diesem zweiten Wirkmodell soll die
Bedeutung der allgemeinen Vorlauferfahigkeiten keinesfalls abgestritten werden. Es
soll hiermit nur deutlich gemacht werden, dass fir eine gezielte Férderung von Vor-
lauferfahigkeiten, mit dem Ziel Beeintrachtigungen bei der Kompetenzentwicklung
zu verhindern, eine Konzentration auf Vorlauferfahigkeiten, deren Wirkung leichter

spezifiziert und Uberprift werden kann, angezeigt ist.

w

Mv

PB

MK

V] i
MK = mathematische Kompetenzen

M = Motorik, W = Wahrnehmung, S = Sprache, PB = phonologische Bewusstheit
V = Verhalten, | = Intelligenz, K = Kompetenz SE = Schriftspracherwerb

Abbildung 5: Wirkmodelle von allgemeinen (links) urd spezifischen (rechts) Vorlauferfahigkei-
ten
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Mathematische Vorlauferfahigkeiten sind besonders im Hinblick auf Dyskalkulie von
Bedeutung (Kaufmann & Nuerk, 2006; Mack, 2005). Die Dyskalkulie ist nach ICD-
10: F81.2 eine Rechenstdrung, die sich in verminderter Schulleistung in den Berei-
chen grundlegender Rechenféhigkeiten manifestiert und sich nicht auf eine Intelli-
genzminderung zurtckfihren lasst (Baumann & Perrez, 2005). Da sich die Stérung
definitionsgemal erst nach Schuleintritt diagnostizieren lasst, konzentrieren sich
gangige diagnostische Verfahren (z.B. ZAREKI-R, DEMAT-Reihe) auf die Diagnose

einer eventuell gegebenen Rechenstdrung in der Zielgruppe der Grundschulkinder.

Auch wenn sich die Dyskalkulie als Schulleistungsstérung im strengen Sinn erst
nach Schuleintritt diagnostizieren lasst, so ist es dennoch nicht unmdglich, bereits
im Kindergartenalter Kinder zu identifizieren, die einem erhdhten Risiko fir die Ent-
wicklung der Stérung ausgesetzt sind. Genau hierfir sind aber wiederum Vorlaufer-
fahigkeiten relevant: Sind diese bei einem Individuum nicht ausgebildet, so ist das
Risiko erhéht, dass im spateren Entwicklungsverlauf die Ausbildung der mathemati-
schen Kompetenz leidet. Hierfir missen aber zunachst folgende Sachverhalte rea-
lisiert werden: Die Vorlauferfahigkeiten missen identifiziert und es muss kausal
nachgewiesen werden, dass die Abwesenheit dieser Vorkenntnisse zu Rechen-
schwierigkeiten fuhrt (Fritz & Ricken, 2005). Dies gelang Krajewski (2003) in einer
Langzeitstudie. Sie konnte zeigen, dass sich erste Rechenfahigkeiten aufgrund der
Verknupfung zweier wichtiger Vorlauferfahigkeiten entwickeln, auf welche nun ge-

nauer eingegangen werden soll, Mengenwissen und Zahlenwissen.

1.4.2.4.2.1 Mengenwissen
Kleine Mengen konnen sowohl von Kindern, als auch von Erwachsenen ,auf einen

Blick" erkannt werden, eine Fahigkeit, die man als ,subitizing” bezeichnet (Dahaene,
1997; Fritz & Ricken, 2005). Hierbei wird allerdings vermutet, dass dieses Phé&no-
men rein wahrnehmungsbasiert ist und mit Z&éhlen nichts zu tun hat. Simon & Cab-
rera (1995) konnten namlich zeigen, dass die Reaktionszeiten beim subitizing unab-
hangig von der Anzahl der zu erfassenden Elemente sind. Wiirde hier tatséchlich
ein Zahlvorgang in Gange gesetzt werden, so musste die Dauer dieses Vorgangs
mit der Anzahl der Elemente ansteigen. Uneinigkeit besteht wiederum darin, ob die
Fahigkeit zum subitizing angeboren ist. Fest steht wohl, dass es bereits sehr frih
auftritt und sich auch bei ansonsten extrem leistungsschwachen Kindern finden lasst
(Fritz & Ricken, 2005). Durch den Spracherwerb werden Kinder spater dann dazu
befahigt, Mengen und Beziehungen zwischen beiden nicht nur wahrzunehmen,

sondern diese Wahrnehmungen auch zu kommunizieren.
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1.4.2.4.2.2 Zahlenwissen
Die Fahigkeit zum Z&hlen entwickelt sich relativ bald nach dem Spracherwerb. Uber

die Art und Weise wie dies von statten geht, gibt es verschiedene Theorien. Als
wichtigste Vertreter kbnnen wohl Gelman & Gallistel (1978) einerseits sowie Fuson
(1988) andererseits betrachtet werden. Gelman & Gallistel postulieren finf Zahlprin-
zipien, welche die natirlichen Zahlen beschreiben und deren Kenntnis Vorausset-
zung fur ein sinnvolles Zahlen ist. Die Prinzipien sind Stabilitat der Zahlwortreihe
(man darf beim Zahlen also nicht die Reihenfolge der Zahlworter vertauschen),
Eins-zu-eins Zuordnung (jedem zu zahlenden Gegenstand wird genau ein Zahlwort
zugeordnet), Kardinalitat (das beim Zahlen als letztes genannte Wort bezeichnet
das letzte Objekt und gleichzeitig die Anzahl der Objekte, also die Machtigkeit der
Menge), Anordnungsbeliebigkeit (in welcher Reihenfolge man Objekte zahlt ist
gleichgiltig, solange man jedes Objekt genau einmal berlcksichtigt) und Abstrakti-
onsprinzip (Alles ist z&hlbar) (Lorenz, 2005). Weniger haltbar an der Theorie
Gelman & Gallistels (1978) ist die Tatsache, dass sie postulieren, diese Prinzipien
seien angeboren und in den neurologischen Strukturen des menschlichen Gehirns
verankert. Mithilfe dieser Prinzipien — so die Autoren — steuert das Gehirn die Wabhr-
nehmung von Mengen und Zahlen und es tragt dazu bei, diese sinnvoll interpretie-
ren zu konnen. Als Beleg hierfur wird die Fahigkeit zum subitizing angefihrt. Wie
oben bereits erlautert wurde, wird beim subitizing jedoch nicht gezéhlt, da es sich
um eine rein wahrnehmungsbasierte Mengenerfassung handelt. Demnach liegen
diesem Vorgang wohl auch keine Z&hlprinzipien zugrunde. Zwar ist allein hiermit die
Theorie der angeborenen Zahlprinzipien noch nicht widerlegt, jedoch ist ihr eine
wichtige Argumentationsbasis entzogen. Heute geht man daher vielmehr davon aus,
dass sich die Zahlprinzipien erst mit der Zeit — durch die aktive Auseinandersetzung

mit Zahlen, Mengen und Zahlvorgdngen — entwickeln (Karmiloff-Smith, 1992).

Fuson (1988) vertritt eine andere Richtung: Sie geht von Anfang an nicht von ange-
borenen Féahigkeiten aus, sondern davon, dass diese sich schrittweise entwickeln.
Sie beschreibt eine Ablauffolge von Entwicklungsschritten, wie Kinder sie typischer-
weise durchlaufen, wenn sie Z&hlen lernen. Dieser Prozess vollzieht sich im Alter
von vier bis sieben oder acht Jahren und umfasst folgende Stufen (Fuson, 1988,
S.45-55):

- String level: Zahlwérter sind aneinandergereiht und werden wie ein Wort be-
handelt (,einszweidrei*). Kinder sind nicht in der Lage zu erkennen, welche

und wie viele Zahlworter in dieser Liste stecken und was sie bedeuten.
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- Unbreakable list level: Die Zahlworter sind nun differenzierbar und kénnen
als separat erkannt werden. Die Zahlwortreihe kann aber nur von vorne nach
hinten durchlaufen werden und beginnt immer bei eins (,eins-zwei-drei*).

- Breakable chain level: Ab hier kann die Zahlwortreihe nun von einem belie-
bigen Punkt aus gestartet werden (,finf-sechs-sieben®).

- Numerable chain level: Kinder erfassen in zunehmendem Mal3e die Bedeu-
tung von Zahlen. In dieser Stufe wird das Kardinalitatsprinzip von Zahlen
verstanden. Zahlen kénnen von nun an eingesetzt werden, um kleine Men-
gen zu addieren und zu subtrahieren (Bermejo, 1996).

- Bidirectional chain level: In der letzten Phase kdnnen Kinder von jedem be-

liebigen Punkt der beherrschten Zahlwortreihe aus auch riickwarts zahlen.

Kardinalitat, die von Gelman & Gallistel (1978) als angeboren betrachtet wird, taucht
laut Fuson (1988) also erst relativ spat im Entwicklungsprozess auf. Auch das Eins-
zu-eins-Prinzip entwickelt sich erst auf der zweiten Stufe. Erst nachdem einzelne
Zahlworter voneinander unterschieden werden kdnnen, kdnnen diese auch jeweils

einem zu zéhlenden Gegenstand zugeordnet werden.

1.4.2.4.2.3 Erste Rechenfahigkeiten
Die Verbindung von Mengenbewusstsein und Beherrschen des Zahlens bildet die

Basis fur die Entwicklung erster Rechenfahigkeiten. Einfache Additions- und Sub-
traktionsaufgaben kénnen geldost werden, beinhalten in diesem ersten Stadium je-
doch immer noch das Zahlen, oft mithilfe der Finger. Dies dauert natlrlich noch ver-
gleichsweise lange und ist nur mit recht kleinen Zahlen maéglich. Hierbei greifen Kin-
der auf verschiedene Strategien zuriick. Fur friihe Entwicklungsstufen ist die sog.
SUM - Strategie typisch: Bei der Addition zweier Zahlen (2+3) wird bis zur ersten
Zahl gezahlt (eins — zwei), und dann werden der zweiten Zahlen entsprechend wei-
tere Zahlschritte hinzugefugt (drei — vier — funf). Spater wird diese Strategie durch
eine effizientere und damit auch weniger fehleranfallige Strategie (MIN) ersetzt. Bei
der Addition zweier Zahlen wird dann nicht mehr automatisch beim ersten Sum-

manden angefangen, sondern bei der jeweils grol3eren Zahl (Shaffer, 2002).

Wahrend der Grundschulzeit vollzieht sich eine immer weiter fortschreitende Verin-
nerlichung des Zahlvorgangs, der dann - wenn tberhaupt - nur noch mental vonstat-

ten geht. Aebli (1976) beschreibt diesen Verinnerlichungsprozess anhand der fol-
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genden vier Phasen: Anfangs wird tatsachlich mit konkreten, in der Realitat vorhan-
denen Objekten gerechnet (drei rote Bauklotze und vier weil3e Bauklotze). In einem
zweiten Schritt werden aus tatséchlichen dreidimensionalen Gegenstanden dann in
der Vorstellung der Kinder zweidimensionale schematische Abbilder der Gegen-
stande. Kinder stellen sich dann lediglich noch vor, wirklich zwei Mengen von Bau-
klotzen vor sich zu haben. Sie sind von nun an auch in der Lage, schematische
Zeichnungen (z.B. ein Kreis als Skizze eines Balls) zu erkennen und mit diesen zu
arbeiten. Im dritten Schritt treten symbolische Darstellungen durch arabische Ziffern
an die Stelle der zuvor beschriebenen Bilder. Es wird also noch mehr abstrahiert.
Das Symbol ,3“ kann dann stellvertretend fir jede Menge stehen, die aus drei wie
auch immer gearteten Objekten besteht. Krajewski (2005) sieht an genau dieser
Stelle die Verschmelzung zwischen Mengenwissen und Zahlenwissen. In der vierten
Stufe entsteht dann aus prozeduralem Wissen Uber Additionsvorgange deklaratives
Wissen einerseits tUber konkrete Ergebnisse, die dann direkt aus dem Gedéchtnis
abgerufen werden kénnen (man denke an das Kleine Einmaleins) und anderseits
Uber Algorithmen zum Lésen komplexerer Aufgaben (wie zum Beispiel das Vorge-
hen beim schriftlichen Dividieren). Zu Beachten bleibt bei der Verwendung von ver-
schiedenen Strategien, dass nicht immer die schlechtere Strategie komplett von der
besseren abgeldst und danach nicht mehr eingesetzt wird. Vielmehr besitzen Kinder
und auch Erwachsene ein Repertoire von Strategien. Bei Unsicherheit wird auf alte-
re Strategien zurlickgegriffen, die zwar vielleicht aufwendiger sind, die jedoch der
betreffenden Person wesentlich leichter fallen, weil sie darin getbt ist (Bjorklund &
Rosenblum, 2001).

Auch wenn Uber den genauen Entwicklungsverlauf mathematischer Kompetenzen
weiterhin nur spekuliert werden kann, so steht doch fest, dass bereits vor Schulein-
tritt eine ganze Reihe bedeutender Entwicklungsschritte vor sich geht. Weinhold
Zulauf und Kollegen bezeichnen das Kindergartenalter als sensitive Zeitspanne fur
die Entwicklung numerischer Fahigkeiten (Weinhold Zulauf, Schweiter & von Aster,
2003). Hieraus wird abgeleitet, dass eine mdglichst friihe Férderung mathemati-

scher Kompetenz angezeigt ist.

Fassen wir zusammen: In der zu untersuchenden Zielgruppe, die sich am Ende ih-
rer Grundschulzeit befindet, kann man von mindestens drei Quellen ausgehen, aus

denen sich jeweils die gegebene mathematische Kompetenz speist:
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» Basisfahigkeiten, die entweder angeboren sind, oder sich bereits sehr friih
entwickeln (auch wenn diese sich vornehmlich auf Wahrnehmungsphéno-
mene begrenzen),

* Vorlauferfahigkeiten, die sich in der Zeitspanne von der Geburt bis zum
Schuleintritt sowohl spontan als auch durch gezielte Frihférderung entwi-
ckeln,

« Kompetenzen, die im formalen Mathematikunterricht in den ersten vier

Schuljahren vermittelt werden.

Die unterschiedlichen Einflisse auf die Kompetenz spielen im Verlauf der weiteren
Betrachtungen keine Rolle mehr. Es darf jedoch nicht vergessen werden, dass die
mathematische Kompetenz am Ende des vierten Schuljahres nicht alleine auf den
Grundschulunterricht zurtickzufiihren ist, sondern dass dies lediglich eine von drei

Komponenten darstellt.
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1.4.3 Modellierungskompetenz
Oben wurden bereits die in den Bildungsstandards formulierten sechs Grundkom-

ponenten der mathematischen Kompetenz dargestellt. Eine dieser sechs Teilkom-
ponenten ist die Modellierungskompetenz. Fasst man Modellierungskompetenz als
die Kompetenz zu Modellieren auf, so schlief3t sich die Frage an, welche Fahigkei-

ten Modellieren beinhaltet.

Modellieren wurde bereits definiert als das Abschreiten der im Modellierungszyklus
formulierten Stadien und Prozesse. Die meisten Autoren definieren Modellierungs-
kompetenz daher als die Fahigkeit, den Modellierungszyklus erfolgreich zu durch-
schreiten, so beispielsweise Blomhoj & Jensen (2003, S. 126): ,By mathematical
modelling competence we mean being able to autonomously and insightfully carry
through all aspects of a mathematical modelling process in a certain context.” Blum
et al. (2007, S. 12) benennen in ihrer Definition zusatzlich die konkreten Stadien:
»50 mathematical modelling competency means the ability to identify relevant ques-
tions, variables, relations or assumptions in a given real world problem situation, to
translate these into mathematics and to interpret and validate the solution of the
resulting mathematical problem in relation to the given situation, as well as the abil-
ity to analyse or compare given models by investigating the assumptions being
made, checking properties and scope of a given model etc. in short: modelling com-
petency in our sense denotes the ability to perform the processes that are involved
in the construction and investigation of mathematical models.” Diese Definition wird

den nachfolgenden Ausfiihrungen zugrunde gelegt.

Maal (2006, S. 117) weitet die Kompetenzdefintion aus, indem sie auch Aspekte
der Performanz miteinbezieht: ,Modelling competencies include skills and abilities to
perform modelling processes appropriately and goal-oriented as well as the willing-
ness to put these into action.” Ob eine solche Erweiterung sinnvoll ist, bleibt fraglich,
da Kompetenz zunéchst einmal die Fahigkeit beschreibt, die eine Person in die La-
ge versetzt, eine bestimmte Handlung auszufihren. Ob die betreffende Person dann
aber in einer konkreten Situation auch gewillt oder in der Lage ist, diese Fahigkeit
anzuwenden, ist eigentlich eher ein (motivationaler) Aspekt der Performanz. Die
theoretisch vorhandene Kompetenz dirfte dadurch jedoch nicht in Frage gestellt

werden.

Kaiser & Schwarz (2006) verwenden eine noch breitere Definition von Modellie-

rungskompetenzen, indem sie zwei Bereiche miteinbeziehen: Zum einen sei unter
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Modellierungskompetenzen eine Sammlung von Einzelkompetenzen zu verstehen,

namlich diejenigen zur Meisterung der folgenden Teilprozesse:

- Vereinfachen des Problems und Konzentration auf bearbeitbare Fragen,
- Identifikation zentraler Variablen und ihrer Beziehungen,
- Formulierung von Annahmen und Beschreibung des Problems,
- Konstruktion und Auswahl adédquater mathematischer Beschreibungen des
Problems und Entwicklung von Lésungen innerhalb des Modells,
- Interpretation der Losungen innerhalb des realen Problemkontexts und Eva-
luation der Angemessenheit von Losungen.
Zum anderen gehoren zur Modellierungskompetenz jedoch auch weitere Einzel-
kompetenzen, die vom konkreten Modellierungszyklus als losgeldst zu betrachten
sind. Dazu gehdren die Kompetenz, mithilfe der Aktivierung von Metawissen uber
den Modellierungszyklus zu reflektieren, die Einsicht in die Beziehung zwischen
Mathematik und Realitat, soziale Kompetenzen fir die Bearbeitung von Modellie-
rungsproblemen in Gruppenarbeit sowie kommunikative Kompetenzen zur Darstel-

lung der Ergebnisse.

Auch Maal} (2006, S.113) bezieht solche Randkompetenzen in die Definition mit
ein: ,While there is a broad consensus that modelling competencies include certain
sub-competencies like setting up a real model or mathematizing such a model, it is
often said that those sub-competencies relating to the process of modelling are not
sufficient to characterize modelling competencies.” Sie leitet aus ihren Fallstudien

funf Dimensionen von Modellierungskompetenzen ab:

- Unterkompetenzen, die man braucht, um die einzelnen Schritte des Model-
lierungsprozesses durchzulaufen (siehe Tabelle 3),

- Metakognitive Kompetenzen,

- Kompetenz, reale Probleme zu strukturieren und zielgerichtet auf das Pro-
zessende hinzuarbeiten,

- Kompetenzen, in Bezug auf den Modellierungsprozess und diese Argumen-
tation verschriftlichen zu kénnen,

- Kompetenzen, die Mdglichkeiten zu sehen, welche die Mathematik fur die
Ldsung realer Probleme bietet und diese Mdglichkeiten als positiv zu be-
trachten.

All diese von Maalf3 (2006) und Kaiser & Schwarz (2006) aufgelisteten Randkompe-
tenzen konnten natirlich durchaus einen Einfluss auf die Qualitdt der Lésung von

Modellierungsaufgaben haben. Trotzdem sollten diese Aspekte nicht als Teilkompo-
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nenten der Modellierungskompetenz aufgefasst werden, obwohl zugestanden wer-
den muss, dass einige dieser Kompetenzen mit der Modellierungskompetenz (z.B.
metakognitive Kompetenzen) oder mit der dazugehérigen Performanz (z.B. soziale

Kompetenz, Motivation) korrelieren durften.

Fur die Operationalisierung eines Konstruktes ist es dariiber hinaus von Vorteil, eine
madglichst enge und prézise Definition zu verwenden. Beschréankt man sich auf die
aus dem Modellierungszyklus abgeleiteten Teilkompetenzen Strukturieren, Mathe-
matisieren, Verarbeiten, Interpretieren und Validieren, so kann man sich nun wiede-
rum jede diese Einzelkompetenzen vornehmen, noch einen Schritt weiter in die Tie-
fe gehen, und der Frage nachgehen, was die jeweilige Einzelkompetenz ausmacht.
Maald (2004, 2006, 2007) setzt genau dieses Vorgehen um und listet fur jeden
Schritt im Modellierungszyklus wiederum Unterkompetenzen auf, die nétig sind um
den jeweiligen Schritt durchzufiihren. Tabelle 3 gibt die dort spezifizierten Unter-

kompetenzen wieder.
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Tabelle 3: Unterkompetenzen nach Maalf3 (2006, S.116f .)

1 Competencies to under-

stand the real problem and
to set up a model based on
reality

Competency

« to make assumptions for the problem and simplify
the situation;

« to recognize quantities that influence the situation,
to name them and to identify key variables;

« to construct relations between the variables;

« to look for available information and to differentiate
between relevant and irrelevant information;

2 Competencies to set up a

mathematical model from
the real model

Competency

 to mathematize relevant quantities and their rela-
tions

« to simplify relevant quantities and their relations if
necessary and to reduce their number and complex-

ity;

« to choose appropriate mathematical notations and
to represent situations graphically;

Competencies to  solve

mathematical questions
within  this  mathematical
model

Competency

« to use heuristic strategies such as division of the
problem into part problems, establishing relations to
similar or analog problems, rephrasing the problem,
viewing the problem in a different form, varying the
quantities or the available data etc.;

« to use mathematical knowledge to solve the prob-
lem;

Competencies to interpret
mathematical results in a
real situation

Competency

« to interpret mathematical results in extramathemati-
cal contexts;

* to generalize solutions that were developed for a
special situation;

« to view solutions to a problem by using appropriate
mathematical language and/or to communicate about
the solutions;

5 Competencies to validate

the solution

Competency

« to critically check and reflect on found solutions; to
review some parts of the model or again go through
the modelling process if solutions do not fit the situa-
tion;

« to reflect on other ways of solving the problem or if
solutions can be developed differently;

« to generally question the model.
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Zusammenfassend lasst sich folgende Hierarchie der bis jetzt betrachteten Kompe-
tenzen festhalten: Die Fahigkeit, mathematische Probleme in den unterschiedlichs-
ten Situationen und je nach Anforderung auf verschiedene Art und Weise zu losen,
bezeichnet die mathematische Kompetenz. Mathematische Kompetenz gliedert sich
laut Bildungsstandards in die sechs Kompetenzen ,,Argumentieren®, ,Problemlésen®,
.Modellieren®, ,Darstellungen verwenden*, ,mit symbolischen, formalen und techni-
schen Elementen umgehen” sowie ,Kommunizieren“. Die Modellierungskompetenz
als Teil der mathematischen Kompetenz lasst sich nun wiederum in die im Modellie-
rungszyklus spezifizierten Teilkompetenzen ,Strukturieren”, ,Mathematisieren®,
Lverarbeiten®, ,Interpretieren“ und ,Validieren“ aufteilen. Jede dieser Teilkompeten-
zen umfasst nun ihrerseits eine Reihe von Unterkompetenzen. Abbildung 6 stellt
den Zusammenhang zwischen den Kompetenzarten schematisch in einem Kompe-

tenzmodell dar.

Unter-
kompetenzen

Mathematische

Modellierungs-
kompetenz

Kompetenz

komptenzen

Abbildung 6: Kompetenzmodel
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1.5 Bedarf fur die Diagnostik von Modellierungskomp etenz
am Ende der Primarstufe

In den vorhergehenden Abschnitten wurde deutlich, welch bedeutende Rolle der
Modellierungskompetenz zuféllt. Diese ist Teil der mathematischen Kompetenz. Die
Mathematik aber ist — so Baumert und Kollegen (Baumert, Lehmann, Lehrke,
Schmitz, Clausen, Hosenfeld, Kdller & Neubrand, 1997, S. 58) - ,als Werkzeug ge-
wissermal3en Teil der kulturellen Alphabetisierung.” Daraus folgt im Umkehrschluss,
dass ein Nichtbesitzen grundlegender mathematischer Kompetenzen gleichbedeu-
tend ist mit einer Art von kulturellem Analphabetismus. Diesen kann und darf sich
eine moderne Gesellschaft aus Grinden der Chancengleichheit und aus volkswirt-

schaftlichen Erwagungen nicht leisten.

In der Realitat zeigt sich nun aber leider, dass gerade Modellierungsaufgaben deut-
schen Schilern besonders schwer fallen. Die PISA-Studien haben gezeigt, dass in
der Klassenstufe 9 nur 44% der untersuchten Personen ein ausreichendes Niveau
der mathematischen Grundbildung erreichen (Klieme et al., 2001). Dies verwundert
wenig, denn bereits nach Abschluss der Primarstufe sind die mathematischen Kom-
petenzen vieler Schiler defizitar. Die IGLU-Studie (Walther et al., 2003) erfasste
mathematische Kompetenz anhand von finf Kompetenzstufen. Dabei bezeichnet
die Kompetenzstufe Il die Fahigkeiten zur Arbeit mit einfachen Modellen und stellt
somit eine Minimalkompetenz fir den Umgang mit Modellierungsproblemen dar.
18.6% der in IGLU untersuchten Schiler erreichten diese dritte Kompetenzstufe

nicht, weitere 39.8% kamen nicht tber diese Stufe hinaus.

Aus diesen beiden Sachverhalten — der Notwendigkeit zur Modellierungsfahigkeit
einerseits und den Defiziten in der Bevdlkerung andererseits — lasst sich das Erfor-

dernis ableiten, Modellierungskompetenzen zu férdern.

Vor dem Hintergrund der IGLU-Ergebnisse wird besonders deutlich, dass man nicht
erst im Sekundarbereich damit beginnen kann, Modellierungsaufgaben im Unterricht
einzusetzen. Viel besser ist es, Schilern Modellierungskompetenzen schon zu ei-
nem Zeitpunkt zu vermitteln, wo die zu modellierenden Inhalte noch relativ einfach
sind. Beginnt man damit namlich erst, wenn komplexere mathematische Themen
behandelt worden sind, so Uberfordert man die Betroffenen: Einerseits sollen sie
schwierige mathematische Inhalte umsetzen, gleichzeitig dies aber auf eine Art und

Weise tun, die sie vorher nicht gelernt haben.
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Ein Grofteil der Literatur zu Modellieren und Modellierungskompetenzen konzen-
triert sich auf den tertidren Bildungsbereich, ein geringerer Teil beschaftigt sich mit
Modellieren in der Sekundarstufe. Nur sehr wenige Arbeiten beschaftigen sich mit
Modellieren in der Grundschule. Diese einseitige Orientierung ist darin begriindet,
dass Modellierungskurse zunachst an Universitaten eingeftihrt wurden, um die Ab-
solventen besser auf praktische Aufgaben in ihrem spéateren Berufsfeld vorzuberei-
ten (Galbraith, 2007).

Dennoch pladieren einige Autoren (English, 2003; Greer et al., 2007; Lamon, 2003;
Usiskin, 2007) dafir, Modellieren bereits moglichst frihzeitig zu vermitteln und
Schilerinnen und Schiilern zunehmend komplexere Probleme vorzusetzen. Méchte
man Menschen ermoglichen, mathematisches Modellieren als ,,A way of life* zu be-
trachten, so darf man ihnen den Zugang zu dieser Sichtweise nicht verwehren, so
English (2003).

Geht man nun noch einen Schritt weiter und betrachtet die Notwendigkeit der Forde-
rung von Modellierungsfahigkeiten als gegeben, so schliel3t sich eine weiteres Prob-
lem an: Davon ausgehend, dass Modellieren eine Reihe von Teilkompetenzen um-
fasst (siehe Kapitel 1.4.3), ist es fur eine gezielte Férderung angezeigt, fur jeden
Lerner Starken und Schwéachen zu identifizieren, um dann gezielt die Entwicklung
derjenigen Teilkompetenzen zu unterstiitzen, die noch defizitér sind. Es ist also er-

forderlich, Wege zu finden, wie man solche Teilkompetenzen erfassen kann.

Das Diagnostizieren und Fordern sollte wie bereits angedeutet méglichst friihzeitig
geschehen. Das Ende der vierten Klassenstufe ist fiir eine solche Bestandsaufnah-
me besonders gunstig. Einerseits, weil Schuler nach den ersten vier Schuljahren
Uber ein ausreichend grof3es Basiswissen im mathematischen Bereich verfiigen, um
sinnvolle Modellierungsaufgaben bearbeiten zu kdnnen; andererseits weil sich ge-
rade gegen Ende der vierten Klasse im Rahmen von weiteren Schullaufbahnent-

scheidungen eine Bestandsaufnahme des aktuellen Wissensstandes anbietet.

Zielsetzung der vorliegenden Arbeit ist es daher, erste empirische Grundlagen fur
die Entwicklung eines diagnostischen Instrumentes zu schaffen, welches Teilkom-
petenzen beim mathematischen Problemldsen erfasst. Ein solches Instrument ist
zunéachst fur die Zielgruppe der Grundschulabgéanger zu realisieren, da gerade vor
der fir diese Personen anstehenden Transitionsphase Lernstandsanalysen beson-

ders angezeigt sind.
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1.6 Diagnostik von Modellierungskompetenzen

Wie kann nun eine Diagnostik von Modellierungskompetenzen erfolgen? Die fur die
Diagnostik von Modellierungskompetenzen relevante Fragestellung, aus der sich
alle folgenden Teilschritte im diagnostischen Prozess ableiten, lautet: ,Bei welchen
Teilkompetenzen mathematischen Modellierens besteht bei Proband P noch For-
derbedarf?”

Betrachtet man die direkt nach der Fragestellung auftretenden Stadien des diagnos-
tischen Prozesses (Jager, 1983; siehe Abbildung 7) dann wird deutlich, dass zu-
nachst noch eine ganze Reihe von Fragen offen ist, wie sich dieser Prozess im

Rahmen der angedeuteten Fragestellung zu vollziehen hat:

Fragestellung

Strategien Zielsetzungen

Hypothesen

Operationalisierung

Datenerhebung

Urteilsbildung

Gutachten

Indikation &
Entscheidung

Abbildung 7: Stadien des diagnostischen Prozesses

« Wahrend sich auf der Ebene von Makrostrategien (JAger & Petermann,
1999) relativ eindeutig eine Zuordnung des Vorgehens zu Selektionsstrate-
gien vornehmen lasst, muss auf der Ebene der Mikrostrategien sorgfaltig er-
wogen werden, wie beispielsweise die Vorgabe von Items zu realisieren ist.
Langerfristig ist mit Sicherheit die Verwendung von adaptiven Strategien
sinnvoll, da auf diesem Wege schnell und prazise eine Einschatzung des
Kompetenzgrades erfolgen kann.

e Hinsichtlich der diagnostischen Zielsetzung des zu entwickelnden Verfah-

rens muss diskutiert werden, ob eine Einordnung der Ergebnisse norm- oder
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kriteriumsorientiert erfolgen sollte (Schott, 1999). Es stellt sich die Frage, in-
wieweit die Orientierung an einer altersgruppenbezogenen Norm sinnvoll ist,
wenn Befunde existieren, dass ein Grol3teil der Normgruppe Defizite im Be-
reich der zur Untersuchung stehenden Kompetenz aufweist. Alternativ kon-
nen Testergebnisse auch kriteriumsorientiert bewertet werden, also unab-
hangig von der Verteilung des Merkmals in der Bezugsgruppe. Andererseits
ist eine Bewertung ohne jeden Bezug zur Altersgruppe, die sich lediglich an
Lernzielen orientiert, eine sehr idealistische Vorgehensweise, die sich in der
Praxis nur schwer durchsetzen durfte.

e Wie sind Modellierungskompetenzen zu operationalisieren? Neben der na-
heliegenden Variante der Operationalisierung mithilfe von Testverfahren sind
auch Interviews oder Verhaltensbeobachtungen denkbar. Verschiedene An-
satze zur Umsetzung sowie jeweilige Vor- und Nachteile werden in Kapitel
1.6.1, sowie in Kapitel 2 diskutiert.

* Aspekte der Datenauswertung und Datenintegration werden in Abschnitt

4.1.4 aufgegriffen und erortert.

Im Folgenden wird nun zundchst auf Mdglichkeiten eingegangen, wie Modellie-
rungskompetenzen operationalisiert werden kdnnen. Zwei Forschungsrichtungen
sind hierbei zu bertcksichtigen: Zum einen sind dies allgemeine Testverfahren zur
Erfassung von mathematischer Kompetenz, da diese oftmals Unterskalen zu Model-
lierungsaufgaben besitzen. Zum anderen ist auf die Methoden einzugehen, die ein-

gesetzt wurden, um Modellierungskompetenz zu erforschen.
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1.6.1 Operationalisierungsansatze aus dem Bereich D  iagnostik
von Mathematikleistungen
Im deutschsprachigen Raum gibt es eine Reihe von Verfahren, die sich mit der

Messung von mathematischen Kompetenzen in der Zielgruppe der Grundschulab-

ganger befassen. Auf die wichtigsten dieser Verfahren soll im Folgenden kurz ein-

gegangen werden:

ZAREKI-R (von Aster, Weinhold Zulauf & Horn, 2006)

Zielsetzung des ZAREKI-R ist die Diagnostik von Rechenschwachen mit
dem Anspruch der Berlicksichtigung der diesen Schwachen zugrunde lie-
genden Neurophysiologie. Obwohl die Unterskala ,Textaufgaben* eine Re-
liabilitat von .85 aufweist, eignet sich das Verfahren doch denkbar schlecht
zur Diagnostik der Fahigkeit, Text- oder Modellierungsaufgaben l6sen zu
kénnen. Dies liegt darin begrindet, dass aufgrund von nur sechs Aufgaben,
denen aufgrund der klassischen Testkonstruktion eine gleiche Schwierigkeit
zugeschrieben wird, nur sehr schlecht zwischen hoher und niedriger Fahig-
keit differenziert werden kann. So entsprechen sechs geldste Aufgaben ei-
nem Prozentrang von PR=100, funf geldste Aufgaben jedoch nur einem Pro-
zentrang von PR=11. Dass hier keine unterschiedlichen Itemschwierigkeiten
bertcksichtigt werden, ist vor allem deshalb fragwiirdig, da im Testmanual

Iltem 11.3 als besonders schwierig bezeichnet wird.

Des Weiteren muss bericksichtigt werden, dass von den 764 Personen der
Normierungsstichprobe allein 343 Personen aus dritten Klassen in der
Schweiz stammen, weshalb eine Ubertragbarkeit der Normen sowohl auf
andere Klassenstufen als auch auf die Population deutscher Schiiler fraglich
bleibt.

DEMAT 4 (Golitz, Roick & Hasselhorn, 2006)

Auch die Zielsetzung des DEMAT 4 liegt im frihen Erkennen von mdglichen
Rechenschwéchen. Der Test basiert auf der Schnittmenge der Lehrplane
aus 16 Bundesléandern und erfasst damit die zentralen mathematischen
Kompetenzen, die in der Grundschulzeit vermittelt werden. Neben einer Ska-
la fur die vier Grundrechenarten im Zahlenraum bis eine Million enthalt das
Verfahren auch eine Skala ,Sachrechnen®, welche neben GroRRenvergleichen
auch klassische Textaufgaben enthélt. Diese Skala weist zwar eine durchaus

akzeptable innere Konsistenz auf (a=.74), kann aber mit nur vier ltems eben-
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falls nur schlecht zwischen verschiedenen F&higkeitsauspragungen unter-

scheiden.

HRT 1-4 (Haffner, Baro, Parzer & Resch, 2005)

In bewusster Abgrenzung zu den Tests der DEMAT-Reihe orientiert sich der
HRT 1-4 nicht an Lehrplanen, sondern versucht vielmehr, mathematische
Basiskompetenzen unabhangig von Lehrpl&dnen und Bundeslandern zu er-
fassen. Die Autoren gehen sogar soweit zu sagen, das Verfahren sei daru-
ber hinaus auch kulturiibergreifend einsetzbar, jedoch sind die entsprechen-
den Belege hierfur noch zu liefern. Gepruft wird weniger Schulwissen als
.[Schullmathematik-relevante” Kompetenzen. Die Subtests sind sehr diffe-
renziert und testen zuverlassig das Beherrschen der vier Grundrechenarten
sowie einiger weiterer numerisch-logischer Fahigkeiten. Zu bedauern ist,
dass hierbei auf Textaufgaben komplett verzichtet wird. Auch wenn diese an
sich etwas Schultypisches sind, so sind doch die ihnen eng verwandten Mo-

dellierungsaufgaben durchaus nicht nur schul- sondern auch alltagsrelevant.
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1.6.2 Operationalisierungsansatze aus der Forschung zu Modellie-
rungskompetenzen
Aus den Beschreibungen der Testverfahren wurde deutlich, dass diese zur Diagnos-

tik von Modellierungskompetenzen eher nicht geeignet sind. Die Grinde hierfir las-

sen sich wie folgt zusammenfassen:

1. Verfahren, die ein derart breites Spektrum an Kompetenzen abdecken, kén-
nen die Einzelkompetenzen nur schlecht erfassen und eignen sich somit
nicht dafir, zwischen guten und schlechten Modellierern zu differenzieren.

2. Die Skalen zu Textaufgaben sind nicht geeignet, die Einzelfacetten von Mo-

dellierungskompetenzen getrennt und unabhangig voneinander zu erfassen.

Auf die zweite Begrindung soll nun noch etwas néher eingegangen werden. Es
klingt zunachst paradox, wenn man behauptet, Modellierungsaufgaben seien unge-
eignet, um Modellierungskompetenzen zu erfassen. Wie kénnte man die Kompetenz
einer Person besser messen, als durch die direkte Beobachtung bei der Ldsung

einer Aufgabe?

Angenommen man konstruiert einen Test, der aus PISA-ltems mit Modellierungs-
charakter besteht. Man lasst Probanden diese Aufgaben I6ésen und ihr Vorgehen
mdglichst detailliert schriftlich erlautern. Konnte eine Person aus einem ausfihrli-
chen Text mit zahlreichen redundanten Informationen die wichtigsten gegebenen
GroRRen identifizieren und angeben, welche Grofl3e gesucht ist, so gibt man ihr die
volle Punktzahl auf den Schritt ,Strukturieren.” Gelingt es, die Formel zur Berech-
nung der gesuchten Gr6RRe aufzustellen, so vergibt man Punkte fir ,Mathematisie-
ren“ usw. All dies erinnert stark daran, wie im Schulalltag das L6sen von Textaufga-

ben bewertet wird.

Dies ist ein durchaus verniinftiges Vorgehen, wenn man das Ziel hat, Modellie-
rungskompetenz in ihrer Gesamtheit zu erfassen. Man kann hieraus aber keine
Aussagen Uber die Einzelkompetenzen ableiten, also beispielsweise behaupten:
Schiler X kann gut mathematische Ergebnisse interpretieren, weil er fir diesen
Schritt immer die volle Punktzahl erhalten hat. Woran liegt dies? Die Antwort ist
durch das Prinzip der lokalen stochastischen Unabhangigkeit begriindet, welche

hier nicht gegeben ist.

Die probabilistische Testtheorie setzt voraus, dass die Lésungswahrscheinlichkeit
eines Items nur von zwei Grof3en abhangig ist, namlich der Itemschwierigkeit einer-

seits und der Fahigkeit der Person andererseits. Keinesfalls darf die Lésungswahr-
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scheinlichkeit eines Items abh&ngig sein vom Ldsen eines anderen Items innerhalb
des gleichen Tests. Ware dies namlich der Fall, so ware die Annahme der lokalen

stochastischen Unabhé&ngigkeit verletzt (Bihner, 2006).

Betrachtet man nun aber die einzelnen Schritte beim Durchlaufen des Modellie-
rungszyklus als einzelne Items, so sind spétere Schritte im Prozess immer abhéngig
von der erfolgreichen Bewaltigung der vorhergehenden Schritte. Dies ist auch aus
einer praktischen Perspektive einleuchtend: Hat man im ersten Schritt nicht erfolg-
reich die wichtigsten Grof3en identifizieren kdnnen, so kann man diese im zweiten

Schritt nicht in einer mathematischen Gleichung ausdriicken usw.

Hierin wird deutlich, dass man die einzelnen Modellierungskompetenzen nur dann
zufriedenstellend erfassen kann, wenn man diese unabhangig voneinander unter-
sucht. Houston (2007) unterscheidet dementsprechend zwischen Verfahren, welche
die Einzelkompetenzen erfassen und dem sogenannten ,Holistic Assessment”, bei
welchem der gesamte Modellierungszyklus anhand einer einzigen Aufgabe durch-
laufen und bewertet wird. Diese Differenzierung beziglich der Diagnostik ist ver-
gleichbar mit der von Blomhoj & Jensen (2003) in Bezug auf die padagogische Pra-
xis. Sie unterscheiden zwischen holistischem und atomistischem Vorgehen, wobei
bei letzterem Schilern isoliert Kompetenzen zu ausgewahlten Einzelfacetten der

Modellierungskompetenz vermittelt werden.

Wie man beim Unterrichten von Modellierungskompetenzen auch immer vorgeht —
bei der Diagnostik muss ein atomistischem Vorgehen eingeschlagen werden. Da-
durch ist gewahrleistet, dass man tatsachlich auch Aussagen Uber Einzelkompeten-

zen ableiten kann.

Welche Ansatzen zur Diagnostik bestehen bereits? In diesem Zusammenhang sind
drei verschiedene diagnostische Zugange zu nennen: Lehrerbeurteilungen aufgrund
von Projektberichten, Beobachtungsverfahren und Tests, z.B. in Form von Multiple-
Choice-Verfahren (Galbraith, 2007). Im Folgenden wird nacheinander auf die ein-
zelnen Verfahren eingegangen, und es werden exemplarische Vertreter der jeweili-

gen Kategorien vorgestellt.
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1.6.2.1 Lehrerbeurteilungen
Eine auch im Schulalltag verbreitete Methode ist die Bewertung der Modellierungs-

kompetenz durch den Lehrer anhand eines bearbeiteten Modellierungsprojektes.
Die ersten systematischen Betrachtungen zu dieser Vorgehensweise (Houston,
2007) finden sich bei Hall (1984) und Berry & Le Masurier (1984). Beide beschafti-
gen sich mit der Frage, wie man Modellierungsprojekte im tertidaren Bildungsbereich
am besten erfassen kann. Hall (1984) spricht sich dafiir aus, Modellierungskompe-
tenzen im Hinblick auf drei Kriterien zu bewerten, die er als ,content”, ,presentation”
und ,drive” bezeichnet. Jeder dieser drei Aspekte enth&lt wiederum Einzelleistun-

gen, wobei fur jede dieser Einzelleistungen separat eine Note vergeben wird.

Grob zusammengefasst befasst sich ,content mit den technischen Aspekten des
Modellierens, ,presentation” mit der Qualitat des Projektberichtes und ,drive* mit der
Originalitat des Ansatzes und mit dem Management des Modellierungsprojektes.
Wahrend Hall hier einerseits einen ersten Denkansatz liefert, Modellierungskompe-
tenzen moglichst differenziert zu erfassen, macht er sich andererseits mit der Be-
rechnungsvorschrift fur die Gesamtnote wieder einen Strich durch die Rechnung. Er
fordert namlich, die Einzelnoten nicht mithilfe des arithmetischen, sondern mithilfe
des geometrischen Mittels zu einer Gesamtbewertung zu verrechnen. Hierbei wer-
den die Einzelleistungen nicht addiert, sondern miteinander multipliziert, und aus
dem Endprodukt wird die Wurzel gezogen. In der Konsequenz wird die Gesamtleis-
tung 0, wenn ein einziger Multiplikator den Wert O hat. Hall begriindet dieses unor-
thodoxe Vorgehen damit, dass es realitdtsnaher sei: Wer im richtigen Leben bei
einem Modellierungsvorgang an einer einzigen Stelle komplett versagt, fur den ist

das Endergebnis nicht erreichbar.

Diese Methode mag die Alltagsrealitdt des Modellierens gut simulieren, fur diagnos-
tische Zwecke ist sie aber génzlich ungeeignet, insbesondere dann, wenn man zwi-
schen Starken und Schwéchen des Probanden bei unterschiedlichen Teilkompeten-

zen differenzieren méchte.

Auch Berry & Le Masurier (1984) gehen der Frage nach, wie man gréf3ere Modellie-
rungsprojekte von Studierenden benoten kann. lhre Bemiihungen richteten sich
besonders darauf, ein eher formatives denn summatives Bewertungssystem zu er-
finden, das wirklich Punkte fir den Prozessablauf gibt und nicht das ideale Modell
des Experten bevorzugt. Die Vorgehensweise deckt sich mit der von Hall: Es wer-
den jeweils Unterpunkte vergeben fir die Kategorien ,Abstract”, ,Formulation®, ,Ini-

tial Model“, ,Data“, ,Revisions to the Model“ sowie ,Conclusions".
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Wie bereits angedeutet, muss von beiden Verfahren am Ende Abstand genommen
werden, da sie die lokale stochastische Unabhangigkeit verletzen. Aus testtheoreti-
scher Sicht waren weiterhin die mangelnden Informationen beziglich der Gutekrite-
rien zu kritisieren. Es wird hier nicht deutlich, inwieweit solche Bewertungssysteme
objektiv und reliabel sind, ganz zu schweigen davon, ob man anhand einer einzigen
Aufgabe die allgemeine Fahigkeit zum Lésen von Modellierungsaufgaben valide
erfassen kann. Dennoch sind diese ersten Schritte auf dem Weg zur Diagnostik von
Modellierungskompetenzen nicht unbedeutend, denn sie ziehen als erste die Mog-
lichkeit in Betracht, eine stufenweise Punktevergabe entlang des Modellierungszyk-
lus zu realisieren. Man sollte sich hierbei Ubrigens nicht von den Kategoriennamen
verwirren lassen, die auf den ersten Blick nur wenig mit dem oben beschriebenen
Prozessmodell zu tun haben scheinen: Houston & Neill (2003a) gelingt es, sowohl
die Kategorien nach Hall (1984) als auch die von Berry & Le Masurier (1984) den

Stufen im Modellierungszyklus zuzuordnen.

1.6.2.2 Beobachtungsverfahren
Das Verfahren von Berry & Le Masurier (1984) hat den Anspruch, mehr den Pro-

zess des Modellierens zu bewerten als die letztlichen Ergebnisse. Dennoch werden
Informationen Uber diesen Prozess gewonnen, indem man sich verschiedene Stel-

len im Endprodukt (dem Projektbericht) genauer anschaut.

Ein besseres Verfahren, um den Modellierungszyklus direkt am Geschehen zu be-
trachten, bieten diverse Beobachtungsverfahren. Hier sind einerseits Videostudien
Zu nennen, andererseits aber auch Protokolle lauten Denkens sowie Ratingskalen,

quasi als Mischfrom zwischen Lehrerbeurteilungs- und Beobachtungsverfahren.

Greefrath (2006) filmte in Fallstudien jeweils zwei Schiler beim Lésen von Aufga-
ben. Im Anschluss wurde codiert, wie viel Zeit fir Planung, Datenbeschaffung, Da-
tenverarbeitung und Kontrolle aufgewendez wurde. Greefraths Ziel ist es hier ledig-
lich, Zeitanteile flr die jeweiligen Phasen zu identifizieren. Weiter geht der Ansatz
von Borromeo Ferri (2006), die ebenfalls Gruppenaufgaben filmte, mit dem Ziel,
genauere Informationen tber den Ablaufprozess des Modellierungszyklus zu erhal-

ten.

Das Vorgehen an sich ist vergleichbar mit Protokollen lauten Denkens. Statt jedoch

Schiler gezielt zum lauten Denken aufzufordern, sind diese in Zweiergruppen ge-
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zwungen, ihre Gedanken laut auszusprechen, um mit ihren Gruppenmitgliedern

aktiv und kooperativ zusammenarbeiten zu kénnen.

Auch mithilfe von Ratingskalen kénnen Beobachtungen realisiert werden. Zwar kann
man Ratingskalen auch einsetzen, um eine fertig bearbeitete Aufgabe hinsichtlich
verschiedener Gesichtspunkte einzuschatzen (Wie beispielsweise ,Did the student
identify the key mathematical focus of the problem? Were relevant variables
identified? ..." aus dem Verfahren von Ideka & Stephen, 1998, S.227), sie kdnnen
aber auch im Sinne einer formativen Bewertung eingesetzt werden, um wahrend
des Modellierungszyklus jeweils Punkte fir verschiedene Einzelkompetenzen zu

vergeben.

Bei der Frage nach der besten Variante des Modellierungszyklus wurde darauf hin-
gewiesen, dass diese nur beantwortet werden kann, wenn man die jeweilige Ziel-
setzung (didaktisch, diagnostisch oder aus der Perspektive des Erkenntnisgewinns)
in Betracht zieht. Gleiches gilt auch fiir die Frage nach der besten Methode zur Er-
fassung von Modellierungskompetenzen. Zu Forschungszwecken sind Videoanaly-
sen mit Sicherheit praktikabel und liefern eine Menge interessanter Informationen
Uber interne und externe Prozessabldufe. Als diagnostisches Instrument sind sie

jedoch wenig natzlich.

1.6.2.3 Multiple-Choice-Verfahren

Alle bisher beschriebenen Verfahren haben zwar offenbar den Anspruch an eine
atomistische Betrachtungsweise, da sie intensiv die einzelnen Stufen des Modellie-
rungszyklus untersuchen, unterliegen jedoch gleichzeitig immer noch der gréf3ten
Schwéche holistischen Vorgehens, indem sie den gesamten Modellierungszyklus
anhand einer grol3en Aufgabe untersuchen und damit die lokale stochastische Un-

abhangigkeit zwischen den Einzelkompetenzen verletzen.

Zwar schrieb einer der Pioniere auf dem Gebiet der Diagnostik von Modellierungs-
kompetenzen: ,The only direct method of assessing modelling skills is through a
project done over A long period.” (Hall, 1984, S. 143), jedoch ist diese Aussage mitt-

lerweile deutlich in Zweifel zu ziehen.

Eine ebenfalls praktikable Methode ist namlich die Verwendung von Multiple-
Choice-Fragen, die sich auf unterschiedliche Stufen im Modellierungszyklus bezie-

hen und jeweils unterschiedliche Problemstellungen behandeln.
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In diese Kategorie fallen die zahlreichen Arbeiten von Haines und Kollegen (Crouch
& Haines, 2003, 2004; Haines & Crouch, 2001, 2005; Haines, Crouch & Dauvis,
2000; Haines, Crouch & Davis, 2001; Haines, Crouch & Fitzharris, 2003; lzard,
Haines, Crouch, Houston & Neill, 2003), die mit ihrem Test eine Liicke schlieRen
wollen, da ,little attention has so far been paid to recognizing attainment levels of
students at defined stages of a modelling process (Haines & Crouch, 2001, S. 129)“.
Die Autoren haben ein Verfahren entwickelt mit dem Ziel, einen ,,Snapshot* von Mo-
dellierungskompetenzen zu gewinnen, also das Modellieren an verschiedenen Stel-
len des Kreislaufs punktgenau zu erfassen, ohne dass der ganze Modellierungszyk-
lus durchlaufen werden muss. Dies entspricht im Gegensatz zu den vorher be-
schriebenen Verfahren zum ersten Mal tatsachlich einem atomistischen Blickwinkel

auf Modellierungskompetenzen.

Der Fragebogen existiert in zwei Parallelversionen zu je zwolf Aufgaben, die in ca.

20-30 Minuten zu bearbeiten sind.

Die Einzelitems beziehen sich auf unterschiedliche Stufen im Modellierungszyklus,
sind aber in jeweils unterschiedliche Settings eingebunden. Die Autoren begriinden
dieses Vorgehen damit, dass sie Verwirrungen und gegenseitige Beeinflussungen
ausschlieRen wollten. Dies ist nur eine andere Ausdrucksweise dafir, dass in die-

sem Testverfahren die lokale stochastische Unabhangigkeit angestrebt ist.

Abbildung 8 enthalt zur Veranschaulichung zwei Items aus Version A, wobei sich
das erste mit Schritt 1: Strukturieren und das zweite mit Schritt 2: Mathematisieren

beschaftigt.
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Item 1:

Consider the real world problem (dot try to solve it!):

A bus stop position has to be placed along aroad on a new bus route. A covered shelter will
be provided. Wher e should the stop be placed so that the greatest number of people will be
encour aged to use the service? The bus company wants people to use the servi ce but cannot
lay on buses on demand.

Which one of the following assumptions do you consider trestémportant in formulating &
simple mathematical model?

13

A: Assume that just one bus shelter will be ergcte

B: Assume that the road is straight

C: Assume that the weather is twice as likely¢odoy as it is to be wet.

D: Assume that the bus runs to a half-hour timletab

E: Assume that customers will not walk great dists to catch a bus
Item 6:

Which one of the following options most closely models thegdht of a sunflower while it ig
growing (in terms of time t))

A:l-e!

B: (1-1)2

C:t

D: t-2

E: !

1+e™

Abbildung 8: Beispielitems aus Haines, Crouch & Dav  is (2001)

Das gesamte Testverfahren wurde in mehreren Studien erprobt, sowohl von den
Autoren als auch von Dritten, so beispielsweise von Houston & Neill (2003a; 2003b)
in Irland, sowie von Lingefjard & Holmquist in Danemark (2005). Kaiser & Schwarz
(2006) setzten dariiber hinaus eine deutsche Version in der gymnasialen Oberstufe
ein. Die Items stellten sich als reliabel (rag=.88) heraus und sind dartber hinaus
Rasch-konform, was fir die Glite des Tests spricht. Da die Distraktoren nicht alle als
»gleich falsch* angesehen werden kdnnen, sondern einige falsche Antworten durch-
aus auf ein mathematisches Verstandnis hindeuten kénnen, wird ein Partial-Credit-
Model zur Auswertung herangezogen. Die Parallelitdt der Verfahren kann als ge-
wahrleistet betrachtet werden, da sich die Schwierigkeiten der jeweiligen Parallel-
items nie um mehr als eine Standardabweichungen unterscheiden. Dies liegt bereits
in der Konstruktion der Parallelaufgaben begriindet, wobei das gleiche Problem je-
weils nur in einem anderen Kontext dargestellt wird (Straenbahnhaltestellen statt

Bushaltestellen, Check-In-Schalter am Flughafen statt Supermarktkassen).

Somit kann dieser Ansatz im Hinblick auf eine standardisierte, individuelle Diagnos-
tik als Methode der Wahl betrachtet werden, da hier exklusiv einerseits Modellie-

rungskompetenzen unabhangig voneinander untersucht werden und andererseits
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gleichzeitig die lokale stochastische Unabhangigkeit gewahrt bleibt. Videostudien
oder andere Beobachtungsverfahren sind wiederum besser geeignet fur stark
individuumszentrierte Fallstudien, die weit ins Detail gehen, sowie fir

hypothesengenerierende Untersuchungen.

Ein weiterer — durch die Unabhangigkeit der Einzelitems — begriindeter Vorteil des
Verfahrens liegt darin, dass innerhalb kurzer Zeit eine ganze Reihe von Modellie-
rungssituationen bearbeitet werden kdnnen. Gelingt es einem Proband nicht, eine
Aufgabe richtig zu verstehen, so entgehen ihm nur Punkte fir dieses eine Item. Wird
hingegen nur eine einzige Aufgabe gestellt, die der Proband nicht versteht, so dirfte
es ihm schwer fallen, im ganzen darauffolgenden Modellierungszyklus noch Punkte
zu erlangen. Dies beantwortet wohl deutlich die von Galbraith (2007, S.84) aufge-
worfene Frage: ,Can modelling ability be estimated, on the basis of performance on
a single common problem, or is a pattern of performance across several problems

needed to provide a reliable estimate?”

Eine Schwéache des Instrumentes von Haines et al. (z.B. Haines & Crouch, 2001)
liegt allerdings darin, dass es sich auf den Ubergang von der realen Welt zur Ma-
thematik, also eigentlich nur auf die Phasen 1 und 2 beschrankt. Um den ganzen
Modellierungszyklus zu erfassen miusste ein Test entwickelt werden, der alle Ein-
zelphasen abdeckt. Des Weiteren kritisiert Galbraith (2007, S.83): ,A challenge re-
mains to relate performance on such sub-skills to overall modelling ability.” Testver-
fahren wie das von Haines et al. missen also auch den Nachweis der Validitat er-

bringen.

Dies kann zum Beispiel dadurch realisiert werden, dass neben dem Instrument
selbst auch noch komplette Modellierungsaufgaben vorgegeben werden, so dass im
Anschluss eine Validierung durch die Korrelation beider Leistungsmafe vorgenom-

men werden kann.

Aus der Sichtung der Literatur wird deutlich, dass sich fur die Perspektive der Diag-
nostik folgende Konsequenzen ergeben:

- Als Grundlage zur individuellen Férderung missen Wege gefunden werden,
maglichst frihzeitig — also schon in der Primarstufe — Modellierungskompe-
tenz zu erfassen.

- Dies muss moglichst differenziert erfolgen, weshalb eine Orientierung an den
Teilkompetenzen angezeigt ist. Diese miUssen unabhéngig voneinander er-

fasst werden, damit aufgezeigt werden kann, wo jeweilige Starken und
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Schwachen eines Schilers liegen und worauf sich infolgedessen die Forde-
rung vornehmlich konzentrieren sollte.

- Ein Testverfahren, dass dies leisten soll, muss den klassischen psychomet-
rischen Gutekriterien gentigen und insbesondere den Nachweis der Validitét

liefern.

Damit dies sinnvollerweise realisiert werden kann, muss jedoch noch eine weitere
Bedingung erfillt sein. Der Modellierungszyklus lasst sich auffassen als ein Wirk-
modell (Gollwitzer & Jager, 2007), das die Vorgange beim mathematischen Model-
lieren sowohl in deskriptiver als auch in praskriptiver Weise verdeutlicht. Dieses
Wirkmodell gilt es jedoch zuerst empirisch zu Uberprifen, bevor es als Grundlage

fur die Entwicklung von Diagnoseinstrumenten eingesetzt werden kann.
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2. Fragestellung und Operationalisierung

Aus den bisherigen Ausfiihrungen wurde die Relevanz deutlich, die der Diagnostik

von Modellierungskompetenzen beizumessen ist.

Da der Modellierungskreislauf als Modell jedoch bis dato in erster Linie auf theoreti-
schen Uberlegungen griindet, ist es zundchst angezeigt, der Frage nachzugehen,
ob der Modellierungszyklus tberhaupt als deskriptives Modell des Vorgehens beim
Losen von mathematischen Textaufgaben geeignet ist. Es sind demnach die fol-

genden Fragen zu beantworten:

1. Lassen sich die im Modellierungszyklus genannten Teilkompetenzen Strukturie-
ren, Mathematisieren, Verarbeiten, Interpretieren und Validieren tatsachlich be-

obachten?

2. Welche der zu den jeweiligen Teilkompetenzen formulierten Unterkompetenzen

lassen sich beobachten?

3. Treten die Teilkompetenzen in der im Modellierungszyklus postulierten Reihen-

folge auf?

Diese Fragen sollen in einer ersten — eher fallstudienartig angelegten — Untersu-
chung beantwortet werden, bei der an einer geringen Anzahl von Versuchspersonen

der Modellierungsprozess mdaglichst genau nachvollzogen werden soll.

Des Weiteren ist darauf aufbauend zu untersuchen, inwieweit der Modellierungszyk-
lus als normatives Modell dienen kann. Wenn also tatsachlich der Modellierungszyk-
lus als deskriptives Modell geeignet ist, so muss im nachsten Schritt untersucht
werden, ob die Qualitdt bzw. Erfolgswahrscheinlichkeit beim Ldsen einer Aufgabe

tatsachlich von allen postulierten Teilkompetenzen abhangig ist.

Wie im theoretischen Teil herausgearbeitet wurde, wéare es nutzlich, Uber ein In-
strument zu verfigen, mit dem man die unterschiedlichen Modellierungskompeten-
zen unabhéangig voneinander zuverlassig erfassen kann. Um ein solches Instrument
zu entwickeln, missen auf der Basis der theoretischen Grundlage zunachst Items
entwickelt werden, die dann dahingehend zu tberpriifen sind, ob sie Giberhaupt Mo-
dellierungskompetenz messen kénnen und wenn ja, wie gut. Ersteres betrifft den

Aspekt der Validitat, letzteres den der Reliabilitét.
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Diese letztgenannten Aspekte sollen in einer zweiten, grof3er angelegten Studie
untersucht werden, woflr zunéchst Items zu den in der ersten Studie beobachteten
Teilkompetenzen zu konstruieren sind, die dann an Schiilern am Ende der vierten

Klassenstufe zu erproben sind. Dabei stehen folgende Fragen im Vordergrund:

1. Wie ist es um die Qualitat der konstruierten ltems bestellt? Messen sie Modellie-

rungskompetenz objektiv, reliabel und valide?

2. Tragt jede durch diese Items operationalisierte Teilkompetenz einen wichtigen
Teil zur allgemeinen Modellierungskompetenz bei, so dass tatsachlich alle Teilkom-

petenzen beherrscht werden missen, um erfolgreich zu modellieren?
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2.1 Operationalisierung des Konstrukts ,,Modellierun gskom-
petenz”

Um all diese Fragestellungen beantworten zu kdnnen, bedarf es einer intensiven
Beschaftigung mit der Modellierungskompetenz von Personen. Da diese jedoch als
latentes Konstrukt nicht direkt beobachtbar ist, muss sie durch Operationalisierung

beobachtbar gemacht werden (Jager & Petermann, 1999).

Welche Art der Operationalisierung jeweils zielfihrend ist, hangt ab von der Art der
Fragestellung. Fir Studie 1, in der es um die deskriptive Funktion des Modellie-

rungszyklus geht, sind Beobachtungsverfahren angezeigt.

Um aber — wie in Studie 2 — zu Uberprifen, ob die Beherrschung einer Kompetenz
letztlich einen Vorteil bringt, so dass man auch von einem normativen Modell spre-
chen kann, reicht es nicht alleine aus zu beobachten, sondern die Leistung muss

direkt gemessen werden. Hierzu sind dann Testverfahren die Methode der Wahl.

Im folgenden Abschnitt wird zunachst darauf eingegangen, wie man Modellierungs-
kompetenz allgemein messbar machen kann und welche Besonderheiten bzw.
Schwierigkeiten sich daraus ergeben. Im Anschluss daran werden die Unterkompe-
tenzen, welche bisher nur grob dargestellt wurden, erneut im Hinblick darauf thema-
tisiert, was sich jeweils hinter diesen verbirgt. Auf der Grundlage dieser Erlauterun-
gen wird dann darauf eingegangen, wie die Teilkompetenzen fur die beiden Studien

jeweils operationalisiert wurden.

2.1.1 Operationalisierung von Modellierungskompeten z
Weiter oben wurden bereits die verschiedenen Facetten mathematischer Kompe-

tenz angesprochen, insbesondere die im KOM-Projekt identifizierten acht Teilkom-
petenzen (Niss, 2003), von denen eine die Modellierungskompetenz darstellt. Die
Autoren des KOM-Projektes wehren sich gegen die ,Syllabusitis* und argumentie-
ren, man kdnne mathematische Kompetenz nicht gleichsetzen mit ,proficiency in
mathematical substance matter” (Blomhoj & Jensen, 2007, S.46) und dann einfach
Bereiche der Mathematik auflisten. Vielmehr argumentieren sie fir einen zweidi-
mensionalen Ansatz, bei dem auf der einen Seite mathematische Inhalte stehen, auf

der anderen Seite die von ihnen identifizierten acht Kompetenzen.
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Dies ahnelt stark den in den deutschen Bildungsstandards (KMK, 2005) formulierten
mathematischen Kompetenzen einerseits und den mathematischen Leitideen ande-
rerseits. Beschaftigt man sich nun mit der Konstruktion bzw. der Klassifikation von
Items, so lassen sich Kompetenzen und Leitideen im Sinne einer Tyler-Matrix (Goll-

witzer & Jager, 2007) anordnen (siehe Abbildung 9):

Leitidee 1 Leitidee 2 Leitidee 3 Leitidee 4 Leitidee 5

Kompetenz 1

Kompetenz 2

Kompetenz 3

Kompetenz 4

Kompetenz 5

Kompetenz 6

Abbildung 9: Kompetenzen und Leitideen

Hierbei ist es durchaus mdglich, dass ein Item mehreren Leitideen gleichzeitig zu-
geordnet wird, wenn z.B. eine Aufgabe zu Strahlensatzen (Leitidee 3) bei ihrer L6-
sung den Umgang mit Bruchtermen (Leitidee 1) erfordert. Gleichzeitig dirften viele

Aufgaben auch mehrere Kompetenzen erfassen.

Beschaftigt man sich ausschlieBlich mit Modellierungsproblemen, so beschrankt
sich die Kompetenzdimension auf die Kompetenz 3: Modellieren. Allerdings sind
auch hierbei wieder Ausdifferenzierungen zu betrachten: Jedes Modellierungsitem
kann Anforderungen an alle oder nur einen Teil der im Modellierungszyklus ablau-
fenden Teilkompetenzen stellen. Die dazugehdrige Tyler-Matrix entspricht Abbil-
dung 10:

Leitidee 1 Leitidee 2 Leitidee 3 Leitidee 4 Leitidee 5

Strukturieren

Mathematisieren

Verarbeiten

Interpretieren

Validieren

Abbildung 10: Leitideen und Teilkompetenzen

Ein ahnliches Modell schlagt Jensen (2007) vor, dieses enthélt jedoch drei Dimensi-

onen: “Degree of Coverage”, “Radius of Action” sowie “Technical Level".
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“Degree of Coverage” bezeichnet hierbei den oder die Bereiche des Modellierungs-
kreislaufes, die von der Aufgabenstellung abgedeckt werden. ,Radius of Action”
bezieht sich auf die jeweils angesprochene Doméne der Mathematik — in unserem
Modell also auf die jeweilige mathematische Leitidee. Hinzu kommt die dritte Di-
mension ,Technical Level“, welche den Komplexitatsgrad der Aufgabe hinsichtlich
der innermathematischen Anforderungen charakterisiert. Man konnte hier auch von
Anforderungsgrad oder Itemschwierigkeit sprechen. Dieser ist héher bei einer Auf-
gabe, die das Aufstellen und Loésen einer quadratischen Gleichung erfordert, als bei

einer Aufgabe, in der lediglich einige Zahlenwerte addiert werden missen.

Auf Basis dieser drei Komponenten Jensens resultiert ein dreidimensionales Modell

der Kompetenz, wie es in Abbildung 11 dargestellt ist.

Leitidee

Komplexitat

Modellierungskompetenz

Abbildung 11: Dimensionsmodell der Kompetenz

Aus Abbildung 11 wird deutlich, dass jedes Item und dementsprechend auch die
Itemschwierigkeit — was dann bei der Auswertung und Itemanalyse von Bedeutung
ist — von (mindestens) drei Grof3en beeinflusst wird. In Abbildung 11 sind beispiel-
haft zwei Aufgaben A und B eingezeichnet. Wéahrend A ein groR3eres Spektrum an
Modellierungskompetenz erfasst, beinhaltet B mehrere Leitideen und zeichnet sich

durch eine gréRere Komplexitat aus.

Enthalt nun ein Diagnoseinstrument beide Items A und B, und ergibt sich in einer
fiktiven Stichprobe eine hdhere Schwierigkeit fur Item B als fUr Item A, so stellen

sich folgende Fragen:
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- Haben die Probanden nicht die ausreichende mathematische Kompetenz,
um Aufgaben mit einem héheren Komplexitatsgrad zu l6sen?

- Oder haben die Probanden Schwierigkeiten mit einigen Leitideen, mit ande-
ren aber nicht?

- War Item B vielleicht sogar hinsichtlich seiner Anforderungen an die Model-
lierungskompetenz schwieriger, obwohl weniger Teilschritte des Modellie-
rungszyklus angewandt werden mussten, diese aber besonders komplex
waren?

An diesen Fragen wird deutlich, dass beide Items nicht geeignet sind, um Modellie-
rungskompetenzen (oder jedwede andere der genannten Dimensionen) zu erfas-
sen, da nicht mit Sicherheit festgestellt werden kann, auf welches Konstrukt die
Schwierigkeit (und andere Eigenschaften, so z.B. Korrelationen mit der Gesamtska-

la) zuriickzufUhren ist.

Die Eindimensionalitat des Verfahrens kann also nur kinstlich hergestellt werden,
indem entsprechende Items so konstruiert werden, dass die jeweils nicht interessie-

renden Dimensionen konstant gehalten werden.

Da sich bei der vorliegenden Arbeit das Augenmerk auf Modellierungskompetenzen
richtet, wurden die Aufgaben fir beide Studien so konstruiert, dass gleichzeitig zwei
Dinge gewabhrleistet sind: Erstens wurde die Leitidee konstant gehalten, indem sich
die Aufgaben immer auf die ,Leitidee 2. Messen" bezogen. Gleiches gilt fur den
Komplexitatsgrad — da die Fahigkeit zum Rechnen nur von sekundarem Interesse
ist, wurden jeweils Aufgaben konstruiert, bei denen nur einfache Operationen an
ebenfalls einfachen Zahlenwerten vorzunehmen sind. Zweitens wurde bezlglich der
Modellierungskompetenz sicher gestellt, dass sich Aufgaben nicht in ihrem ,Degree
of Coverage" unterscheiden: In der ersten Studie wurden lediglich Aufgaben einge-
setzt, die den gesamten Modellierungszyklus abdecken, in der zweiten Studie wur-
den die verwendeten Multiple-Choice-ltems so konstruiert, dass jeweils nur ein
Schritt des Modellierungskreislaufs untersucht wird, womit auch wiederum eine Ver-

gleichbarkeit der Aufgaben untereinander gewahrleistet ist.
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2.1.2 Operationalisierung der Unterkompetenzen
Nach Maaf’ (2004) sind den Teilkompetenzen mathematischen Modellierens die in

Tabelle 4 wiedergegebenen Unterkompetenzen zuzuordnen (Ubersetzung durch

Autorin).

Tabelle 4. Unterkompetenzen

Strukturieren
S1  Textverstehen / Problem in eigenen Worten wiedergeben
S2  GroRen benennen: Gegeben / Gesucht
(S3 Beziehungen zwischen Variablen rekonstruieren)
S4a  Suche nach problemrelevanten Informationen
S4b  Trennung zwischen relevanter — irrelevanter Information

Mathematisieren

M1  Mathematisieren von Gréf3en und Beziehungen (Zahlwérter => ara-
bische Ziffern)
(Verbalisierungen => Operationen)

(M2  Deren Anzahl und Komplexitat verringern)

M3  Angebrachte mathematische Notationen / Skizzen (= formal korrekte
Schreibweise)

Verarbeiten

V1 Mathematisches Wissen zur Problemldsung nutzen (z.B. korrekt
schriftlich Rechnen)

V2  Heuristische Strategien (,geschickt Rechnen*)

Interpretieren
11 Interpretation im auRermathematischen Kontext
12 Verallgemeinerung der Lésung (fak.)
I3 Kommunikation der Ergebnisse in math. Sprache

Zu bedenken ist allerdings, dass dieses Schema, wie so viele Arbeiten im Bereich
mathematisches Modellieren, fir den tertiaren Bildungsbereich entwickelt wurde und
schon auf den sekundaren Sektor nur mit Abstrichen zu Ubertragen ist. Will man die
von Maal3 (2004) genannten Unterkompetenzen auch als dem Modellierungsverhal-
ten von Grundschilern zugrunde liegend betrachten, so ist nachvollziehbar, dass in
einem gewissen Rahmen Einschrankungen in Kauf zu nehmen sind. Dies betrifft
zum einen die Tatsache, dass nicht alle Unterkompetenzen beriicksichtig werden
kénnen, da diese sich auf Vorgehensweisen beziehen, die nur bei der Bearbeitung
von komplexen Aufgaben zu finden sein dirften. Die Teilkompetenzen S3 und M2
missen daher aus den an entsprechender Stelle aufgefiihrten Grinden ausge-
klammert werden. Zum anderen gilt fir die verbleibenden Unterkompetenzen, dass

sich die konkreten Operationalisierungen auf Vereinfachungen oder im Extremfall
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nur Vorstufen der bei komplexen Problemen benétigten Unterkompetenzen be-

schranken missen.

Auf der Grundlage der Aufsplittung in Unterkompetenzen lasst sich der Modellie-

rungszyklus feinkorniger darstellen, als dies bisher geschah (siehe Abbildung 12):

Math. Modell Math. Ergebnis

Realmodell Real. Ergebnis

Realsituation

Abbildung 12: Modellierungszyklus mit Unterkompeterzen

Im Folgenden sollen nun die Unterkompetenzen — besonders im Hinblick auf deren

Operationalisierung — genauer erlautert werden.

Strukturieren:

Strukturieren ist der erste Schritt im Modellierungszyklus und beinhaltet in erster
Linie das Herausfinden des eigentlichen Problems. Bei Textaufgaben geht es zu-
dem darum, sich ein ,Bild“ von der Situation zu machen — sich also vorzustellen, wie
die reale Situation Uberhaupt aussieht. Davon ausgehend wird dann abstrahiert und
sich auf die wesentlichen — problemrelevanten — Merkmale der Situation konzen-

triert.

S1: ,To make assumptions for the problem and simplify the situation”. Diese Fahig-

keit bezieht sich auf das Verstehen und Vereinfachen des Aufgabentextes. Die Auf-

75



gabe muss zunéchst gelesen werden. Wird sie verstanden, so entsteht eine mentale
Reprasentation der Situation im Gedachtnis des Lesers. Diese ist nicht mehr ge-
bunden an den Wortlaut der Aufgabe, sondern der Proband ist nun in der Lage, die
Problemstellung in eigenen Worten wiederzugeben und die zentralen Fragen und
Merkmale hervorzuheben. Operationalisiert werden kann diese Kompetenz durch
Items zum Textverstandnis, z.B. in Form von Verstandnisfragen oder Paraphrasie-
rungen. S1 kann als zentraler Vertreter der Kategorie , Strukturieren” betrachtet wer-

den.

Bei S2 , To recognize quantities that influence the situation, to name them and to
identify key variables.” geht es um das Erkennen der fiir die Problemstellung rele-
vanten Grof3en. Dieser Schritt ist verwandt mit dem im Mathematikunterricht tbli-
chen Vorgehen, Schiiler identifizieren zu lassen, was bei einer Aufgabenstellung als
.gegeben* und was auf der anderen Seite als ,gesucht* zu betrachten ist. Hierbei
wird im Verstandnisprozess noch einen Schritt weiter gegangen, als dies in S1 der
Fall ist: Aus der nunmehr mental reprasentierten Problemstellung werden diejenigen
Schlisselkonzepte herausgefiltert, aus denen sich im nachsten Schritt die mathe-
matische Version der Problemstellung formulieren lasst. Auf dieser Basis lasst sich
auch eine Operationalisierung der Unterkompetenz realisieren, namlich durch Vor-
gabe von Aufgabentexten zu denen dann jeweils die gegebenen und gesuchten

GrofRen zu identifizieren sind.

Die unter S3 genannte Unterkompetenz ,to construct relations between the variab-
les” wird im Folgenden nicht weiter beachtet und aus dem zu konstruierenden Test-
verfahren ausgeklammert. Diese Entscheidung liegt zum einen darin begriindet,
dass das Erkennen von Beziehungen zwischen Variablen in mathematischen Text-
aufgaben fur Grundschiler nicht vorgesehen ist, da keine komplexen Variablenge-
flechte zu bertcksichtigen sind; und zum anderen in der dem ersten Faktor zu
Grunde liegenden Tatsache, dass eine solche Anforderung Grundschiler Uberfor-

dern wirde.

Im Zuge der unter S2 angesprochenen Identifikation der problemrelevanten Informa-
tion wird im Aufgabentext und in eventuellen Abbildungen in dessen Nahe nach den
konkreten Informationen (z.B. Zahlenwerten) gesucht, die bendétigt werden, um das
Problem erfolgreich zu I6sen. Hierbei sind zwei Teilaspekte von Bedeutung: Zum
einen ist dies die Suche nach verfligbaren Informationen S4a ,To look for available
information”, zum anderen — zumindest bei komplexeren Problemen — das Unter-

scheiden von relevanten und fur die Aufgabenlosung uberfliissigen Informationen,
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S4b ,to differentiate between relevant and irrelevant information“. Es kann hierbei
angenommen werden, dass auch nach dem Verstehensprozess der Aufgabentext
ein zweites Mal durchgelesen oder zumindest Uberflogen wird, um eben diese rele-
vanten Grol3en fir die nachsten Schritte verfigbar zu machen. Die Bedeutung der

beiden Schritte soll an zwei Extrembeispielen verdeutlicht werden:

Die Suche nach verfiigbarer Information kann durchaus groteske Formen anneh-
men. Bildungswissenschaftler wie Verschaffel und seine Kollegen (Verschaffel,
Greer & De Corte, 2000) kritisieren, dass Schiiler Textaufgaben lediglich nach Zah-
lenwerten absuchen wirden, um diese dann ,irgendwie“ halbwegs sinnvoll mitei-
nander zu verrechnen. Um ein Verstehen des Textes wirde sich nur in den allersel-
tensten Fallen bemuht. In unserer Sprache heil3t das: Schiler neigen dazu, den
Schritt S1 zu uberspringen, sich also keine Gedanken uber die Problemsituation zu
machen, geschweige denn sich diese tatsachlich vorzustellen oder gar an ihrem
Realitatsgehalt zu zweifeln. Vielmehr versuchen sie S2, also das Erkennen der Ziel-
setzung und der wichtigsten Gréf3en der Aufgabe aus den mithilfe von S4a heraus-
gefilterten Informationen und einigen Schllsselwértern zu realisieren. Ein von De-
haene (1997, S.138) berichtetes Beispiel illustriert, wie dies auch Erwachsenen

passiert, wenn sie einen Aufgabentext nicht wirklich sorgféltig durchlesen:

“Judy owns five dolls, which is two fewer than Cathy.
How many dolls does Cathy have?”

Liest man den Text nicht aufmerksam, ist man verleitet ohne weiteres Nachdenken
die Antwort ,drei* zu geben. Bestimmte Schlisselwdrter wie ,weniger als* aktivieren
eher starker das Schema Subtraktion, obwohl hier eigentlich addiert werden muss.
Entsprechende Fehler kénnen nur dann vermieden werden, wenn der Schritt S1
sorfgéaltig durchgefiihrt wird. Verschaffel et al. (2000) konnten anhand gezielt unsin-
nig konstruierter Aufgaben zeigen, dass die meisten Schiler (untersucht wurden
hier Personen aus dem Sekundarbereich) dies eben nicht tun. Sie legten den Pro-
banden Aufgaben vor, die eigentlich nicht zu I6sen sind, stellten jedoch fest, dass
die Mehrzahl der Schiiler trotzdem die enthaltenen Zahlen miteinander verrechnete,
um ein (inhaltlich voéllig sinnfreies) Ergebnis zu prasentieren. Zwei Beispiele (aus
Verschaffel et al., 2000, S.19f.):
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Bsp. 1: “What will be the temperature of water in a container if you pour
1 liter of water at 80°and 1 liter of 40°into it ?”

Bsp. 2: “John’s best time to run 100 meters is 17 seconds.
How long will it take him to run 1 kilometer?”

83% der untersuchten Schiler gaben an, das Wasser aus Aufgabe 1 habe eine
Temperatur von 120°C und ganze 97% vertraten ohne Zégern die Ansicht, der Lau-
fer wirde einen Kilometer in 170 Sekunden laufen. Diese Ergebnisse machen deut-
lich, dass bei der Informationssuche in S4a kein wirkliches Textverstandnis erfolgt —

was umso mehr die Bedeutung von S1 unterstreicht.

Auf der anderen Seite zeigt sich, dass auch S4b — das Trennen von relevanter und
irrelevanter Information - durchaus nicht trivial ist. Im Rahmen einer unveroffentlich-
ten Studie des Zentrums fir empirische padagogische Forschung aus dem Jahr
2006 wurde 327 Schilern der Klassen 8-10 an Hauptschulen, Realschulen und

Gymnasien folgende Frage vorgelegt:

Ein 43.5 Jahre alter Bauer verkauft 3.45 kg Apfel fiir 4.53 €.
Was kosten 45.3 kg Apfel?
Welche in der Aufgabenstellung genannte Zahl muss man fur
die Lésung dieser Aufgabe nicht weiter beachten?
a) 43.5 b) 45.3
C) 3.45 d) 4.53

Es zeigte sich, dass 22% aller Befragten nicht in der Lage waren, die Aufgabe kor-
rekt zu l6sen. Woran genau dies liegt, ist schwer zu entscheiden und wird noch zu
untersuchen sein. Nahe liegt jedoch der Verdacht, dass es Schulern schwer fallt zu
erkennen, welche Informationen im Aufgabentext relevant und welche irrelevant
sind — die Vermutung liegt also nahe, dass die unter S4b bezeichnete Kompetenz

nur mangelhaft ausgepragt ist.

Die mit der Informationssuche zusammenhdngenden Unterkompetenzen S4a und
S4b lassen sich operationalisieren, indem man Problemstellungen vorlegt, die so-
wohl problemrelevante als auch problemirrelevante Informationen enthalten, wobei

fur die problemrelevanten Informationen gilt, dass sie nicht immer direkt auf den
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ersten Blick aus dem Aufgabentext erschlossen werden kénnen, sondern zum Bei-

spiel aus Zusatztexten, Karten oder Skizzen abzulesen sind.

Zusammengenommen lasst sich Strukturieren auch auffassen als das Verstehen
einer Aufgabenstellung im kognitionspsychologischen Sinn, wobei es dem Modellie-
rer gelingen muss, die wesentlichen Inhalte eines Textes zu erfassen, um daraus

eine mentale Repréasentation des Problems konstruieren zu kénnen.

Mit der aktiven Suche nach Information endet der erste Schritt im Modellierungszyk-
lus, an den sich der zweite Schritt — das Mathematisieren der Problemstellung an-
schlief3t.

Mathematisieren

Das Mathematisieren von verbalen Aufgabenelementen hat je nach Art der Aufga-
benstellung einen gréReren bzw. kleineren Stellenwert innerhalb des Lésungspro-
zesses. Es sind Arten von Aufgaben denkbar, in denen nur sehr wenig mathemati-

siert werden muss. Man betrachte beispielhaft folgende Problemstellung:

Lisa ist 7 Jahre alt, Anna ist 5 Jahre alter.
Wie alt ist Anna?

Hinter dieser Aufgabenstellung versteckt sich die Rechnung ,7+5=[1". Die Mathe-
matisierung — also die Ubersetzung des sprachlichen in einen numerisch-logischen
Code - ist in diesem Falle recht trivial. Die beiden zu verrechnenden Zahlen sind
bereits als arabische Ziffern vorgegeben, lbersetzt werden muss nun nur noch die
entsprechende Rechenoperation. JAlter* ist neben ,mehr als* und anderen Relati-
onsbegriffen eines der typischen Schliisselworter, das auf eine Addition hindeutet.
Das oben zitierte Beispiel von Dehaene (1997) zeigt allerdings auch, dass solche

Schlusselworter in die Irre fuhren kdnnen.

Anspruchsvolle Modellierungsaufgaben verlangen im Gegensatz zu diesem Beispiel
komplexere Ubersetzungsprozesse. Dies kann geschehen, indem Zahlenwerte im
analogen Format préasentiert werden, indem es dem Problemldser erschwert wird,
die richtigen Zahlen und Operationen aus dem Text herauszulesen oder indem

mehrere Operationen hintereinander geschaltet werden.
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Die erste der drei Subkategorien im zweiten Schritt, M1 ,to mathematize relevant
quantities and their relations”, betrifft — wie dies auch schon beim Strukturieren der
Fall war — den eigentlichen Kern der Teilkompetenz. Es geht hierbei um das Uber-
setzen von Grol3en und Relationen in die mathematische Sprache, also um das
Erkennen von Zahlen und GroRRen sowie Operationen, die sich hinter verbalen For-

mulierungen verbergen.

Die Operationalisierung der Unterkompetenz gelingt dadurch, dass die zu Uberset-
zenden GréfRen und Relationen in einem Format dargestellt werden, das moglichst
wenig Ahnlichkeit mit der mathematischen Sprache hat, um diese dann der korres-

pondierenden mathematisierten Version zuordnen zu lassen.

M2 entfallt bei der Betrachtung von Grundschulkindern. Die Kompetenz, Anzahl und
Komplexitat der gefundenen Variablen zu reduzieren (,to simplify relevant quantities
and their relations if necessary and to reduce their number and complexity”) dirfte
fur diese Zielgruppe noch nicht relevant sein. Wie bereits erwahnt bezieht sich das
von Maald (2004) zitierte Schema auf Modellierungsaufgaben im Rahmen hoherer
Bildungsbereiche. Die dort zum Einsatz kommenden Aufgaben sind wesentlich
komplexerer Natur, selten gibt es nur eine richtige Lésung, manchmal kann diese
auch nur annahernd bestimmt werden. Hierfir kdnnen dann nicht alle in Frage
kommenden Gr6Ren in Betracht gezogen werden und das Problem muss entspre-
chend hinsichtlich seiner Komplexitat reduziert werden. Man denke z.B. an das von
Borromeo Ferri (2006) berichtete Beispiel, die Oberflache eines Porsches berech-
nen zu wollen. Eine von Schilern bevorzugte Lésungsstrategie ist hierbei, das Auto
als einen aus verschiedenen Quadern zusammengesetzten Korper zu betrachten
und dessen Oberflache zu berechnen. Abrundungen werden dafirr der Einfachheit
halber ignoriert. Dass die Oberflache dann auch nur ndherungsweise angegeben

werden kann, ist eine logische Konsequenz.

Bei Grundschulkindern sind natirlich auch Schéatz- oder Uberschlagsaufgaben
denkbar, um die Operationalisierung eines der Kompetenz M2 verwandten

Teilkonstruktes zu realisieren.

Hingegen ist M3 ,to choose appropriate mathematical notations and to represent
situations graphically”, also die Verwendung einer formal korrekten Schreibweise,
von der ersten Klasse an eine wiinschenswerte Kompetenz im Repertoire der Schi-
ler und wird dementsprechend auch von Anfang an gelehrt. Hierunter fallt noch nicht

das Rechnen an sich, sondern die Art und Weise, wie Ansatze und Rechenwege
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dargestellt werden. Dazu gehort die Verwendung mathematischer Symbole, sowie
das formal korrekte Aufschreiben von Rechnungen und deren Teilschritten (z.B. das
saubere Untereinanderschreiben von Zahlen beim schriftichen Addieren). Die Ope-
rationalisierung der Kompetenz ist mdglich, indem das Wissen um korrekte Darstel-
lungsweisen in Form von Multiple-Choice-ltems abgefragt wird, aber auch durch die

Bewertung von Aufzeichnungen der jeweiligen Probanden.

Verarbeiten

Unter ,Verarbeiten® fallen all diejenigen Kompetenzen, die sich auf die rein innerma-
thematische Bearbeitung des Problems beziehen. Der Ubersetzungsvorgang des
Problems in die mathematische Sprache ist abgeschlossen, die Ubersetzung der

Ldsung in die verbale Sprache noch nicht in Gang gesetzt.

Wahrend bei komplexeren Aufgaben an dieser Stelle z.B. Gleichungen auf- und
umgestellt werden, beschrankt sich der Verarbeitungsschritt bei Grundschilern
noch allein auf das Rechnen. Die Unterkompetenzen V1 und V2 sind in ihrer Opera-
tionalisierung daher daran orientiert, wie Probanden beim Ausrechnen der vorgege-

benen Problemstellungen vorgehen.

Die Kompetenz V1, ,to use mathematical knowledge to solve the problem*, kann
immer dann als gegeben betrachtet werden, wenn Personen versuchen, Probleme
mithilfe mathematischer Strategien zu lésen. Dies dirfte bei Aufgaben, die im Um-
feld von schulischem Mathematikunterricht vorgegeben werden, die Regel sein.
Allerdings sind durchaus auch andere Strategien denkbar: Viele Probleme lassen
sich durch Schatzen, Probieren oder Raten zumindest annahernd I6sen. Verfugt ein
Schiler nicht Uber die fur ein Problem relevanten mathematischen Kompetenzen

(V1), so kann es notwendig werden, auf eine dieser Ersatzstrategien auszuweichen.

V2 ,to use heuristic strategies such as division of the problem into part problems,
establishing relations to similar or analog problems, rephrasing the problem, viewing
the problem in a different form, varying the quantities or the available data etc.” be-
Zieht sich wiederum auf Strategien wie sie beim Lésen von komplexen Problemen
angewandt werden. An sich kann die Kompetenz daher im Grundschulalter nicht
erfasst werden. Allerdings kann man auch hier schon das Verwenden von einfachen
Heuristiken beobachten, so zum Beispiel das ,geschickte Rechnen oder andere

sinnvolle Abkirzungen und Erleichterungen im Problemléseprozess.
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Grob lasst sich Verarbeiten im Primarbereich zwar mit Rechnen gleichsetzen, es
gehoren aber auch andere kognitive Prozesse dazu. Man denke z.B. an den Abruf
von Wissen aus dem Langzeitgedachtnis, was zum Beispiel bei der Anwendung des
Einmaleins oder diverser Rechenregeln zum Tragen kommt (Seitz & Schumann-
Hengsteler, 2000; Uesaka, Manolo & Ichikawa, 2007).

Interpretieren

Wurde das Problem innermathematisch erfolgreich verarbeitet, so ist das Resultat
dieses Verarbeitungsprozesses zurlick in die verbale Sprache zu Ubersetzen.
Gleichzeitig werden diese Ergebnisse auch im Kontext der realen Situation interpre-

tiert.

Die Unterkompetenz I1 ,to interpret mathematical results in extramathematical
contexts" kann wieder als bester Reprasentant der Gesamtkategorie verstanden
werden, da sie den Kern des Schrittes ,Interpretieren* auf den Punkt bringt. In der
schulischen Realitat lasst sich diese Kompetenz leicht daran erkennen, ob Perso-
nen in der Lage sind, einen korrekten Antwortsatz zu formulieren, der die urspriing-
liche Frage, wie sie aus der Aufgabenstellung herauszulesen ist, prazise beantwor-
tet. Das kritische Moment ist hierbei, tatsachlich wieder auf sprachlichem Weg zu

kommunizieren und nicht mehr mit Zeichen und Symbolen. Die Antwort auf die Fra-

ge

Ein Swimmingpool ist drei Meter breit, fiinf Meter lang und zwei Meter tief.
Wie viel Wasser passt in den Pool?

muss lauten: ,In den Pool passen 30.000 Liter Wasser* und nicht ,,30.000“ oder gar
»30 M3, was zwar das Endergebnis der Rechnung, nicht jedoch eine Antwort auf die
Frage darstellt. Die Operationalisierung der Kompetenz erfolgt daher Gber das Er-

kennen und Anwenden von korrekten Ubersetzungsprozessen.

Die zweite Unterkompetenz 12 ,to generalize solutions that were developed for a
special situation® ist nicht bei allen Aufgaben praktikabel und muss daher als fakulta-
tiv betrachtet werden. Es geht hierbei darum, Losungen zu verallgemeinern, also
Antworten zu formulieren, die vom konkreten Problem losgel6st und allgemein aus-

gedriickt sind. Man betrachte hierzu das in der Vorstudie eingesetzte Item:
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Familie Griin sammelt Regenwasser zum GiefRen ihrer Blumen.
Die Abbildung rechts zeigt die 20-Liter-Tonne am Montagmorgen.
Wird das Regenwasser bis Sonntagabend ausreichen,
wenn Herr Grin jeden Abend einen Liter braucht?

Die Aufgabe wird zusammen mit einer Abbildung (siehe Anhang) prasentiert, die
eine genau zur Halfte gefillte 20-Liter-Tonne anzeigt. 11 driickt die Fahigkeit aus,
aus dem ausgerechneten Ergebnis 10—7-11=3I einen Antwortsatz der Art ,Das Re-
genwasser wird bis Ende der Woche ausreichen.” zu formulieren. 12 beinhaltet die
Befahigung zur dariber hinausgehenden, verallgemeinernden Reflektion tber den
Sachverhalt, zum Beispiel in Form einer Aussage wie: ,Wenn man jeden Tag eine
bestimmte Anzahl an Litern zum Giel3en braucht, dann muss man pro Woche min-
destens das siebenfache dieser Anzahl an Regenwasser auffangen.” Dementspre-
chend kann auch die Operationalisierung Uber entsprechende verallgemeinernde

Aussagen realisiert werden.

I3, die dritte Unterkompetenz, wird umschrieben als ,to view solutions to a problem
by using appropriate mathematical language and/or to communicate about the solu-
tions”, also als die Fahigkeit, Ergebnisse in mathematischer Sprache zu kommuni-
zieren. Dies scheint auf den ersten Blick etwas verwirrend, da doch Interpretieren an
sich bedeutet, gerade nicht mehr in mathematischer Sprache zu kommunizieren.
Gemeint ist hier aber etwas anderes: Es geht bei der Kommunikation von Lésungen
darum, korrekte Begrifflichkeiten zu verwenden. Hiermit ist nicht die symbolische
mathematische Sprache in Form von Ziffern, Rechenzeichen etc. gemeint, sondern
das Verwenden von Ausdricken, wie sie in der Mathematik Ublich, zugleich aber
auch in der Alltagssprache verstandlich sind, zum Beispiel die Verwendung von

Ausdriicken wie Lange, Hbhe, Breite, Flache, Strecke, etc.

Zu beachten ist allerdings, dass 13 keine Kompetenz auf der gleichen Ebene wie 11
und 12 darstellt. Im Gegenteil steht sie diesen eher diametral gegeniiber und kann
als die Art und Weise aufgefasst werden, in der die Kompetenzen 11 und 12 umge-
setzt werden. Daher ist auch die Operationalisierung mit den beiden anderen Unter-

kompetenzen verbunden.
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Validieren

Betrachtet man den Modellierungszyklus als normatives Modell, so endet er mit ei-
nem Validierungsschritt, der die Losung des Problems auf seine Richtigkeit tiber-
prift. Ist die Lésung nicht zufriedenstellend, wird der Prozess von neuem durchlau-

fen.

Maal (2004) nennt fur den Validierungsschritt folgende relevante Unterkompeten-

zen:

« to critically check and reflect on found solutions; to review some parts of the model

or again go through the modelling process if solutions do not fit the situation;

« to reflect on other ways of solving the problem or if solutions can be developed

differently;
« to generally question the model

Aus der Auflistung wird deutlich, dass die hier formulierten Unterkompetenzen vor
allem bei komplexen Modellierungszyklen sinnvoll sind, bei denen es nicht ,die” rich-
tige Losung gibt, sondern eine solche immer nur annédherungsweise bestimmt wer-
den kann und daher viele Wege zielfiihrend sind. Fir die Aufgaben im Alltag von
Grundschulkindern ist dies wenig realistisch. Daher soll fir den letzten Schritt eine
andere Systematik vorgeschlagen werden, die nur auf einer relativ groben Ebene

zwischen zwei Arten von Ergebnisiberprufungen unterscheidet.

E1 soll hierbei definiert werden als Indikator fir jegliche Art der innermathemati-
schen Validierung. Innermathematische Validierung heif3t hierbei, dass die Lésung
nicht (wie dies bei den drei Einzelkompetenzen nach Maal3 der Fall ist) im Hinblick
auf die urspriingliche Fragestellung tberprift wird, sondern lediglich die in Schritt 3
.Verarbeiten" angelaufenen Prozesse wiederum mithilfe mathematischen Wissens
Uberprift werden. Dies kann z.B. geschehen Uber die Durchfihrung von Gegenpro-
ben, Uberschlagsrechnungen oder das Zuriickgreifen auf mathematische Regeln
und Gesetze (z.B. das Wissen, dass bei der Addition zweier 4-stelliger Zahlen keine
6-stellige Zahl herauskommen kann; dass beim Teilen von geraden Zahlen durch 2

kein Rest stehen bleiben darf etc.).

84



Hingegen soll E2 verstanden werden als auRermathematische Validierung, sprich
als die Uberpriifung der Lésung im Zusammenhang mit der Realsituation. Idealer-
weise hat sich der Problemlésende im ersten Schritt ein ,Bild“ von der Situation ge-

macht. Man betrachte beispielhaft folgendes Problem:

Ein Bauer fahrt mit dem Traktor einmal um seinen quadratischen
Grundbesitz. Der Acker hat eine Flache von 25 Hektar. Nach
10 min. ist er wieder an seinem Startpunkt angekommen.
Wenn der Bauer immer gleich schnell gefahren ist,
wie hoch war dann die Geschwindigkeit des Traktors?
Die L6sung lautet 12 km/h. Hat sich ein Proband nun verrechnet — was beim Rech-
nen mit Einheiten haufig der Fall ist — so konnte er als Losung 120 km/h erhalten
haben. Durchlauft der Proband den Modellierungszyklus nun wie vorgeschrieben, so
nimmt er die Lésung nicht einfach hin, sondern integriert diese in sein Vorstellungs-
bild von der Problemsituation. Die Vorstellung, dass ein Bauer mit dem Traktor auf
einem Feldweg so schnell fahrt wie ein PKW auf der Autobahn sollte entsprechende
Zweifel wecken, ob die Lésung so korrekt sein kann. Idealerweise wird dann eine
innermathematische Validierung in Gange gesetzt, um zu Uberpriifen, ob ein Re-
chenfehler vorliegt. Ist dies nicht der Fall, so muss eventuell sogar die Korrektheit

der Mathematisierung in Zweifel gezogen und entsprechend tberprift werden.

2.1.3 Operationalisierung als Beobachtungsitems
Zielsetzung der Voruntersuchung ist es zu identifizieren, welche theoretisch postu-

lierten Modellierungskompetenzen tatsachlich beobachtet werden kénnen. Hierfur
wurde ein Protokollbogen erstellt, der die einzelnen Teilkompetenzen — operationali-
siert durch die Unterkompetenzen — auflistet, zusammen mit einer Spalte zum Ein-
tragen des Zeitpunkts, zu dem die Kompetenz beobachtet werden konnte. Um Mo-
dellierungskompetenzen jedoch beobachten zu kénnen, missen zunéchst einmal
Situationen geschaffen werden, in welchen diese potenziell Gberhaupt auftreten
kénnen. Hierfir wurden funf Modellierungsaufgaben konstruiert, bei welchen alle
Unterkompetenzen auftreten kénnen, bzw. einen Beitrag zur Lésung der Aufgabe
leisten. Alle funf Aufgaben finden sich im Anhang, das Prinzip soll hier nun anhand
von Aufgabe 2 verdeutlich werden: Abbildung 13 zeigt die Aufgabe, Tabelle 5 gibt
wieder, an welcher Stelle die jeweiligen Unterkompetenzen umgesetzt werden kon-

nen.
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Spanischer Ackerbau

Im schdnen Spanien liegen die Dorfer Desastro und Fortuna. Beide leben vom Getreidean-
bau. Da Fortuna eine wesentlich gré3ere Flache zum Bebauen hat, bringt die Ernte immer
weit mehr ein, als im kleinen Desastro.

Pro Flacheneinheit Ackerland erntet man in Fortuna 3 Séacke Getreide. Die Bauern aus
Desastro setzen dieses Jahr einen neuen Diinger ein und ernten pro Flacheneinheit 5 Sacke
Getreide. Nach drei Jahren werden es sogar 6 Sacke sein.

Kann Desastro dieses Jahr nun endlich mehr Getreide ernten als Fortuna?

?

Flachen-
einheiten

11 Flachen-
einheiten

Abbildung 13: Beispielaufgabe
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Tabelle 5: Umsetzung der Unterkompetenzen

S1

S2

S4a

S4b

M1

M3

A4

V2

Strukturieren
Textverstehen / Problem in
eigenen Worten wiedergeben

Grolien benennen: Gegeben /
Gesucht

Suche nach problemrelevanten
Informationen

Trennung zwischen relevanter
— irrelevanter Information

Mathematisieren
Mathematisieren von Gré3en
und Beziehungen (Zahlworter
=> arabische Ziffern)
(Verbalisierungen => Operatio-
nen)

Angebrachte mathematische
Notationen / Skizzen (= formal
korrekte Schreibweise)

Verarbeiten
Mathematisches Wissen zur
Problemlésung nutzen (z.B.
korrekt schriftlich Rechnen)

Heuristische Strategien (,ge-
schickt Rechnen)

Die erfolgreiche Zuordnung des Ortsha-
mens zu der passenden Skizze zeigt, dass
ein zentrales Element des Aufgabentextes
verstanden wurde

Eine AuRerung dahingehend, was auszu-
rechnen ist, kann als Auftreten von S2 auf-
gefasst werden.

Zur Losung der Aufgabe missen die Felder
in den Skizzen gezahlt werden, es muss
also lésungsrelevante Information gesucht
werden.

Im Aufgabentext sind Informationen enthal-
ten, die nicht relevant sind fur die Losung
der Aufgabe. Diese muissen erkannt wer-
den und dirfen nicht in den Lésungsansatz
integriert werden.

Das Ubersetzen der achtzehn Kastchen in
die Zahl 18, sowie das Erkennen der gefor-
derten mathematischen Operation (Menge
pro Flacheneinheit sollte das Schema ,Mul-
tiplikation* aktivieren).

Das saubere Untereinanderschreiben von
Zahlen bei der schriftlichen Multiplikation ist
ein Indikator dieser Unterkompetenz.

Immer dann, wenn ein Proband eine Auf-
gabe durch Rechnen zu lésen versucht
(statt z.B. durch Raten), hat er mathemati-
sches Wissen eingesetzt.

Heuristische Strategien sind schwerer zu
beobachten, da die Kategorie nur vage
formuliert ist. Sie kann beobachtet werden,
wenn Probanden den Rechenweg verkiir-
zen, bei dieser Aufgabe z.B. wenn 5 * 11
nicht schriftlich berechnet wird, sondern der
Proband erkennt, dass es sich hierbei um
(10*11)/2 handelt.
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El

E2

Interpretieren
Interpretation im au-
Rermathematischen
Kontext

Verallgemeinerung der
Losung (fak.)

Kommunikation der
Ergebnisse in math.
Sprache

Validieren
Innermathematische
Validerung

AulRermathematische
Validierung

Interpretationsbemiihungen liegen dann vor, wenn
das Ergebnis wiederum verstanden wird. Am Ende
der Rechnung liegen zwei Zahlen vor: 54 und 55.
Der Proband muss erkennen, dass die gréRRere
Zahl Desastro zuzuordnen ist.

Die LOosung kann nun — muss aber nicht — dartiber
hinaus verallgemeinert werden, z.B. in der Form:
Weniger Ackerland kann dadurch wettgemacht
werden, dass man besseren Dinger verwendet.
Solche allgemeinen Aussagen aus den Aufgaben
abzuleiten, ist allerdings bei Grundschtilern wohl
eher selten zu erwarten.

Die Kommunikation in mathematischer Sprache
kann als gegeben gelten, wenn in der Interpretati-
on des Probanden die korrekten Ausdriicke Fla-
che, Menge, Anzahl etc. vorkommen.

Innermathemtisch lassen sich Ergebnisse validie-
ren, wenn ein Proband nachrechnet: Kann 11 mal
5 mehr sein als 3 mal 18?

AuRermathematische Validierung hingegen bezieht
sich auf den inhaltlichen Sinn der Fragestellung,
wenn der Proband z.B. Uberlegt: Kann es sein,
dass man mit besserem Dunger die geringere Fla-
che wettmachen kann?

Auf Grundlage der funf Aufgaben kann analog hierzu jeweils eingeschatzt werden,

welche Unterkompetenzen ein Proband beherrscht oder nicht.

Zur Validierung der Leistungsitems fiur die Hauptuntersuchung wird ebenfalls auf

Beobachtungsdaten zurtickgegriffen, namlich auf eine Einschatzung der Modellie-

rungskompetenz einzelner Schiler durch die Lehrkraft. Die Operationalisierung er-

folgt wiederum eng orientiert an der Formulierung der Unterkompetenzen, indem die

Lehrkraft jeweils gebeten wird einzuschatzen, wie oft ein Schiler bei der Umsetzung

einer Kompetenz Schwierigkeiten hat.
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2.1.4 Operationalisierung als Leistungsitems
Mochte man den Modellierungszyklus auf seine Giltigkeit als normatives Modell

Uberprifen, so reicht es nicht, zu beobachten, ob eine Kompetenz gezeigt wird oder
nicht. Vielmehr muss tatsachlich die Leistung gemessen werden. Ein Bemihen um
Textverstandnis allein kann nicht als Pradiktor fiir die Qualitéat der Losung einer Auf-

gabe fungieren, wohl aber das nachweislich erfolgte Textverstehen.

Zu diesem Zweck, sowie schon aus der Fragestellung zur Entwicklung eines Test-

verfahrens heraus, ist es daher vonnéten, echte Leistungsitems zu entwickeln.

Die Items zur Erfassung der jeweiligen Teilkompetenzen wurden als Multiple-
Choice-ltems realisiert. Multiple-Choice-Aufgaben sind zur Erfassung von Leis-
tungsdaten weit verbreitet und zeichnen sich im Vergleich zu offenen Antwortforma-
ten (wie sie bei Textaufgaben allgemein blich sind) insbesondere durch die Oko-

nomie sowie die Objektivitat bei der Auswertung aus (Lissmann & Jager, 2008).

Fur die Konstruktion von Multiple-Choice-ltems gibt es eine ganze Reihe von Leitfa-
den (fir einen Uberblick vgl. Haladyna, Downing & Rodriguez, 2002), deren prakti-
sche Bedeutsamkeit sich jedoch auch nach der jeweils anvisierten Zielsetzung zu
bemessen hat. So ist es durchaus denkbar, dass allgemein bekannte ,No-Gos" der
Itemformulierung bewusst in Kauf genommen werden, um eine konkrete Fragestel-

lung zu untersuchen.

Dies wurde in der vorliegenden Arbeit z.B. im Bereich der Strukturierungsaufhaben
umgesetzt. Es wird in der Regel namlich davon abgeraten so genannte ,tricky
items" zu verwenden (Haladyna, 2004), Items also, die den Anwender bewusst in
die Irre flhren bzw. ihn zwingen, den Itemtext genau durchzulesen, da eine voreilige
Beantwortung zur falschen Antwortalternative fihrt. Solche Items wurden hier nun
aber gezielt konstruiert, um Textverstehen zu erfassen. Man kann davon ausgehen,
dass ein Item der Form ,Lars ist 5 Jahre alt, seine Schwester Lisa ist doppelt so alt.
Lars kann nur halb so schnell laufen wie Lisa. Lars braucht morgens 5 Minuten um
in den Kindergarten zu laufen. Wie lange braucht Lisa, um in die Schule zu laufen?*
nur dann gelost werden kann, wenn der Proband erkennt, dass die Entfernung zur

Schule gar nicht bekannt ist.

Schwieriger als die Formulierung des Itemstammes und der dazugehdrigen richtigen
Ldsung ist die Konstruktion adaquater Distraktoren. Lissmann & Jager (2008) emp-
fehlen, eine mittlere Attraktivitat der Distraktoren anzustreben, da zu attraktive Ant-

worten zu sehr mit der richtigen Losung konkurrieren, andererseits die ganz offen-
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sichtlich falschen Distraktoren das Antwortangebot (und damit die Schwierigkeit der
Aufgabe) reduzieren. Anders gesagt: Die Erhdhung der Attraktivitat eines
Distraktors erhoht die Wahrscheinlichkeit der Wahl auch durch leistungsstarke Per-
sonen, umgekehrt fihrt eine verringerte Attraktivitdt der Distraktoren dazu, dass
auch leistungsschwache Personen recht einfach die richtige Losung identifizieren

kdénnen.

Diese Tatsache muss dem Testkonstrukteur jedoch nicht unbedingt zum Nachteil
gereichen, im Gegenteil kdnnen die Distraktoren gezielt attraktiver bzw. weniger
attraktiv gestaltet werden, um so die Schwierigkeit der Aufgabe zu manipulieren.
Oder — wenn man einen Schritt weiter gehen mdchte — es kdnnen Distraktoren ein-
gefuhrt werden, deren Attraktivitat so hoch ist, dass sogar von einer teilweise richti-
gen Lésung gesprochen werden kann, fur die man dann im Rahmen eines sog. Par-

tial-Credit-Models entsprechend Teilpunkte vergeben kann (Rost, 2004).

Wie lasst sich nun aber im konkreten Fall die Attraktivitat eines Distraktors erhfhen?
Haladyna (Haladyna, 2004) empfiehlt, hierzu typische Schulerfehler einzusetzen. In
der Praxis ist es nun aber alles andere als eindeutig, was als ,typischer” Fehler gel-
ten kann und was nicht. Man konnte an dieser Stelle zwar auf Expertenratings zu-
rickgreifen, letztlich kann jedoch nur die Empirie zeigen, ob ein Distraktor sich be-

wahrt oder nicht.

Als Argument gehen Multiple-Choice-Tests lasst sich lediglich die — im Vergleich zu
offenen Antworten — erhdhte Ratewahrscheinlichkeit anfiihren. Lissmann & Jéger

(2008) schlagen daher die folgenden Maflinahmen vor:

- Die Testpersonen sind so anzuleiten, dass sie auf jeden Fall eine Losungs-
madglichkeit ankreuzen sollen, auch wenn sie die richtige Antwort nicht wis-
sen. Somit ergibt sich fur Personen, die lediglich raten, kein Vorteil gegen-
Uber denen, die ihre Wissensliicken nicht zu verbergen suchen.

- Eine Erhdéhung der Distraktorenanzahl fiihrt zu einer verringerten Wahr-
scheinlichkeit, per Zufall die richtige Antwortalternative zu treffen. Rodriguez
(2005) pladiert jedoch fur ein Optimum an drei Antwortalternativen, da eine
Erhéhung der Alternativen i.d.R. zu immer unplausibleren Distraktoren fihrt.

- IRT-Modelle sind in der Lage, die Ratewahrscheinlichkeit statistisch zu be-
ricksichtigen. Dies geschieht in sog. 3PL (three-parameter-logistic) Model-

len, bei welchen neben der Itemschwierigkeit auch Trennscharfe und Rate-
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wahrscheinlichkeit beriicksichtigt werden. Diese Modelle werden jedoch auf-
grund ihrer Komplexitat in der Praxis selten eingesetzt (Rost, 2004).

- Auch Uber die Testlange lasst sich das Problem der Ratewahrscheinlichkeit
angehen, indem namlich eine erhéhte Anzahl von Testitems zwangslaufig zu
einer erhohten Reliabilitdt fuhrt, wodurch trotz einer gewissen Ratewahr-
scheinlichkeit zuverlassige Aussagen aus den Testdaten abgeleitet werden

konnen.

Die als Grundlage fir die Hauptuntersuchung entwickelten Items wurden aufbauend
auf den Ergebnissen der Vorstudie erstellt (siehe Abschnitt 3.4), so dass fir jede

Teilkompetenz neun Items vorlagen.
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3. Studie 1: Qualitative Voruntersuchung

Die erste Untersuchung dient, wie in Kapitel 2 ausgefiihrt, der Uberpriifung des Mo-
dellierungszyklus als deskriptives Modell. Im folgenden Kapitel wird zunachst die
Untersuchungsmethode dargestellt, dann werden die Ergebnisse der Studie prasen-
tiert und im Anschluss diskutiert. Diese Ergebnisse und die sich daraus ergebenden
Implikationen bilden gleichsam die Grundlage fur die in Kapitel 4 beschriebene

Hauptuntersuchung.

Die Uberpriifung als deskriptives Modell beinhaltet die Frage, welche der theoretisch
postulierten Teilkompetenzen sich tatsachlich beobachten lassen. Man hat es daher
mit einer unbestimmten Existenzhypothese zu tun. Eine solche kann bestatigt wer-
den, sobald man einen Fall identifizieren kann, fir den die Hypothese zutrifft. Wider-
legen lasst sie sich andererseits nicht, da es unmdglich ist, alle denkbaren Falle zu
Uberprifen (Hussy & Jain, 2002).

3.1 Methode

Wie im theoretischen Teil bereits ersichtlich wurde, gibt es verschiedene Methoden
und Anséatze, um Modellieren zu beobachten und zu bewerten. Diese sollen nun
erneut bezlglich lhrer Eignung fir die Zielsetzung von Studie 1 betrachtet werden,
woraus sich der Bedarf an einer bisher in dieser Form zur Untersuchung von Model-
lierungsprozessen noch nicht verwendeten Methode ableiten lasst. Im Gegensatz zu
Kapitel 1.6.2, wo es allgemein um die in der Literatur vorzufindenden
Operationalisierungswege ging, liegt der Fokus hier nun auf konkreten Umsetzun-
gen, um die fur die Vorstudie relevanten Fragestellungen zu beantworten. Die oben
aufgefuihrten Verfahren werden hierfir allerdings erneut kurz aufgegriffen und in

Bezug auf ihre Angemessenheit fiir die vorliegenden Fragestellungen diskutiert.

3.1.1 Uberblick tiber mogliche Untersuchungsmethoden
Der Modellierungszyklus ist ein in mehreren Teilschritten von statten gehender Pro-

zessablauf. Interessiert man sich daflir, welche Teilschritte hierbei auftreten und
wann, so ist eine Untersuchungsmethode indiziert, bei der nicht nur anhand des
Endprodukts auf Einzelprozesse geschlossen wird, sondern bei der diese Prozesse

direkt untersucht werden.
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Tabelle 6 gibt nochmals einen Uberblick iiber die verschiedenen Forschungsansét-
ze, die sich zur Untersuchung von Modellierungsablaufen und Modellierungskompe-

tenzen in der Literatur finden.

Tabelle 6: Untersuchungsansatze fir Modellierungsdaufe

Methode Exemplarische Vertreter

Projektarbeit — Beurteilung des Modellie- Blomhoy & Jensen, 2003; Caron & Bélair,
rungsvorgangs durch Rekonstruktion der 2007

Ergebnisse

Projektarbeit — Beurteilung des Modellie- Berry & Le Masurier, 1984; Dunne & Galb-

rungsvorgangs durch Lehrerurteile anhand raith, 2003; Hall, 1984

von Kriterienlisten

Videographie von in Gruppen bearbeiteten Borromeo Ferri, 2006; Busse & Kaiser, 2003

Modellierungsproblem

Multiple — Choice — Tests Haines & Crouch, 2005; Houston & Neill,
2003
Concept Maps Hasemann & Mansfield, 1995; Maalf3, 2006

Bei der Verwendung von Projekten, die von Lehrern anhand von Kriterienlisten be-
urteilt werden oder bei denen aus dem Ergebnis der Ablauf des Modellierungspro-
zesses rekonstruiert wird, kann kaum von einer reliablen Erfassung des Gesche-
hens beim Modellieren ausgegangen werden. Auch klassische Multiple-Choice-
Items sind in diesem Falle wenig zielfiihrend, da auch hier lediglich das Ergebnis
beobachtet werden kann, nicht aber die Art und Weise wie ein Modellierer zu die-

sem gelangt ist.

Mehr Aufschluss gibt das tatsédchliche Beobachten von Modellierungsprozessen,
wie es z.B. bei Borromeo Ferri (2006) oder bei Busse & Kaiser (2003) umgesetzt
wurde. Eine Gruppe von mindestens zwei Schilern bearbeitet zusammen eine Auf-
gabe. Aus der Interaktion der beiden Personen soll letztlich auf die Vorgange beim
Modellieren geschlossen werden, da man davon ausgeht, dass beide Modellierer
miteinander kommunizieren missen, um gemeinsam zu einer Losung zu finden und
sie auf diese Art und Weise ihre Gedanken verbalisieren. Nachteil ist hierbei jedoch,
dass nicht wirklich der individuelle Problemléseprozess untersucht wird und man
nicht sicher sein kann, dass bei einer gemeinsamen Ldsung bei den einzelnen Per-

sonen die gleichen kognitiven Prozesse und in gleicher Reihenfolge ablaufen, wie

93



wenn ein Modellierer allein vorgeht. Es verbleiben bei dieser Vorgehensweise also

erhebliche Zweifel an der Validitat der Ergebnisse.

Maal3 (2006) verwendet einen Mix von Methoden zur Erfassung des Modellierungs-
vorganges, unter anderem kommen so genannte Concept Maps zum Einsatz. Bei
dieser auf Novak (1990) zuriickgehenden Methode erhalten Probanden zu einem
bestimmten Thema eine Reihe von Karten mit Begriffen oder Abbildungen, zusam-
men mit der Instruktion, diese so auf einem Blatt Papier zu verteilen, dass verwand-
te Konzepte nahe beieinander liegen und nicht oder kaum verwandte Konzepte ent-
sprechend raumlich voneinander separiert werden. Gleichzeitig sollen Beziehungen
zwischen den Konzepten mithilfe von Pfeilen dargestellt werden. Theoretischer Hin-
tergrund ist die Vermutung, dass Versuchspartner die Konzepte angelehnt an die
Art und Weise darstellen, wie diese auch in ihren eigenen Wissensstrukturen repra-
sentiert sind. Es geht hierbei allerdings weniger um die genaue Reprasentation der
Wissensstrukturen, sondern darum, einen Einblick in die Denkprozesse von Pro-
banden zu erhalten und ihnen das Erlernen von neuen Sachverhalten zu erleichtern.
Hasemann & Mansfield (1995) machen daher in ihnrem Uberblicksartikel klar, dass
Concept Mapping in erster Linie eine Instruktionsmethode ist und dass es fraglich

bleibt, ob es sich hierbei auch um eine valide Forschungsmethode handelt.

Keine der genannten Methoden scheint daher optimal zu sein, um die Zielsetzung
von Studie 1 sinnvoll angehen zu kénnen. Am nachsten kommt dem Anspruch wohl
noch die Methode der Videoanalysen, die jedoch so abgewandelt werden musste,
dass nur individuelle Losungsstrategien erfasst werden. Geht man davon aus, den
gleichen Versuchsaufbau mit nur einer Person zu realisieren, die dann statt mit ei-
nem Mitschiler mit sich selbst oder einem neutralen Versuchsleiter interagiert, so

entspricht dies nichts anderem als dem lauten Denken.

3.1.2 Die Methode lauten Denkens
Wie auch bei Videoanalysen liegt der Vorteil der Methode lauten Denkens darin,

dass der Prozess der Informationsverarbeitung rekonstruiert werden kann — nicht
nur deren Ergebnis. Auf diese Art und Weise ist es moglich zu untersuchen, welche
der von Maald (2006) herausgearbeiteten theoretischen Komponenten tatsachlich

Teil des in der Realitat ablaufenden Modellierungszyklus sind.

Die Methode lauten Denkens ist an sich ein Oberbegriff fir verschiedene Untersu-

chungsmethoden, deren gemeinsamer Nenner in einer Instruktion besteht, welche
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die jeweiligen Probanden in irgendeiner Form dazu auffordert laut auszusprechen,

was ihnen durch den Kopf geht.

Von Buhler im Rahmen der Wirzburger Schule bereits 1907 eingesetzt, um kogniti-
ve Prozesse beim Problemldsen zu erfassen, wurde die Methode in Zeiten der Vor-
herrschaft des Behaviorismus wegen ihrer Ahnlichkeit mit der Introspektion heftig
kritisiert (Weidle & Wagner, 1982).

Tatséchlich muss durchaus kritisch die Frage gestellt werden, inwieweit eine solche
Methode die Ublichen Gutekriterien erfillen kann. Hierbei ist insbesondere die Vali-
ditat der Daten von Interesse: Ist das, was Versuchspersonen berichten, wirklich ein

getreues Abbild des jeweiligen kognitiven Prozesses?

Ericsson & Simon (1980; 1993) stellten zur Beantwortung dieser Frage eine Theorie
des lauten Denkens auf, deren Ziel es ist, derartige Verzerrungen vorhersehbar zu
machen. Die Autoren unterscheiden zwischen drei verschiedenen Arten lauten Den-
kens, abhangig von der jeweils zugrunde liegenden Instruktion bzw. Art der zu be-

arbeitenden (priméaren) Aufgabe.

Die Theorie basiert auf der Annahme von Kurz- (KZG) und Langzeitgedachtnis
(LZG). Denken ist ein Prozess, der in einzelnen Unterschritten (,Steps* S) ablauft,
deren Ergebnisse jeweils im KZG abgelegt werden. Auf der ersten Ebene lauten
Denkens (Abbildung 14) werden diese Ergebnisse direkt verbalisiert. Die Bearbei-

tung der primaren Aufgabe wird hierdurch nicht beeinflusst.

5(1) = s(2) =1 5(3) |

yocalization(i} Vocalization{2) Vocalization{3)
Abbildung 14: Lautes Denken auf Ebene 1 (Ericsson &imon, 1993, S. 17)
Ericsson und Simon zufolge funktioniert diese (optimale) Version lauten Denkens

jedoch nur, wenn rein verbal codierte Gedachtnisinhalte verbalisiert werden. Sobald

jedoch in das Denken einer Person z.B. visuelle Informationen miteinbezogen wer-
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den — man denke in diesem Zusammenhang an die von Borromeo Ferri (2006) un-
tersuchten mathematischen Denkstile: manche Personen denken mehr ,in Bildern“
als andere — so missen diese Informationen vom Probanden zunachst in ein

sprachliches Format tbersetzt werden, bevor sie verbalisiert werden kdénnen.

Dieser Vorgang erfordert Zeit, weshalb auf dieser zweiten Ebene lauten Denkens,
die Primaraufgabe dahingehend beeinflusst ist, dass flr deren Bearbeitung ein ho-

herer Zeitaufwand vonndten ist.

s(1) == s2) [0 s(3) | oo

p , y

Verbal encoding (1) Verbalencoding(z) Verbal encoding (3)

) l

Vocalization (1) Vocatization(2) Vocalization {3)

Abbildung 15: Lautes Denken auf Ebene 2 (Ericsson &imon, 1993, S. 17)

Abbildung 15 verdeutlicht dies: Zwar erfolgt wieder nach jedem Schritt eine Verbali-
sierung der im KZG zwischengespeicherten Information, zwischengeschaltet ist je-
doch jeweils ein Enkodierungsschritt. Aus der Grafik wird auch deutlich, dass da-
durch die naturliche Abfolge der Schritte (S(1) bis S(3)) nicht tangiert wird. Kann
man davon ausgehen, dass bei einer Untersuchung lautes Denken der Ebene 2
ablauft, so kénnen aus den Aussagen der Versuchspartner Schlussfolgerungen
Uber den Ablauf und die Reihenfolge kognitiver Prozesse gezogen werden, nicht

jedoch dber deren zeitliche Dauer.

Noch starkere Auswirkungen auf die Primaraufgabe hat lautes Denken, wenn es auf
der dritten Ebene ablauft (siehe Abbildung 16).
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Verbalization Procedures That Involve Mediating Processes Before
Verbalization, Like Requests For Explanations, Motions eic.

S(1) =D stta) [ sup F——=D 529

;

[verbal encoding (1bﬂ

Vocalization(tb)

Abbildung 16: Lautes Denken auf Ebene 3 (Ericsson &imon, 1993, S. 17)

Wenn die Instruktion Tatigkeiten wie die Beschreibung motorischer Aktivitdten bein-
haltet oder wenn Versuchspartner gebeten werden, Erklarungen fir ihr Verhalten
abzugeben, so kdnnen zwei zusatzliche Schritte auftreten, die der Verbalisierung —

und einer eventuellen Enkodierung — vorangestellt sind.

Zum einen ist dies das Filtern von verfligbaren Informationen dahingehend, ob diese
berichtet werden oder nicht. Zum anderen kdnnen Interferenzen auftreten, wenn von
den Probanden Informationen gefordert werden, die sich eben nicht im KZG befin-
den, sondern die erst aus dem LZG abgerufen werden mussen. Fragt man bei-
spielsweise nach Erklarungen oder Rechtfertigungen, so kann man auf Informatio-
nen zugreifen, die dem Probanden bei Methoden der Ebene 1 gar nicht bewusst
gewesen waren. Dieser Mehrwert an Information muss jedoch mit gravierenderen
Auswirkungen auf die Primaraufgabe bezahlt werden. Neben einer noch langeren
Bearbeitungsdauer kann sich die Struktur der Aufgabenbearbeitung andern, zum
Beispiel die Reihenfolge von kognitiven Prozessen. Wenn aber der zu untersuchen-
de kognitive Prozess verandert wird, muss man die Frage stellen, ob die Methode
dann dberhaupt als geeignet betrachtet werden kann, um diesen Prozess zu unter-
suchen. Auf den hieraus resultierenden Trade-off zwischen Informationsvielfalt und

Validitat wird noch ndher eingegangen.

Unabhangig von der Ebene der Instruktion sind weitere Bedenken und Probleme
gegenuber der Methode lauten Denkens zu benennen, die man sowohl bei der Kon-
zeption von Studien als auch bei der Interpretation der hiermit gewonnenen Daten

bertcksichtigen muss.
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Weidle & Wagner (1982) nennen hierbei folgende Punkte: Als erstes gilt es, das
Problem der Kapazitat und Auswahl zu berticksichtigen. Obwohl die Methode lautes
.Denken* heildt, umfasst sie eigentlich alle méglichen kognitiven Prozesse, darunter
zum Beispiel auch Wahrnehmungen und Empfindungen. Zwar kann man Personen
instruieren, nur diejenigen Informationen auszusprechen, die fir die Lésung des
jeweiligen Primarproblems Relevanz besitzen oder besitzen kénnten, allerdings
setzt man hier einen Filterprozess in Gang, der sich — wie aus Ebene 3 nach dem
Modell von Ericsson & Simon (1980) Modell ersichtlich — eventuell nachteilig auf die

Ldsung des Problems auswirkt.

Das zweite Problem — und gleichzeitig eine der gréf3ten Herausforderungen, der
sich die Methode lauten Denkens zu stellen hat — ist das der Bewusstheit. Nicht alle
Kognitionen laufen allerdings bewusst ab. Nur diese kdnnen aber Uber die Methode
lauten Denkens erfasst werden. Vor allem automatisierte Vorgange im Rahmen pro-
zeduralen Wissens sind dem Bewusstsein gar nicht zuganglich. Hinzu kommt, so
Weidle & Wagner (1982, S.85), dass ,es grof3e interindividuelle Unterschiede in der

Fahigkeit gibt, sich der eigenen kognitiven Prozesse bewusst zu werden."

Dirttens gilt es zu bedenken, dass eine Studie, in der die Methode lauten Denkens
realisiert wird, nicht allein als eine Reprasentation kognitiver Prozesse betrachtet
werden kann, sondern dass sich Versuchsleiter und Proband in einer sozialen Situa-
tion gegeniber stehen (vgl. hierzu auch Sasaki, 2003). Weidle & Wagner (1982)
empfehlen daher den Versuchsleitern, ihr Verhalten an den Grundsétzen der nicht-
direktiven Gesprachstherapie zu orientieren und sich dem Versuchspartner gegen-
Uber mdglichst einfiihlsam und nichtwertend zu verhalten. Im Zusammenhang mit
der Arbeit mit Mathematikaufgaben ist dies besonders dann relevant, wenn Proban-

den fehlerhaft vorgehen.

Viertens kann (vgl. Ebene 2 im Modell von Ericsson & Simon) es Schwierigkeiten
dabei geben, nicht-sprachliche Gedachtnisinhalte verbal auszudriicken. Insbeson-
dere kommen hier auch wieder interindividuelle Unterschiede zum Tragen, da es
immer Probanden geben wird, die sich besser, und solche die sich schlechter aus-
dricken kénnen (Olson, Duffy & Mack, 1984).

Funftens ist das Problem der sozialen Erwiinschtheit zu nennen. Probanden werden
eventuell nicht alle ihre Gedanken aussprechen, oder - noch gravierender — falsche

Gedanken berichten, um dem Versuchsleiter zu gefallen.
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Weitere Bedenken zur Methode &ufern Russo, Johnson & Stephens (1989), die
sich intensiv mit der Validitat von verbalen Daten — wie sie auch beim lauten Denken
anfallen — beschéftigen. Unterschieden werden zwei Griinde fir mangelnde Validi-
tat: Zum einen die Reaktivitdt, zum anderen die Nonveridikalitdt. Wahrend
Reaktivitdt die Verdnderung des Problemldseprozess durch das laute Denken be-
trifft (man denke wieder an die Ebenen nach Ericsson & Simon), bezieht sich
Nonveridikalitat auf das Nichtberichten von Gedanken einerseits und auf das Berich-

ten von gar nicht wirklich aufgetauchten Gedanken andererseits.

Fur die Reaktiviat nennen Russo et al. (1989) potenzielle Grunde: Das laute Denken
kann ein Mehr an kognitiven Ressourcen erfordern, weshalb zwei mogliche Konse-
guenzen auftreten kénnen, die fur den Versuchsleiter zwar beide nicht wiinschens-
wert sind, von denen die Reaktivitat in den meisten Féllen jedoch das kleinere Ubel
darstellen durfte: ,They [die Probanden] can withdraw resources from the primary
process and devote them to verbalization, risking reactivity, or they can temporarily

suspend verbalization, a violation of veridicality. (S.764)."

Im Gegensatz zu den bisher genannten Effekten, kdnnen jedoch auch weitere Fak-
toren die Lésung der primaren Aufgabe positiv beeinflussen, was natirlich dennoch

eine Einschrankung der Validitat darstellt:

« Die Motivation der Probanden, das Problem mdglichst gut und schnell zu 16-
sen konnte im Gegensatz zu alltaglichen Problemldsesituationen gesteigert
sein, da die Betreffenden dem Versuchsleiter gegeniiber ein besonders gu-
tes Bild von sich selber darbringen wollen.

« Das auditorische Feedback — also das Héren der eigenen Verbalisierungen
— kann als hilfreiche Stiitze im Problemléseprozess wahrgenommen werden,
kann aber unter Umsténden diesen auch beeintrachtigen.

e AuBerdem kann das durch die Instruktion angeleitete bewusste Reflektieren
Uber sonst automatisch ablaufende Prozesse zum Erinnern an alte und zum
Entdecken neuer Strategien fuihren, wodurch Probanden ihr Problemlése-

verhalten verbessern kénnen.

Ist rein lautes Denken als Methode fiir die hier vorliegende Fragestellung geeignet?
Hierbei sind zwei Gesichtspunkte zu beachten: Einerseits betrifft dies die Fragestel-
lung an sich (Kann lautes Denken die beim mathematischen Modellieren ablaufen-

den Problemldseprozesse abbilden?), andererseits aber auch die anvisierte Ziel-
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gruppe, sprich: Kann lautes Denken erfolgreich bei 10-Jahrigen Kindern eingesetzt

werden?

Lautes Denken wurde schon von Beginn an bevorzugt eingesetzt, um Problemldse-
prozesse abzubilden. Auch um den Ldsungsprozessen bei mathematischen Text-
aufgaben auf den Grund zu gehen, wurde lautes Denken bereits eingesetzt. Flaher-
ty (1975) konnte zeigen, dass lautes Denken keinen Einfluss auf den grundsétzli-
chen Problemléseprozess hat, dass jedoch signifikant haufiger Rechenfehler ge-
macht werden, als wenn Probleme ohne gleichzeitiges lautes Denken geldst wer-

den.

Allerdings (vgl. das oben aufgefiihrte Problem der Bewusstheit) ergeben sich gravie-
rende Probleme, wenn Probanden Uber Schritte im Problemltseprozess berichten
sollen, die unbewusst ablaufen, da sie aufgrund von Ubung im Sinne prozeduralen
Wissens automatisiert worden sind. Weidle & Wagner (1982) vermerken hierzu: ,Zur
Methode des lauten Denkens meint Duncker, dass die besten Protokolle nur eine
unvollstandige Darstellung dessen sein kdnnen, was sich tatsachlich in den Kdpfen
der Vpn abspielt. Manchmal sind den Vpn bestimmte Lésungsphasen so selbstver-
standlich, dass sie gar nicht explizit gedul3ert werden, oder die Vp bemerkt nicht,

dass sie bereits einen Schritt weiter im Losungsprozess fortgeschritten ist (S. 90).*

Gerade beim Lésen von Modellierungsaufgaben ist jedoch damit zu rechnen, dass
viele Prozesse (z.B. S4a Suche nach problemrelevanten Informationen) sich dem
Bewusstsein des Modellierers entziehen und daraus resultierend auch beim lauten

Denken nicht verbalisiert werden.

Auch die Frage nach der Zielgruppe stimmt bedenklich: Zwar finden sich in der Lite-
ratur einige Studien, in denen lautes Denken bei Kindern eingesetzt wurde (z.B.
Camp, Blom, Hebert & Doorninck, 1977), doch findet man selten eine Diskussion
Uber die Angemessenheit der Methode. Eine Ausnahme bildet GriRRing (2002), die
die Methode bei Grundschulkindern einsetzte, um Strategien bei der Bewaltigung
von raumlich-geometrischen Anforderungen zu untersuchen. Offenbar sind gerade
bei Kindern die interindividuellen Unterschiede beziglich der Fahigkeit, ,sich der
eigenen kognitiven Prozesse bewusst zu werden und sie in Sprache umzusetzen
[S.39]“ ziemlich groR3.

Neben der kognitiven Psychologie wird lautes Denken auch im Zuge des sog.
Usability Testing von Softwareentwicklern eingesetzt um festzustellen, wie gut Per-

sonen mit bestimmten Programmen zurechtkommen. Ein Vergleich verschiedener
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Methoden (Fragebogen, lautes Denken und Interview) zeigte, dass mit lautem Den-
ken in der Zielgruppe der 8-14 Jahrigen die meisten Informationen erfasst werden
konnten (Donker & Markopoulos, 2002). Dennoch ist — zumindest bei einigen Kin-
dern — aufgrund der oben genannten zu erwartenden interindividuellen Unterschiede
in der Fahigkeit zum lauten Denken - mit erheblichen Schwierigkeiten beim Einsatz

der Methode zu rechnen.

3.1.3 Adaption der Methode lauten Denkens
Wie sind nun die oben genannten zu erwartenden Schwierigkeiten, namlich das zu

erwartende Kommunikationsproblem sowie das Problem der Bewusstheit, am Bes-
ten in den Griff zu bekommen? Russo et al. (1989) vertreten die Meinung, Verzer-
rungen bei der Bearbeitung der Primaraufgabe seien absolut inakzeptabel, wohin-
gegen es weniger problematisch sei, wenn Probanden nicht alle der von ihnen er-
lebten Kognitionen berichteten. Bedenkt man jedoch die Zielsetzung der Studie, die
darin liegt, moglichst viele der eventuell ablaufenden Phasen — seien diese nun be-
wusst oder unbewusst — aufzudecken, so ware eher eine umgekehrte Betrach-

tungsweise indiziert.

Es ist von zentraler Bedeutung, mdglichst alle erlebten Kognitionen zu identifizieren,
selbst wenn dadurch das Vorgehen bei der Losung der Primaraufgabe beeinflusst
wird. Eine solche Verzerrung ist ohnehin zu erwarten, da eine Untersuchung der
Modellierungskompetenzen nicht im Rahmen der Ebene-1-Modelle lauten Denkens
zu realisieren ist. Schliellich ist bei mathematischem Wissen damit zu rechnen (sie-
he Erlauterungen zum Kompetenzbegriff), dass ein wesentlicher Anteil dieses Wis-
sens prozeduraler Natur ist und daher automatisch — und teilweise auch unbewusst
— ablauft (Markman, 1999). Um dieses Wissen trotzdem erfassen zu kénnen, muss
es also zunadchst bewusst gemacht werden — dies erfordert aber wiederum Reflexi-
on und Abrufen von Informationen aus dem LZG. Trotz der oben skizzierten Beein-
trachtigungen und Nachteile ist also ein Modell der Ebene 3 nach Ericsson & Simon

(1980) fur die vorliegende Fragestellung unumgénglich.

Um eine hohere Authentizitat herzustellen, als dies gewohnlich bei lautem Denken
ublich ist, wurden die Probanden in Studie 1 instruiert, sich vorzustellen, die Ver-
suchsleiter seien vollig unbewandert im Lésen von mathematischen Problemen und
wurden dazu aufgefordert, ihnen daher Schritt fr Schritt zu erklaren, wie sie bei der
Problemlésung vorzugehen héatten. Dies erleichtert den Grundschulkindern den

Umgang mit der zunachst seltsam anmutenden Methode und reduziert die Wahr-
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scheinlichkeit von Kommunikationsproblemen. Um zu vermeiden, dass unbewusste
Zwischenschritte beim Problemlésen nicht verbalisiert wiirden, wurden zwei Malf3-
nahmen realisiert: Erstens verblieb — zumindest scheinbar — die formale Rolle des
Problemlésers beim Versuchsleiter. Um im Problem einen Schritt weiter zu kom-
men, war der Proband daher gezwungen, diesen Schritt zu verbalisieren, damit der
Versuchsleiter ihn ausfilhren konnte. Zweitens wurde das Uberspringen von Zwi-
schenschritten verhindert, indem der Versuchsleiter bei nicht ausreichend konkreten
Anweisungen Nachfragen stellte. (Z.B. ,Jetzt rechnest Du das aus.” — ,Und wie soll

ich das machen?").

Trotz aller Praktikabilitdt der Methode steht aufRer Frage, dass diese nicht frei von
Problemen ist. Daher gilt es, die mit der Studie gewonnen Daten mit Vorsicht zu
interpretieren und besonders die beiden vorherrschenden Einschrnkungen im
Rahmen der Ebene-3-Modelle lauten Denkens zu bertcksichtigen: Zum einen durfte
die Bearbeitungszeit der Aufgabe wesentlich langer sein, als dies ohne lautes Den-
ken der Fall ware. Zum anderen kann nicht mit Sicherheit davon ausgegangen wer-
de, dass die Struktur des Modellierungskreislaufs, sprich: die Reihenfolge der auf-
tauchenden einzelnen Modellierungskompetenzen getreue Abbildungen des im Stil-
len ablaufenden Modellierungszyklus sind. Diese Gefahr resultiert aus der Anwen-
dung des Ebene-3-Modells und gleichzeitig aus der Tatsache, dass Probanden bei
der beschriebenen Versuchsanordnung gebeten werden, ihr Verhalten zu erklaren.
Ericsson & Simon (1993, S.86) warnen hiervor ausdrtcklich: ,Another kind of com-
plementary instruction is a request for explanation. In order to get as full an under-
standing as possible of the subjects’ processes, they are asked to explain their
thinking. [...] As follows from our earlier discussion, inducing the subject to explain

his solution very likely changes the structure of his thought processes.”

Dieses Problem kann aber nicht als spezifisch fir die hier verwendete Versuchsa-
nordnung betrachtet werden, sondern vielmehr als eine allgemeine Schwierigkeit bei
Protokollen lauten Denkens: ,TOL [thinking out loud] data should not be taken as
direct reflections of thought processes but rather as data which are correlated with

underlying thought processes.”, so Olson et al. (1984, S. 254).

Trotz all dieser Bedenken, bleibt die anvisierte Methode immer noch die beste Alter-
native, da sie als einzige wirklichen Zugang zu kognitiven Prozessen gewaéhrt. Dass
diese eventuell keine deckungsgleichen Abbilder zu denjenigen Prozessen sein
dirften, die ablaufen, wenn die jeweiligen Personen alleine und im Stillen arbeiten,

ist hierbei in Kauf zu nehmen.
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3.1.4 Material und Versuchsanordnung
Jedem Probanden wurden die funf Modellierungsaufgaben nacheinander vorgelegt.

Die Probanden wurden dabei instruiert, den Versuchsleiter schrittweise durch den

Losungsprozess zu fihren.

Der Versuchleiter selbst war fir die Fragestellung blind, und nur im Hinblick auf das
von ihm zu zeigende Verhalten gegeniiber dem Probanden geschult worden. Auf
diese Weise sollte verhindert werden, dass der Versuchsleiter durch eventuelle
Suggestivfragen gezielt bei denjenigen Teil- und Unterkompetenzen nachfragte, die

der Proband ausgelassen hatte.

Mit im Untersuchungsraum saf3 auf3erdem eine weitere Person, die Uber die AuRe-
rungen der Probanden Protokoll fihrte und sich Notizen dartiber machte, welche
Unterkompetenzen bei den Aussagen der Probanden identifiziert werden konnten
und in welcher Reihenfolge diese auftraten. Die Protokollandin war vorher mit dem
theoretischen Hintergrund vertraut gemacht worden und in mehreren Probedurch-

l[Aufen fir den Umgang mit den Protokollb6gen geschult worden.

Zu Beginn jeder Aufgabe wurde eine Stoppuhr in Gang gesetzt. Immer wenn die
Protokollandin eine Unterkompetenz entdeckte, notierte sie die bis dahin verstriche-
ne Zeit im Protokollbogen. Der Protokollbogen (siehe Abbildung 17) listet alle von
Maal (2004) genannten Unterkompetenzen zu den fiunf Teilschritten im Modellie-
rungszyklus und bietet bei jeder Unterkompetenz Platz fir die Notierung von

Auftretenszeiten.
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3.1.5 Beschreibung der Stichprobe
Da Studie 1 in erster Linie den Charakter einer Voruntersuchung hat, wurde die An-

zahl der Probanden auf N=8 beschrankt, welche dann in jeweils ca. 60-minitigen
Sitzungen untersucht wurden. Da jeder der Probanden alle finf Aufgaben bearbeite-

te, lieRRen sich so in der Studie N=40 Modellierungsverlaufe beobachten

Die Versuchspersonen wurden in Kooperation mit zwei Schulen und einer Hausauf-
gabenbetreuungsstelle akquiriert, Teilnahmebedingung war, dass die Probanden
keine Schwierigkeiten in Mathematik haben durften (die letzte Zeugnisnote der Teil-
nehmer in Mathematik lag im Durchschnitt bei 1.75, die Note bei der letzten Klas-
senarbeit in Mathematik bei 1.62).

6 Versuchspersonen waren mannlich, zwei weiblich. Mit Ausnahme eines Proban-
den, der erst 9 Jahre alt war, waren alle Teilnehmer 10 Jahre alt und besuchten die

vierte oder funfte Klasse.

3.1.6 Auswertung der Daten
Grundlage fir die Auswertung der Sitzungen bildeten die Untersuchungsprotokolle

der einzelnen Aufgaben, aus denen der Verlauf des jeweiligen Modellierungszyklus
rekonstruiert wurde. Abbildung 17 zeigt einen exemplarischen Protokollbogen, der

wie folgt zu lesen ist:

PROBAND _ < AUFGABE B II: Verarbeiten
. = TIME !
T: Strukturicren , -
V1| Mathematisches Wssen zur _ ; !
VAR | Beschreibung, — — TIME__ ] Problemlésung mutzen (z.B. korrekt 7. /% / 1 mo
— — schriftlich Rechnen) .
ST | Toxtverstohen / Problem in cigenen Worten B V2 [ Heuristischo Strategien (,geschioks
wiedergeben / -0 Rechnen)
§2 | Grofien benennen: Gegeben / Giesacht
1V Interpretieren
~(S3.. | Bezichungen zwischon Variablen’ >~ = \ _ . - _ _
- | rekonstruicren) sees TR . VAR | Beschretbung TIvL
S4a | Suche nach problemrelevanion _ 1
Informationen T | Tnterprotation fin aubermathematis z- 7 @
Kontext
| 84b | Tromnung zwischen relevanter _
irelovanter Information | Verllgomeincruny sung (1K)
13 | Kommunikation der Ergebnisse in math. ]
= Sprache
1I: Mathematisieren .
VAR | Beschreibung TIME v Validi
: Validieren
M| Mathematisicren von GroBen und i ~ ) .
Bezichungen (Zahlwbrier > arabische 04 /740 VAR | Beschreibung, TIML
Ziffern) U L . ("ﬂ - erfolat ... |
(Verbalisi =0 B spont. | prov. | i
" (M2_| Deren Anzahl und Komplexitit verringern) | [ i EI | Tnnomathematische '
M3 | Angebrachtc mathematische Notationcn / 7 2 6C Validicrung = =
Skizzen (- formal korrekte Schreibweisc) . ﬂ / é 5 I
© F2 | Aufcrmathomalische
Fali o =

Abbildung 17: Protokollbogen
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Nach 1:30 Minuten berichtete der Proband von Textverstehen bzw. gab das Prob-
lem in eigenen Worten wieder. Nach 2:04 Minuten erfolgte die Anweisung an den
Versuchsleiter, wie einige Informationen aus dem Aufgabentext in die mathemati-
sche Sprache zu Ubersetzen seien (dementsprechend erfolgte 9 Sekunden spéter
die Anweisung, diese Informationen in formal korrekter Schreibweise zu Papier zu
bringen). Nach 2:19 Minuten wurden diese nunmehr mathematischen Informationen

verarbeitet — sprich: der Proband gab die Anweisung etwas auszurechnen.

Die Aufgabe war nun aber noch nicht geldst, denn der Proband war erst bei einem
Zwischenergebnis angelangt. Nach 2:46 Minuten wurden die zur endgiiltigen L6-
sung noch fehlenden Informationen ihrerseits auch mathematisiert, nach 3:05 Minu-
ten formal korrekt niedergeschrieben und nach 3:11 Minuten mithilfe mathemati-
schen Wissens in ein mathematisches Ergebnis umgewandelt, sowie letztlich nach

3:48 Minuten interpretiert.

Der so aus den Protokollen herauszulesende Modellierungsverlauf wurde jeweils
graphisch veranschaulicht, indem der Weg des Probanden in chronologischer Ab-

folge nachgezeichnet wurde.

Abbildung 18 zeigt beispielhaft einen solchen Modellierungsverlauf, abgeleitet aus
dem Protokollbogen der Abbildung 17.

Math. Ergebnis
Math. Modell

Realmodell Real. Ergebnis

Realsituation

Abbildung 18: Exemplarischer Modellierungsverlauf
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Neben der Aufzeichnung des Modellierungsverlaufs wurden aus den Protokollb6gen

die folgenden Informationen extrahiert:

Erstens wurde neben der Reihenfolge der auftretenden Unterkompetenzen
eine Ubersicht tiber die Anzahl der aufgetretenen Unterkompetenzen erstellt,
inklusive einer Information dartber, zu welchen Teilkompetenzen tberhaupt
keine Umsetzung von jeweiligen Unterkompetenzen beobachtet werden
konnten. (So wird z.B. aus dem in Abbildung 17 dargestellten Protokoll er-
sichtlich, dass in diesem Fall die Teilkompetenz ,Validieren“ nicht realisiert
und dass lediglich eine von vier Unterkompetenzen der Teilkompetenz
~Strukturieren® umgesetzt wurde).

Zweitens wurde jeweils erfasst, inwiefern die Probanden eventuell vom theo-
retisch vorgegebenen Modellierungsverlauf abgewichen waren. Hintergrund
zu dieser Auswertung ist die Fragestellung, inwieweit die Modellierungsver-
laufe wirklich zyklisch ablaufen, oder ob nicht vielmehr Rickkoppelungen
von jeder Teilkompetenz zu jeder anderen Teilkompetenz mdoglich sind. Wie
kénnen solche Abweichungen nun aber (Uber die rein graphische Darstel-
lung hinaus) numerisch abgebildet werden? Hierzu wurde eine Logik zur
Vergabe von Abweichungspunkten entwickelt, wobei die Zahl der vergebe-
nen Abweichungspunkte umso gro3er wird, je mehr der Modellierungsverlauf
eines Individuums vom theoretisch postulierten Modell abweicht. Wie solche
Abweichungen inhaltlich zu interpretieren sind, wird in Kapitel 3.3 diskutiert.
Tabelle 7 zeigt wie viele Abweichungspunkte jeweils beim Ubergang von ei-

ner Teilkompetenz zur anderen vergeben wurden.

Tabelle 7: Quantifizierung der Abweichung vom Modéelierungszyklus

Von & Zue Stir;rl;trt]xr— Mastir;?(rannati— Verarbeiten Int?z:g:]e— Validieren
Strukturieren 0 0 1 2 0
Mathematisieren 1 0 0 1 0
Verarbeiten 2 1 0 0 0
Interpretieren 3 2 1 0 0
Validieren 0 0 0 0 0

106




Verbindungen innerhalb einer Teilkompetenz (also z.B. von 11 nach
I3) werden nicht mit Abweichungspunkten bewertet, da die verschie-
denen Unterkompetenzen lediglich zur besseren Ubersichtlichkeit
nummeriert sind. Dahinter verbirgt sich jedoch keine zeitliche Rei-
hung der Unterkompetenzen.

Da der Modellierungszyklus beim Durchschreiten der Teilkompeten-
zen die Reihenfolge Strukturieren — Mathematisieren — Verarbeiten —
Interpretieren — Validieren postuliert, werden die Verbindungen einer
Teilkompetenz zur jeweils darauf folgenden Teilkompetenz nicht mit
Abweichungspunkten versehen.

Wahrend also eine Verbindung von Strukturieren nach Mathematisie-
ren theoriekonform ist und nicht mit Abweichungspunkten versehen
wird, stellt eine riickwarts gerichtete Verbindung von Mathematisieren
zu Strukturieren eine Verletzung des theoretisch postulierten Ablau-
fes dar. Verbindungen zur jeweils vorhergehenden Teilkompetenz
werden daher mit einem Abweichungspunkt bewertet.

Auch das Uberspringen eines Stadiums ist als nicht theoriekonform
zu betrachten und daher mit einem Abweichungspunkt zu bewerten
(wenn also nach dem Strukturieren direkt zum Verarbeiten tberge-
gangen wird, ohne dass ein erkennbarer Mathematisierungsschritt
vollzogen wird). Das Uberspringen von zwei Stadien wird dement-
sprechend mit zwei Abweichungspunkten bewertet.

Zwei Abweichungspunkte werden auch dann vergeben, wenn der
Modellierer zwei Schritte zurtick geht, wenn der Verlauf also sowohl
rickwarts gerichtet ist, als auch ein Stadium Ubersprungen wird (bei-
spielsweise von Interpretieren zuriick zu Mathematisieren). Beim
riickwartigen Uberspringen von zwei Teilkompetenzen werden ent-
sprechend drei Abweichungspunkte vergeben.

Gleichzeitig wird die Teilkompetenz ,Validieren“ aus dem soeben be-
schriebenen Schema ausgeschlossen, das heisst Verbindungen zum
Validierungsschritt und von dort aus zurlick zu anderen Stadien sind
zu jeder Zeit theoriekonform und werden nicht mit Abweichungspunk-
ten versehen. Grund hierfirr ist die Annahme, dass das Uberwachen
und Uberpriifen eigener Vorgehensweisen im Sinne metakognitiver
Prozesse wahrend des gesamten Geschehens auftreten kann und

nicht auf das Ende des Problemldseprozesses beschrankt sein muss.

107



3.2. Ergebnisse

Die Ergebnisse der qualitativen Voruntersuchung werden im Folgenden dargestellt
und anschlieBend diskutiert. Letztlich werden aus den Ergebnissen einige Konse-

guenzen fur die Hauptuntersuchung abgeleitet.

3.2.1 Gutekriterien
Bevor die Ergebnisse der ersten Studie dargestellt werden, soll kurz auf die

psychometrischen Gutekriterien des verwendeten Protokollbogens eingegangen
werden. Da die Studie nur einen ersten groben Uberblick tiber die Vorgehensweise
von Modellierern ermoglichen sollte und daher eher explorativen Charakter hat,
missen die an die Gutekriterien anzulegenden MaR3stébe nicht ganz so streng sein

wie bei hypothesenprifenden Untersuchungen.

3.2.1.1 Objektivitat

Im Zuge der Schulung der Protokollandin wurde auch die Objektivitdt des Instru-

mentes geprift.

Hierfir wurden nach zwei Probedurchlaufen drei Modellierungsverlaufe einer 10
jahrigen Probandin sowohl von der Protokollandin als auch von der Autorin beo-

bachtet und anhand des Protokollbogens bewertet.

Zur Berechnung der Interraterreliabilitdt wurde im Anschluss verglichen, wie oft die
beiden Rater jeweils gleiche, und wie oft sie jeweils unterschiedliche Urteile abga-
ben. Aus den so entstandenen Kreuztabellen wurde fur jeden der Verlaufe Cohen’s

Kappa errechnet.

Tabelle 8: Interraterreliabilitat

Rater B: Prozess aufgetre- Rater B: Prozess nicht auf-

ten getreten
Verlauf 1 2 3 1 2 3
Rater A: Prozess aufgetre-

10 9 8 0 1 1
ten
Rater A: Prozess nicht auf-

0 0 3 3 4

getreten
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In Tabelle 8 sind die Ergebnisse der beiden Ratings gegenubergestellt. Im ersten
Verlauf traten nach beiden Einschatzungen dieselben zehn 10 Unterkompetenzen
auf, woraus sich ein Kappa-Wert von x=1.00 ergibt. Im zweiten und dritten Verlauf
wichen Rater A und Rater B bei jeweils einer Kategorie in ihrem Urteil voneinander
ab, dies entspricht den Kappa-Werten x=.81, p=.03 bei Verlauf 2 bzw. x=.83; p=.02
bei Verlauf 1.

Diese Werte sprechen fur eine sehr hohe Ubereinstimmung zwischen beiden Ratern
(Wirtz & Caspar, 2002) und aufgrund dessen auch fir eine mehr als ausreichende

Objektivitat des Verfahrens.

3.2.1.2 Reliabilitat

Zur Bestimmung der Reliabilitat des Ratingverfahrens wurde die innere Konsistenz
berechnet. Da innere Konsistenz und Eindimensionalitat nichts miteinander zu tun
haben (Schermelleh-Engel & Werner, 2007), kdnnen zu deren Berechnung alle 13
Items der Ratingskala hinzugezogen werden, auch wenn angenommen wird, dass

den Items verschiedene latente Dimensionen zugrunde liegen.

Analog zu Cronbach’s Alpha kann die innere Konsistenz bei dichotomen Daten mit-
hilfe der Kuder-Richardson-Formel (KR-20) bestimmt werden, wobei der Reliabili-
tatskoeffizient abhéngig ist von Itemschwierigkeit, Varianz der Testrohwerte und

Anzahl der Items.

Unter Berilcksichtigung aller 13 Items bei 40 Fallen ergibt sich eine Reliabilitat von
rn=.64.

Entfernt man die Items 12, E1 und E2, die aufgrund ihrer Schwierigkeit von 1,00 eine
Nullvarianz aufweisen, so erhoht sich die Reliabilitat auf r,=.66. Auch dieser Wert
liegt allerdings noch etwas unter dem haufig geforderten Mindestwert von .70 (Jager
& Petermann, 1999).

3.2.1.3 Validitat

Auf mogliche Einschrankungen der Validitat verbaler Daten durch Prozesse wie
Reaktivitdt und Nonveridikalitdét wurde bereits hingewiesen (siehe Kapitel 3.1.2).
Auch bei der vorliegenden Studie konnen derartige Effekte nicht ausgeschlossen

werden.
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Insbesondere muss davon ausgegangen werden, dass trotz entsprechender Anlei-
tung Probanden nicht alle ablaufenden Prozesse verbalisieren, schon allein des-
halb, weil nicht angenommen werden kann, dass samtliche Prozesse dem Bewusst-

sein zugéanglich sind.

Nur weil Unterkompetenzen nicht beobachtet werden konnten, ist daher nicht der

Schluss zuléssig, dass diese bei Modellierern nicht auftreten.

Umgekehrt kann jedoch argumentiert werden, dass von der Beobachtung eines
Prozesses auf dessen tatsachliche Existenz geschlossen werden kann. Das ein
Prozess falschlicherweise identifiziert wird, in Wahrheit jedoch gar nicht aufgetreten

ist, kann natdrlich in Einzelféllen durchaus moglich sein.

Betrachtet man jedoch eine grof3e Anzahl von Modellierungsverlaufen, so kann da-
von ausgegangen werden, dass Unterkompetenzen, die bei einer hohen Prozent-

zahl der Verlaufe identifiziert werden kdnnen, auch tatsachlich auftreten.

Ob durch den Modellierungsprozess die jeweilige Aufgabe richtig geldst werden
konnte oder nicht, kann im Ubrigen nicht als Indikator fur die Validitat herangezogen
werden. Die Korrektheit der Lésung einer Aufgabe ist zunachst vollkommen unab-
hangig vom alleinigen Auftreten einer Teil- oder Unterkompetenz zu betrachten. Bei
einer Klassenarbeit rechnet jeder Schiler (er verarbeitet also), trotzdem kann das
Ergebnis dieses Verarbeitungsprozesses falsch sein. Da in der ersten Studie jedoch
nur erfasst wurde, ob ein Modellierer bestimmte Kompetenzen realisiert, nicht aber
wie gut er diese umzusetzen versteht, ist eine Betrachtung von Zusammenhangen

mit der Losung zur Bestimmung der Validitat nicht sinnvoll.

3.2.2 Auftretende Teilkompetenzen
Welche der theoretisch postulierten Teilkompetenzen des Modellierungszyklus tre-

ten nun auch tatsachlich in Modellierungsverlaufen von Grundschulabgangern auf?
Tabelle 9 listet Anzahl und Prozentsatz der Modellierungsverlaufe auf, in denen die

jeweiligen Teilkompetenzen von den Probanden realisiert wurden.
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Tabelle 9: Auftretende Teilkompetenzen in Studie 1

Aufgetreten in

Anzahl Prozent
Teilkompetenz der Falle der Félle
Strukturieren 29 72.5
Mathematisieren 36 90
Verarbeiten 32 80
Interpretieren 34 85
Validieren 0 0

Die ersten vier Teilkompetenzen konnten wenn auch nicht bei allen, so doch bei den
meisten Probanden identifiziert werden. Dass es auch jeweils Falle gibt, in denen
Teilkompetenzen nicht realisiert werden, ist durchaus denkbar. Besonders auffallig
ist hingegen die Tatsache, dass die Teilkompetenz Validieren bei keinem Proban-

den und bei keiner Aufgabe beobachtet werden konnte.

3.2.3 Auftretende Unterkompetenzen
Abgesehen von ,Validieren“ konnten also alle Teilkompetenzen bei einem Grof3teil

der Modellierungsverlaufe beobachtet werden. Wie sieht es aber nun eine Ebene
tiefer, bei den Unterkompetenzen aus? Abbildung 19 zeigt die absoluten Haufigkei-
ten des Auftretens, Tabelle 10 gibt zudem die prozentualen Haufigkeiten und den

Wortlaut der Unterkompetenz auf dem Beobachtungsbogen wieder.
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45

S1 S2 S4a S4b M1 M3 Vi V2 11 12 13 El

m Kompetenz beobachtet O nicht beobachtet

Abbildung 19: Auftretende Unterkompetenzen

Festzuhalten sind bei der Analyse der Ergebnisse folgende Punkte:

E2

1. Die im Abschnitt 2.3. theoretisch als Hauptindikatoren der Teilkompetenzen

definierten Unterkompetenzen (S1 fir Strukturieren, M1 fir Mathematisieren,

V1 fur Verarbeiten und 11 fir Interpretieren) treten innerhalb ihrer jeweiligen

Teilkompetenzen im Vergleich zu anderen Unterkompetenzen am haufigsten

auf.

2. Die Unterkompetenzen V2, 12, und I3 sowie E1 und E2 treten nicht oder

doch so selten auf, dass sie als empirisch irrelevant fir den Problemltésepro-

zess betrachtet werden konnen.
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Tabelle 10: Auftretende Unterkompetenzen

Variable Item Anzahl Prozent
s1 Textverstehen / Problem in eigenen Worten wiederge- o5 63
ben
S2 GrolRen benennen: Gegeben / Gesucht 16 40
S4a Suche nach problemrelevanten Informationen 23 58
Sab 'cl)'rr]ennung zwischen relevanter — irrelevanter Informati- 8 20
Mathematisieren von Gré3en und Beziehungen (Zahl-
M1 worter => arabische Ziffern) 35 88
(Verbalisierungen => Operationen)
Angebrachte mathematische Notationen / Skizzen (=
M3 . . 30 75
formal korrekte Schreibweise)
Vi Mathematisches Wissen zur Problemlésung nutzen 32 80
(z.B. korrekt schriftlich Rechnen)
V2 Heuristische Strategien (,geschickt Rechnen®) 3 8
11 Interpretation im auRermathematischen Kontext 34 85
12 Verallgemeinerung der Losung 0 0
13 Kommunikation der Ergebnisse in math. Sprache 2 5
Textverstehen / Problem in eigenen Worten wiederge-
El 0 0
ben
E2 GrolRen benennen: Gegeben / Gesucht 0 0

3.2.4 Abweichungen vom theoretisch postulierten Mod ellierungs-
zyklus
Inwieweit beschreibt der Modellierungszyklus tatsachlich die Art und Weise, wie

Personen beim Lésen von Modellierungsaufgaben vorgehen? Eine Antwort auf die-
se Frage gibt die ndhere Betrachtung zweier Arten von Abweichungen vom voll-
standigen Modellierungszyklus. Einerseits ist dies der Wegfall von Einzelprozessen,
sprich: von Teilkompetenzen, andererseits sind dies Abweichungen in der Reihen-

folge des Abschreitens der Teilkompetenzen.

Zunachst zum Wegfall der Teilkompetenzen: In allen untersuchten Modellierungs-
verlaufen fehlte die Teilkompetenz Validieren komplett. Wie oft dartber hinaus die
anderen Teilkompetenzen entfielen, ist in Tabelle 9 dargestellt. Auf der Ebene der
einzelnen Verlaufe gilt es dariiber hinaus festzuhalten, ob und wie oft sogar mehr

als zwei Teilkompetenzen komplett entfielen.
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Bei 21 der 40 untersuchten Modellierungsverlaufe und somit bei etwas mehr als der
Halfte entfiel nur ein Prozess, das Validieren. Bei 12 Fallen wurde auf einen weite-
ren Prozess verzichtet, bei 4 Fallen sogar auf insgesamt drei Teilkompetenzen. Bei
drei Extremféllen konnte sogar nur eine Teilkompetenz beobachtet werden.

Auch bei den Unterkompetenzen konnten Abweichungen dergestalt festgestellt
werden, dass bei weitem nicht alle der theoretisch postulierten Unterkompetenzen
beobachtet werden konnten. In den meisten Fallen wurde zwar aus jeder Teilkom-
petenz eine Unterkompetenz (meistens der 0.g. Hauptindikator) gezeigt, ansonsten
ging die Tendenz aber eher zu einer mittleren Anzahl an auftretenden Unterkompe-
tenzen. Theoretisch wéare ein Maximum von 13 Unterkompetenzen mdglich, das
empirische Maximum liegt jedoch bei 9 beobachteten Unterkompetenzen. Das — nur
in einem Fall aufgetretene — Minimum liegt bei nur einer einzigen Unterkompetenz.
Im Mittel kamen die Modellierer mit 5.2 Unterkompetenzen aus, die Standardabwei-
chung lag bei SD=1.99.

Auch die Reihenfolge der auftretenden Teilkompetenzen wich in vielen Fallen deut-
lich vom theoretisch postulierten Modell ab. Tabelle 11 zeigt, wie oft welche Art der
Abweichung (Auslassungen, Ruckschritte, sowie Ruckschritte und Auslassungen)
beobachtet werden konnte und mit welcher Haufigkeit dies geschah. Gleichzeitig
bleibt allerdings festzuhalten, dass in den meisten Fallen keine (57.5% der Falle)
oder nur eine (17.5% der Falle) Abweichung beobachtet werden konnte, sprich: Drei
Viertel aller Modellierungsverlaufe entsprechen fast oder ganz dem theoretisch pos-

tulierten Schema.

Tabelle 11: Verteilung der Abweichungspunkte

Zu= Struktur- Mathemati- . Interpre-
. . Verarbeiten X
Von ¢ ieren sieren tieren

Validieren

Strukturieren

Mathematisieren

Verarbeiten

Interpretieren

Validieren
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Im Folgenden sollen die beobachteten Abweichungen an einigen Beispielen gra-
phisch veranschaulicht werden. In Abbildung 20 sind zunachst vier beispielhafte
Verlaufe dargestellt, in denen keine Abweichungen beobachtet werden konnten.
Verlauf 04 macht deutlich, dass die Abweichungspunkte lediglich Ruckschritte und
das Uberspringen von Phasen erfassen, nicht aber das vorzeitige Beenden des Mo-
dellierungszyklus. Eine Situation, wie in Verlauf 04 dargestellt, ergibt sich beispiels-
weise dann, wenn ein Proband nach dem Berechnen eines Ergebnisses dieses im
Raum stehen lasst, ohne ihm noch durch eine Interpretation Sinn zu verleihen und

es auf die Ausgangsfrage zu beziehen.

Verlauf 03 D Verlauf 04

Abbildung 20: Verlaufe ohne Abweichungspunkte
In Abbildung 21 sind hingegen Verlaufe abgebildet, die geringfligig vom theoretisch

postulierten Ablauf abweichen. Dennoch ist das Grundmuster insofern noch wenig

verletzt, als dass sich die Verlaufe noch recht stark ,am Rand entlang® vollziehen,
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der Kreis wird also nicht von einer Seite auf die andere durchkreuzt. Das liegt daran,
dass bei den hier dargestellten Fallen, bei denen ein (Verlauf 03 und 04) oder zwei
(Verlauf 01 und 02) Abweichungspunkte vergeben werden, nur geringfligige Abwei-
chungen in Form von Ruckkoppelungen auftreten. Modellierer gehen hier anschei-
nend noch mal ,einen Schritt zurtick”, beispielsweise um ihre Informationsbasis zu

erweitern.

B
\‘HI}‘J

Verlauf 03 i Verlauf 04

Abbildung 21: Verlaufe mit einem oder zwei Abweichmgspunkten

Die Verlaufe in Abbildung 22 weichen hingegen deutlich vom Grundmuster ab. Die
Kreise, die den Modellierungszyklus darstellen, werden stark durchkreuzt. Trotzdem
bleibt (mit Ausnahme von Verlauf 03) erkennbar, wo sich Anfang und Ziel des Pro-
zesses befinden. Auch hier geht es letztlich um das Abschreiten der Stadien im
Uhrzeigersinn. Im Vergleich zu anderen, einfacheren Verlaufen beobachtet man

jedoch noch mehr Ruckkoppelungen.
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Verlauf 01

" wi] |v2| i

verlaufos Verlauf 04

Abbildung 22: Verlaufe mit drei und vier Abweichungspunkten

Anhand dieser graphischen Darstellungen wurden nun einige der empirischen Be-
obachtungen von Abweichungen zum Modellierungszyklus aufgezeigt. Wie solche

Abweichungen gedeutet werden kdnnen, ist nun zu diskutieren.
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3.3 Diskussion

Die im vorhergehenden Abschnitt dargelegten Ergebnisse basieren auf einem For-
schungsansatz, der auf die vorliegende Fragestellung bisher noch nicht angewandt
wurde. Umso wichtiger ist daher die Gewahrleistung der klassischen Gutekriterien,
deren Erfillung als Grundvoraussetzung fur die Interpretierbarkeit der Ergebnisse

gelten muss.

Die berichtete Objektivitdt, gemessen an der Beurteileriibereinstimmung in Bezug
auf die Protokolle, kann als gut bis sehr gut eingestuft werden. Die Objektivitat als

Grundlage fir weitere Gutekriterien ist daher als gegeben zu betrachten.

Etwas kritischer sieht es allerdings bei der Reliabilitat aus. Die innere Konsistenz
verpasst — wenn auch nur knapp — das Kriterium fur einen zufriedenstellenden Re-
liabilitatskoeffizienten, liegt aber noch im akzeptablen Vertrauensintervall. Fur For-
schungszwecke ist dies ausreichend, fur die Entwicklung eines Testverfahrens zur
Erfassung von Modellierungskompetenzen sind jedoch deutlich héhere Werte zu

fordern.

Uber die Validitat liegen keine empirischen Daten vor, weshalb sie auch am Kkri-
tischsten zu bewerten ist. Hier hat man es allerdings mit einer generellen Schwache
der Methode lauten Denkens auf Ebene 3 nach Ericsson & Simon (1980) zu tun.
Grundsatzlich bleibt bei einem solchen Untersuchungsansatz immer die Frage of-
fen, ob und inwieweit der Prozess genauso verlaufen ware, wenn kein lautes Den-

ken stattgefunden hatte.

Annahernd Sicherheit verschafft daher die Anzahl und Varianz der Beobachtungen.
Die 40 Modellierungsverlaufe basieren auf verschiedenen Modellierern und ver-
schiedenen Aufgaben. Werden Prozesse oder Muster also in mehreren Féllen beo-
bachtet, so kann daraus eine Uberzufilligkeit abgeleitet werden. Einzelbeobachtun-
gen sind hingegen grundsétzlich kritisch zu bewerten, insbesondere dann, wenn sie

sich vor dem theoretischen Hintergrund nur schwer interpretieren lassen.
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3.3.1 Auftretende Teilkompetenzen
Die Ergebnisse der ersten Studie zeigen, dass die Teilkompetenzen Strukturieren,

Mathematisieren, Verarbeiten und Interpretieren bei den allermeisten Modellie-
rungsverlaufen identifiziert werden kdnnen. Man muss sich nun die Frage stellen,
wie es uUberhaupt mdglich sein kann, Aufgaben zu I6sen, wenn einer dieser Teilpro-

zesse wegfallt. Hierflir sind durchaus plausible Szenarien denkbar:

Strukturieren gilt als grundlegender Schritt, um zundchst einmal die Aufgabenstel-
lung zu identifizieren. Entéllt dieser Schritt, so wird gerechnet, ohne dass tUberhaupt
der Versuch unternommen wird zu verstehen, worin das eigentliche Problem liegt.
Probanden ,scannen“ den Aufgabentext nach Zahlen und bestimmten Schlissel-
wortern, wie ,weniger®, ,mehr als“ etc. und mathematisieren diese Angaben quasi
.blind“, um sie im nachsten Schritt weiterzuverarbeiten. Zu der Frage, wie man an
Textaufgaben herangehen soll, gab ein 10jdhriges Madchen zu Protokoll: ,Du
schaust einfach, wo in dem Text Zahlen stehen und schreibst sie raus. Und dann

kuckst Du, wie man da irgendwie eine Aufgabe draus machen kann.*

Dass ein Verzicht auf den Strukturierungsprozess gerade bei komplexen Aufgaben
der Qualitat der Lésung nicht zutraglich sein kann, liegt auf der Hand. Bei einem
Viertel der hier untersuchten Modellierungsverlaufe konnten solche Prozesse aber

nicht beobachtet werden.

Es ware nun sicher verfriht, in diesem Mangel an Strukturierungsprozessen die
Erklarung daflr zu suchen, dass viele Schuler beim Lésen von Modellierungsaufga-

ben scheitern. Es lohnt sich jedoch durchaus, diese Hypothese weiter zu verfolgen.

Modellierungsprozesse ohne erkennbare Mathematisierung wurden auch beobach-

tet, wenn auch weitaus seltener. Wie lasst sich dies interpretieren?

Betrachten wir zunéachst den Ausfall der néachsten Teilkompetenz: In 20% der Mo-
dellierungsverlaufe konnte kein Verarbeiten beobachtet werden, es fand also kein
beobachtbares Rechnen oder irgendeine Anwendung mathematischen Wissens
statt. Dies ist durchaus plausibel, da Probanden Aufgaben schlieBlich auch nicht-

mathematisch l6sen kdnnen, indem sie die Antwort raten oder schétzen.

Weitaus schwieriger ist es nun aber, Erklarungen dafir zu finden, dass bei einer
Aufgabe keine Informationen aus dem Text mathematisiert werden. An dieser Stelle
ist eine nahere Betrachtung der Uberschneidung zwischen Ausféllen beim Mathe-

matisieren und Ausféllen beim Verarbeiten angezeigt.
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Bei einer Kreuztabellierung beider Ausfalle stellt man folgendes fest: In acht von 40
Fallen wurde nicht verarbeitet, in 4 von 40 Fallen wurde nicht mathematisiert. In
allen vier Fallen, in denen nicht mathematisiert wurde, wurde in der Folge auch nicht
verarbeitet. Man hat es hier anscheinend in allen Fallen mit Verlaufen zu tun, in de-
nen die Probanden auf eine mathematische Herangehensweise verzichten und ver-
suchen, die Aufgaben auf anderem Weg zu l6sen. Der Losungsprozess verzichtet in
diesen 4 Fallen anscheinend also komplett auf Ubersetzungsvorgange und vollzieht

sich rein in der auRermathematischen Welt.

Auch ein Wegfall des Interpretationsschrittes, wie er in 6 Fallen beobachtet werden
konnte, muss dem Modellierer nicht unbedingt auffallen, ist er doch bereits im
Schritt ,Verarbeiten® zu einer Losung des Problems gelangt. Verzichtet wird dann
lediglich darauf, die so gewonnene Lésung wieder zuriick auf das urspriingliche

Problem zu Ubertragen.

Es ist kaum verwunderlich, dass Modellierungsverlaufe auch ohne anschlielRende
Validierung des Ergebnisses erfolgreich sein kdnnen. Dennoch erstaunt es, dass in
keinem einzigen Fall eine wie auch immer geartete Uberpriifung des Endergebnis-

ses beobachtet werden konnte.

Betrachtet man den Modellierungszyklus als deskriptives Modell, so ist die Kompe-

tenz Validieren also anscheinend fehl am Platz.

Dies fuhrt uns zu einer ersten Revision des Modellierungszyklus, dargestellt in Ab-
bildung 23. Im Vergleich zur bisherigen Betrachtungsweise wollen wir den Modellie-
rungszyklus nicht mehr gleichzeitig als Deskription und Praskription auffassen, son-

dern den Zyklus in seiner deskriptiven Funktion an die aktuellen Befunde anpassen.
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Deskription Praskription

Mathematisches
Modell

Mathematische Mathematisches athe tische
Ergebnisse
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Ergebnisse

trukturieren
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1: Strukturi
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3: Verart

4

Interpy
Realsituation

Abbildung 23: Erste Revision des Modellierungszykla

3.3.2 Auftretende Unterkompetenzen
Auf der Ebene der auftretenden Unterkompetenzen konnte beobachtet werden,

dass die als Hauptindikatoren fir die jeweilige Teilkompetenz verstandenen Unter-
kompetenzen jeweils am haufigsten auftraten. Dies bestatigt die von der Theorie
vorgegebene Schlisselrolle der jeweiligen Indikatoren. Fir weitere Untersuchungen
und insbesondere im Hinblick auf die Generierung von Items zur Erfassung der
Kompetenzen sollen daher diese jeweils am haufigsten aufgetretenen Kompetenzen

operationalisiert werden. Im Einzelnen sind dies:

e Beim Strukturieren die Unterkompetenz S1: Verstehen des Textes bzw. Er-
fassen der Problemstellung

« Beim Mathematisieren die Unterkompetenz M1: Mathematisieren von Gro-
Ren und Beziehungen

e« Beim Verarbeiten die Unterkompetenz V1. Mathematisches Wissen zur
Problemlésung nutzen

* Beim Interpretieren die Unterkompetenz I1: Interpretation der Losung im au-

Rermathematischen Kontext

Bei der Betrachtung von Abbildung 19 bzw. Tabelle 10 wird allerdings deutlich, dass
auch die Unterkompetenzen S4a (Suche nach problemrelevanter Information) und

M3 (Angebrachte mathematische Notationen / formal korrekte Schreibweise) bei
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mehr als der Hélfte der Modellierungsverlaufe zu beobachten sind und ihnen daher

auch eine entsprechende Wichtigkeit beizumessen ist.

Grundsatzlich gilt es festzuhalten, dass — betrachtet man den Modellierungszyklus
als deskriptives Modell — nicht alle Unterkompetenzen von Maal3 (2004) sinnvoller-

weise in einem solchen deskriptiven Modell angesiedelt werden koénnen.

Dies qilt einerseits fur samtliche Unterkompetenzen der Teilkompetenz Validieren,
andererseits aber auch fur die Unterkompetenz 12 (Verallgemeinerung der Lésung),
welche in keinem einzigen Modellierungsverlauf beobachtet werden konnte. Auch
bei denjenigen Unterkompetenzen, die in weniger als der Halfte aller Verlaufe beo-
bachtet werden konnten, ist eine Platzierung im deskriptiven Modell anzuzweifeln. In
Bezug auf die Unterkompetenzen innerhalb des Modellierungszyklus lasst sich

demnach Folgendes schlussfolgern:

Aufgrund der Tatsache, dass viele Unterkompetenzen nur bei einem Teil der Verlau-
fe oder gar nicht beobachtet werden konnten, ist es flir nachfolgende Betrachtungen
und Untersuchungen des Phanomens Modellierungskompetenz angezeigt, diese
insbesondere auf der Makroebene zu betrachten, ndmlich lediglich auf der Ebene
der Teilkompetenzen. Die Unterkompetenzen, die jeweils als zentral fur die Teil-
kompetenzen zu betrachten sind, kénnen dann als Grundlage fir die Operationali-

sierung der Teilkompetenz dienen.

3.3.3. Abweichungen
Die im vorhergehenden Abschnitt beschriebenen Arten der Abweichung vom postu-

lierten Modellierungszyklus auf3erten sich durch den Wegfall eines oder mehrerer
Einzelstadien. Auch wenn solche Abweichungen beobachtet werden konnten, so
lasst sich doch festhalten, dass in den meisten Féllen die im Modellierungszyklus
formulierten Stadien beobachtet werden kénnen und dieser sich daher — wenn auch
in leicht revidierter Form — als deskriptives Modell eignet. Dies gilt allerdings nur fur

die ersten vier Prozesse und nicht fir die Teilkompetenz Validieren.

Diese Aussage betrifft jedoch zunéchst lediglich die Existenz der Teilkompetenzen,
nicht aber die Reihenfolge des Auftretens. Um dem Modellierungszyklus tatséchlich
seine Angemessenheit zur Deskription von Modellierungsvorgangen zusprechen zu
kénnen, muss jedoch auch der Frage nachgegangen werden, inwieweit Modellierer

die vorgegebene Reihenfolge tatsachlich einhalten.
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Die Datenlage (Tabelle 11) zeigt, dass Abweichungen durch Uberspringen von Sta-
dien einerseits und durch riickwértiges Beschreiten des Modellierungszyklus durch-
aus nicht selten auftreten, da sie in 42.5% aller Verlaufe beobachtet werden konn-
ten: Aus den in den Abbildungen 20 und 21 dargestellten Ablaufen wird deutlich,
dass solche Abweichungen in der &uReren Form an Ruckkoppelungsschleifen erin-
nern, was gleichzeitig auch eine plausible Erklarung fur das Auftreten solcher Ab-

weichungen darstellt:

Modellierungsaufgaben lassen sich oftmals in Teilprobleme zerlegen, weshalb es
durchaus sinnvoll sein kann, diese Teilprobleme nacheinander abzuarbeiten, also
den Text zu Strukturieren, die relevanten Informationen fir Teilproblem 1 zu suchen
(S4a), sie zu Mathematisieren (M1), zu Verarbeiten (V1), dann die entsprechenden
Informationen fir Teilproblem 2 zu suchen und mit der Lésung von Teilproblem 1 in
Verbindung zu bringen (S4a) , diese zu Mathematisieren, Verarbeiten, usw. Wah-
rend ein Teil der Modellierer so vorzugehen scheint, durchlaufen andere den Model-

lierungszyklus tatsachlich strikt nach dem theoretischen Modell.

Festhalten lasst sich daher: Die Abfolge beim Modellieren kann dem Modellierungs-
zyklus in seiner Ursprungsversion zwar folgen, allerdings wird dies nicht von allen
Modellierern so umgesetzt. An dieser Stelle kommen anscheinend interindividuelle
Unterschiede zum Vorschein, denen auch im deskriptiven Modell Rechnung getra-

gen werden muss.

Es wird daher vorgeschlagen, das in Abbildung 23 revidierte deskriptive Modell noch
um einen weiteren Aspekt an die aus der Empirie gewonnen Informationen anzu-
passen und wie folgt zu erweitern: Neben dem direkten Ablauf sind Verknipfungen
zwischen samtlichen vier noch verbleibenden Stadien jederzeit mdglich. Aufgrund
dieser Befunde gilt es also, den Modellierungszyklus nunmehr als rekursives Modell

aufzufassen (siehe Abbildung 24).
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Math. Modell Math. Ergebnis

Realmodell Real. Ergebnis

Realsituation

Abbildung 24: Deskriptives Modell des Modellierungzyklus

Dieses Modell enthalt im Gegensatz zu dem in der Theorie postulierten keine Vali-
dierungsphase und erlaubt Rickkoppelungen zwischen allen Phasen. Sofern der
Modellierungszyklus als deskriptives Modell eingesetzt werden soll, muss die bishe-

rige Version durch die in Abbildung 24 dargestellte ersetzt werden.
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3.4 Abschlieliende Bemerkungen

Zielsetzung der ersten Studie war es, eine Antwort auf die Frage zu finden, ob und
inwieweit sich der in der Literatur berichtete Modellierungszyklus tUberhaupt als de-
skriptives Modell fur die Stadien und Prozesse eignet, welche beim mathematischen
Modellieren ablaufen. Hierbei wurde durch die Deskription der relevanten Prozesse
beim mathematischen Modellieren eine Inventarisierung der Stadien des Modellie-

rungszyklus realisiert (Jager, 1983; Schmidtke, 1999).

Die Frage nach dieser Eignung kann mithilfe der in Kapitel 2 aufgeworfenen Fragen

beantwortet werden:

1. Lassen sich die im Modellierungszyklus genannten Teilkompetenzen Strukturie-
ren, Mathematisieren, Verarbeiten, Interpretieren und Validieren tatsachlich be-

obachten?

2. Welche der zu den jeweiligen Teilkompetenzen formulierten Unterkompetenzen

lassen sich beobachten?

3. Treten die Teilkompetenzen in der im Modellierungszyklus postulierten Reihen-

folge auf?

Zusammenfassend lasst sich festhalten:

1. Die ersten vier Teilkompetenzen lassen sich bei den allermeisten Verlaufen
beobachten, wodurch gerechtfertigt ist, dass diese in ein deskriptives Modell
des Vorgehens beim Modellieren aufgenommen werden. Dies gilt allerdings
nicht fur die Teilkompetenz Validieren, welche in keinem einzigen Verlauf

beobachtet werden konnte.

2. Auf der Ebene der Unterkompetenzen lassen sich vor allem diejenigen
Kompetenzen identifizieren, welchen eine Schlusselrolle fiir die Beherr-
schung der Teilkompetenz zugeschrieben werden kann. Es bietet sich daher
an, sich dieser als Grundlage zur Operationalisierung der Teilkompetenz in

Testitems zu bedienen. Wenig praktikabel erscheint hingegen die Beriick-
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sichtigung samtlicher theoretisch postulierter Unterkompetenzen, da nicht al-
le h&ufig genug auftreten um eine Aufnahme dieser in das deskriptive Modell

zu bertcksichtigen.

3. In vielen beobachteten Verlaufen ist die Reihenfolge der Einzelstadien als

deutlich vom Idealmodell abweichend zu klassifizieren.

Aufgrund dieser Befunde bleibt daher festzuhalten, dass sich der postulierte Model-
lierungszyklus an sich nicht als deskriptives Modell eignet, da er zu viele Restriktio-
nen enthalt, von denen die empirisch gewonnenen Beobachtungen allzu deutlich
abweichen. Fir zukinftige Betrachtungen wird daher die in Abbildung 24 dargestell-

te Revision des deskriptiven Modells als Grundlage vorgeschlagen.

Nachdem nun die Frage nach der Angemessenheit des Modellierungszyklus als
deskriptives Modell beantwortet ist, gilt es noch die Frage nach dem normativen
Modell zu beantworten. Dies soll in Studie 2 geschehen, worin auch Mdglichkeiten

zur unabhangigen Erfassung der Teilkompetenzen erprobt werden sollen.
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4. Studie 2: Hauptuntersuchung

Nachdem in der Voruntersuchung die im deskriptiven Model zu verortenden Teil-
kompetenzen identifiziert wurden, ist als nachstes eine Strategie zu ermitteln, wie
diese erfasst werden konnen. Als Operationalisierung dienen Multiple-Choice-Items,
deren Entwicklung in Abschnitt 2.1.4 beschrieben wurde. Neben der Erprobung von
Items zur Erfassung der verschiedenen Teilkompetenzen ist eine zweite Zielsetzung
der Hauptuntersuchung die Uberpriifung der Annahme, dass der Modellierungszyk-
lus als normatives Modell geeignet ist. Es ist also grundsatzlich die Hypothese zu
prufen, ob das Beherrschen der einzelnen Teilkompetenzen tatsachlich auch einen
Einfluss auf die Modellierungskompetenz in ihrer Gesamtheit hat, also auf die Fa-

higkeit zum Lésen von kompletten Modellierungsaufgaben.

Im Folgenden werden zunéchst Aufbau und Durchfihrung der Studie beschrieben

und im Anschluss deren Ergebnisse dargestellt und diskutiert.

Die vorliegende Untersuchung soll letztlich als Basis dafiir dienen, ein Instrument
zur Diagnostik von Modellierungskompetenzen zu entwickeln. Dieses dirfte in eini-
gen Teilen demjenigen Instrument ahneln, welches wéhrend der Hauptuntersu-
chung eingesetzt wurde, z.B. dadurch, dass es eine Teilmenge der Iltems enthalten
durfte und &hnlich einzusetzen ist. Um unterscheiden zu kénnen, von welchem Ver-
fahren die Rede ist, soll das in der Studie zum Einsatz kommende Material als Test-
verfahren zur Erfassung von Modellierungskompetenzen (TEMOD) 1 bezeichnet

werden, das daraus resultierende endgtiltige Verfahren als TEMOD 2.

4.1. Methoden

Im Folgenden werden kurz die der Untersuchung zugrunde liegenden Materialen

und die Art der Versuchsdurchfiihrung beschrieben.

4.1.1. Material und Versuchsanordnung
Zu den vier in der Voruntersuchung beobachteten Teilkompetenzen wurden jeweils

neun Multiple-Choice-ltems entwickelt, bei denen jeweils vier Antwortalternativen
vorgegeben waren. Die Aufgaben kénnen als prototypische Aufgaben fur Modellie-

rungsaufgaben in der Primarstufe betrachtet werden. Da die Items nicht intuitiv ent-
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wickelt wurden, um dann allein empirisch zu ihren Referenzkonstrukt zugeordnet zu
werden, sondern als direkte Operationalisierung der Definition der Teilkompetenzen
betrachtet werden konnen, handelt es sich hierbei um eine rationale
Itemkonstruktion (Ldsel, 1999). Samtliche Items sind zusammen mit ihren wichtigs-
ten Kennwerten und Informationen lber die Verteilung der Antworten Uber die
Distraktoren in Abschnitt 4.2.1 dargestellt.

Da die Bearbeitung aller 36 Testitems fir Schiler der vierten Klassen eine groR3e
Belastung dargestellt hatte, wurden die Items auf zwei Testhefte verteilt, die an zwei
unterschiedlichen Tagen zu bearbeiten waren. Jedes Testheft enthielt dabei jeweils
die Halfte aller Items zu einer Teilkompetenz. Um zu vermeiden, dass einerseits
Schiler zusammenarbeiten konnten, andererseits die Itemschwierigkeiten mit Er-
midungseffekten konfundiert wirden, wurden von jedem Testheft zwei Versionen A
und B erstellt, wobei bei Form B die Items in Vergleich zu Form A in umgekehrter

Reihenfolge abgedruckt waren. Dadurch wurde eine Pseudoparallelform realisiert.

Um einen Zusammenhang zwischen der Beherrschung der einzelnen Teilkompe-
tenzen und dem erfolgreichen Losen von Modellierungsaufgaben messen zu kon-
nen, wurden zudem in jedem Testheft drei Textaufgaben mit Modellierungscharakter
vorgegeben. Vier der insgesamt sechs Aufgaben stammten aus dem DEMAT 4+
(Golitz et al., 2006), zwei weitere waren Abwandlungen von Textaufgaben aus ei-

nem Unterrichtswerk fir die Klassenstufe 4 (Rinkens & Honisch, 2005).

Im Testheft fir den ersten Testtag wurden zudem die Variablen Alter, Geschlecht,
Muttersprache und die Mathematiknote in der letzten Klassenarbeit sowie im letzten

Zeugnis erfragt.

Fur die Lehrkrafte wurde analog zu den Unterkompetenzen ein Ratingverfahren
konstruiert, bei dem diese fir jeden Schiiler einzuschatzen hatten, ob dieser ,im-
mer*, ,oft*, ,manchmal®, ,selten“ oder ,nie* Schwierigkeiten beim Umsetzen der je-
weiligen Unterkompetenz hat. Das Verfahren (Ratingverfahren zur Erfassung von

Modellierungskompetenzen, kurz: REMOD) ist im Anhang wiedergegeben.

4.1.2 Durchfihrung der Untersuchung
Zur Akquise der bendétigten Versuchspersonen (angestrebt war eine minimale Stich-

probe von N=200 Personen) wurden 185 Grundschulen in Rheinland-Pfalz ange-

schrieben und um ihre Teilnahme bei der Studie gebeten.

128



Von allen angeschriebenen Schulen meldeten sich 16 Klassen fur die Testung an.
Mit jeder Klasse wurden zwei Termine fir die jeweiligen Testtage vereinbart. Die
Testdurchfiihrung erfolgte vor Ort an den Schulen durch einen von drei geschulten
Testleitern. Um die Bedingungskonstanz mdglichst hoch zu halten, mussten sich die
Testleiter an eine detaillierte Instruktion halten (diese ist im Anhang wiedergege-
ben).

Nach der Testung wurden die Daten in eine Datenbank eingepflegt und im An-
schluss daran wurde aufgrund von Vergleichen von individuellen Ergebnissen mit
Gesamtmittelwerten fur jeden Schiiler eine individuelle Rickmeldung tber sein Ab-

schneiden beziglich der Teilkompetenzen erstellt und an die Klassen verschickt.

Die Zuordnung der beiden Testtage, sowie die Zuordnung der Rickmeldungen zu

den Schilern erfolgte anonym uber die Klassenbuchnummer.

Als eine Schwierigkeit bei der Stichprobenziehung ist sicherlich der Aspekt der
Selbstselektion in Betracht zu ziehen. Es muss davon ausgegangen werden, dass
sich gerade besonders engagierte Schulen eher zur freiwilligen Teilnahme bereit
erklarten als andere. Fiur die Verteilung der Kennwerte ist daher wohl mit leichten
Deckeneffekten zu rechnen. Fir die erste Erprobung von Items ist eine Verschie-
bung des Mittelwertes als unproblematisch zu betrachten, solange eine ausreichen-
de Varianz der Daten gegeben ist. Fir eine eventuelle spatere Normierung ist es

allerdings von zentraler Bedeutung, echte Zufallsstichproben zu gewinnen.

129



4.1.3 Beschreibung der Stichprobe
Insgesamt nahmen N=325 Personen an der Untersuchung teil, wodurch eine hinrei-

chend grofRe Stichprobe fur die nachfolgend beschriebenen statistischen Analysen

gegeben ist.

Entsprechend dem fir das Ende der vierten Klassenstufe Ublichen Alter waren die
untersuchten Schiler im Mittel zehn Jahre alt, mit einer Standardabweichung von
etwa einem halben Jahr (M=9.90, SD=.49). Die Altersverteilung (siehe Abbildung
25) reichte von einem Minimum (N=1) von acht Jahren bis zu einem Maximum
(ebenfalls N=1) von zwolf Jahren. Mehr als drei Viertel der Schuler (76.9%) waren
zum Zeitpunkt der Testung zehn Jahre alt. Von zwei Personen lagen keine Angaben

zum Alter vor.
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Abbildung 25: Altersverteilung in Studie 2

Von den befragten Personen waren 155 weiblich (47.7%) und 167 mannlich
(51.4%), drei Schuler machten keine Angaben zu Ihrem Geschlecht. Beziglich des
Geschlechts kann also von einer anndhernden Gleichverteilung ausgegangen wer-

den.

Als weitere soziodemographische Variable wurde die Muttersprache erhoben. Nur
zehn von 325 Kindern gaben an, eine andere Muttersprache als Deutsch zu haben,
dies entspricht einem Prozentsatz von lediglich 3.1% (2 Personen hatten keine An-
gaben zu ihrer Muttersprache gemacht). Vergleicht man diese Zahl mit der vom sta-
tistischen Bundesamt veréffentlichten Zahl von 10.6% Auslandern an deutschen
Grundschulen (destatis, 2008), so wird deutlich, dass Auslanderkinder in der vorlie-

genden Stichprobe deutlich unterreprasentiert sind.

Dies lasst sich zum einen dadurch begriinden, dass sdmtliche teilnehmenden Schu-
len aus landlichen Gegenden stammten und zum anderen durch die bereits erwahn-

te Selbstselektion der Schulen. Es kdnnte z.B. vermutet werden, dass Schulen mit
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héherem Auslanderanteil oder Schulen, die in sozialen Brennpunkten verortet sind,
mit geringerer Wahrscheinlichkeit freiwillig an Untersuchungen wie der vorliegenden

teilzunehmen wiinschen.

Die Muttersprache der Teilnehmer wurde unter anderem deshalb erhoben, weil
ausgeschlossen werden sollte, dass eventuell auftretendes mangelndes Textver-
standnis auf ein mangelndes Beherrschen der deutschen Sprache zuriickzufuhren
ist. Allerdings zeigte sich, dass die Subgruppe der Auslanderkinder sich in ihrer
Testleistung — gemessen am Gesamtscore - nicht signifikant von der restlichen
Stichprobe unterschied (t=.182, df=321, p=.862), weshalb diese Teilgruppe auch

nicht von weiteren Analysen ausgeschlossen werden muss.

Beziglich der GroRe der jeweiligen Schulklassen kann die Anzahl der Tests pro
untersuchter Klasse aber nur schlecht als Indikator fir die tatsachliche Klassengro-
3e herangezogen werden, da hierbei lediglich die Zahl der teilnehmenden Schiiler
berucksichtigt wirde. Sie sagt nichts Gber die Gesamtzahl der Schuler in einer Klas-
se aus. Vor der Untersuchung wurde die Einverstandniserklarung der Eltern einge-
holt. Lag diese nicht vor, so nahm der betreffende Schiiler nicht an der Testung teil.
Daher wurde ein anderer Zugang zur naherungsweisen Schétzung der Klassengro-
3e herangezogen: Von jedem untersuchten Schiler lag fir die Anonymisierung der
Daten lediglich die Klassenbuchnummer vor. Fir jede der teilnehmenden Klassen
wurde die jeweils gréf3te Klassenbuchnummer identifiziert; diese Zahl reprasentiert
im Folgenden die geschatzte KlassengrofRe. Die Variable verteilt sich wie folgt Uber
die untersuchten 16 Klassen: Im Mittel umfassten die Klassen 23 Schdler, bei einer
Standardabweichung von 4 Schilern (M=22.54, SD=3.79). In der kleinsten Klasse

waren 16, in der gréf3ten 32 Schiler.
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4.1.4 Auswertung der Daten
Die Analyse der Items in Bezug auf Schwierigkeiten, Verteilungen, Reliabilitat und

Kriteriumsvaliditat wurden mithilfe von SPSS 16 durchgefuhrt.

Zur Untersuchung der Konstruktvaliditdt des Verfahrens wurde die Methode der
konfirmatorischen Faktorenanalyse mit MPLUS (Version 4.1) verwendet. Faktoren-
analysen werden hierfur sinnvollerweise eingesetzt, da auf diesem Wege uberprift
werden kann, wie hoch die einzelnen Indikatoritems mit ihren dazugehdrigen laten-
ten Konstrukten korrelieren (Brown, 2006). Da im vorliegenden Fall eine genaue
Theorie dariber vorliegt, welche Items zu welchen Faktoren gehéren, ist die
konfirmatorische Faktorenanalyse (CFA) angezeigt (Moosbrugger & Schermelleh-
Engel, 2007).

Im Gegensatz zur explorativen Faktorenanalyse, bei der keine Vorstellung Uber die
Zusammenhange zwischen den Variablen vonnéten ist, muss bei der CFA a priori

spezifiziert werden:

- Wie viele Faktoren man erwartet;
- Welches Item auf welchem Faktor laden soll;
- Welcher Zusammenhang zwischen Items und Faktoren zu erwarten ist und

- Welche Beziehungen zwischen den Faktoren zu erwarten sind.

Auf der Grundlage der theoretischen Ausfuhrungen (siehe Kapitel 1.3 sowie Kapitel
2.1.2 kénnen all diese Fragen beantwortet werden, womit der Einsatz der CFA ge-
rechtfertigt ist (Heck, 1998):

- Entsprechend der Konstruktion des Testverfahrens sind vier Faktoren zu er-
warten: Strukturieren, Mathematisieren, Verarbeiten und Interpretieren.

- Jedes Item ladt auf demjenigen Faktor, zu dessen Messung es konstruiert
wurde.

- Zwischen Item und Faktor ist daher jeweils eine Korrelation von mindestens
A=.30 zu verlangen, da man ab diesem Punkt von einem mittelgroR3en Effekt
spricht. Ideal waren dartber hinaus grofRe Effekte von A>.50. Da die Items
jeweils nur eine Teilkompetenz messen sollen und dirfen, werden keine Ne-
benladungen auf anderen Konstrukten neben dem Referenzfaktor zugelas-

sen. Items die solche Nebenladungen aufweisen, sind zu selektieren.
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- Da alle vier Faktoren Teilaspekte der Modellierungskompetenz sind, sind
hohe Korrelationen zwischen diesen zu erwarten und werden dementspre-
chend im Modell zugelassen.

Zur Beantwortung der Frage nach dem Modellierungszyklus als normatives Modell
wird auf die Regressionsanalyse zuriickgegriffen, bei der die Modellierungskompe-
tenz (gemessen durch die Skala Textaufgaben) als abhéangige Variable zu erklaren
ist. Sie wird durch die vier Pradiktoren Strukturieren, Mathematisieren, Verarbeiten

und Interpretieren vorhergesagt.

Allerdings ist die einfache Regressionsanalyse bei Klumpenstichproben nicht ohne
weiteres bedenkenlos einsetzbar. Vielmehr gibt es mehrere Griinde, die dafir spre-
chen, in Clustern organisierte Daten mehrebenenanalytisch auszuwerten (Schwetz
& Subramanian, 2005):

Erstens kann so der Tatsache Rechnung getragen werden, dass keine echte Zu-

fallsstichprobe vorliegt, sondern eine Klumpenstichprobe.

Zweitens finden Unterricht und Lernen — auch in Bezug auf die Modellierungskom-
petenz — in Schulklassen statt. Schiler einer Klasse lernen unter &hnlichen Vorrau-
setzungen und Bedingungen. Diesen innerhalb einer Klasse gleichen, zwischen
Klassen hingegen variierenden Kontextbedingungen muss Rechnung getragen wer-

den.

Sofern eine Stichprobe de facto eine Clusterstruktur aufweist, dieser aber bei der
statistischen Auswertung der Daten nicht Rechnung getragen wird, kommt es zu
einer fehlerhaften Ermittlung von Standardfehlern (Snijders & Bosker, 1999). Ubli-
che Verfahren wie Regressions- oder Varianzanalyse sind bei solchen Daten nicht
angemessen, da bei diesen von der Unabhangigkeit der Beobachtungen (zu sehen
in unkorrelierten Fehlervarianzen) als Vorausetzung ausgegangen wird. Da sich die
Individuen in den Klumpen jedoch &ahnlicher sind als zwischen den Klumpen, kann
eben diese Unabhangigkeit nicht angenommen werden, sondern es muss von Auto-

korrelationen ausgegangen werden.

Bei jeder Regressionsanalyse werden zwei wichtige Parameter geschétzt, mit de-
nen sich die Regressionsgerade eindeutig definieren lasst. Dies ist zum einen der y-
Achsenabschnitt, also derjenige y-Wert bei dem die Regressionsgerade die y-Achse
(bei x=0) schneidet. Dieser auch als Intercept bezeichnete Wert stellt den Mittelwert

der abhéngigen Variablen dar. Der zweite Parameter ist die Steigung der Regressi-
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onsgeraden (oder Slope), die verdeutlicht, wie stark der Einfluss der jeweiligen

Pradiktorvariablen auf das Kriterium ist.

Wahrend die einfache Regression jeweils nur den Mittelwert Uber alle Klassen fur
Intercept und Slope schatzt, geht die Mehrebenenanalyse davon aus, dass diese

Parameter zwischen Klassen variieren konnen (Ditton, 1998).

Im sog. Random-Intercept-Modell wird fur jede Klasse ein eigener y-Achsen-
Abschnitt geschatzt, im Random-Slope-Modell dartiber hinaus sogar fir jede Klasse
eine eigene Steigung, so dass letztlich fUr jede Klasse eine eigene Regressionsge-
rade geschéatzt wird (Goldstein, 1999).

Damit die Regressionskonstante sinnvoll interpretiert werden kann, missen die
Pradiktorvariablen am Gesamtmittelwert zentriert werden. Hierfur wird lediglich von
jedem beobachteten Wert der Mittelwert der jeweiligen Pradiktorvariable subtrahiert,
so dass sich ein neuer Mittelwert von Null ergibt. Da es sich hierbei um eine Linear-
transformation handelt, hat dies keine weiteren Auswirkungen auf die zu schatzen-

den Parameter.

Die Regressionsanalyse zur Uberpriifung des Modellierungszyklus als normatives
Modell wurde aus oben genannten Grinden mehrebenanalytisch mithilfe von

MLwiN Version 2.02 realsiert.
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4.2. Ergebnisse

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Hauptuntersuchung dargestellt, wobei
zunéachst auf die Analyse der verwendeten Items eingegangen wird und auf die Fra-
ge, welche dieser Items sich als Grundlage fiir ein Testverfahren eignen. Mit dem
gleichen Hintergrund wird im Anschluss auf die Gutekriterien des TEMOD 1 einge-
gangen, welche sowohl die Rechtfertigung von Schlissen aus den Daten der
Hauptuntersuchung liefern als auch eine Basis fur die Gutekriterien des TEMOD 2
darstellen. Letztlich wird die Hypothese Uberprift, ob der Modellierungszyklus sich

als normatives Modell eignet.

4.2.1 Analyse der Items

Im Folgenden sollen nun die in der Hauptuntersuchung verwendeten Items zusam-
men mit ihren wichtigsten Eigenschaften dargestellt werden. Fiir jede Teilkompetenz
werden die neun Items présentiert, sowie jeweils ihre Schwierigkeit und die
Faktorladung (siehe Abschnitt 4.2.2.3.2) als Indikator fir die Trennscharfe. Um die
Glute eines Multiple-Choice-ltems zu bewerten sind dartiber hinaus die Distraktoren
zu betrachten — im Idealfall verteilen sich die falsch Antwortenden gleichmaRig tber
die Distraktoren, denn dann sind diese alle gleich attraktiv. Daher wird die Attraktivi-

tat der Distraktoren jeweils in einem Diagramm dargestellt.
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4.2.1.1 Strukturieren

Item Nr. S_01

Lena und ihre Oma Irene gehen in
den Zoo. Da Lena gerne in den
Streichelzoo geht, kaufen sie an
der Kasse gleich zwei Packungen
Tierfutter. Im Zoorestaurant isst
Lena ein Eis, wahrend ihre Oma
eine Bratwurst bestellt.

Welchen Satz hat die Oma beim
Zoobesuch wohl tatsachlich ge-
sagt?

a) ,Guten Tag, zwei Eintrittskar-
ten fur Kinder bitte.”

b) ,Guten Tag, zwei Packungen
Tierfutter bitte.”

c) ,Guten Tag, zwei Eis bitte."

d) ,Guten Tag, zwei Portionen
Bratwurst mit Sauerkraut bitte."

Distraktoren:

Distraktoren von ltem S_01

100

90

80
70 1
60 7

50

Angaben in %

40 A
30 A

20 1
10 A
0 T
a c

Itemschwierigkeit: .889

Faktorladung: .659

Item Nr. S_02

Frau Weresch spart fir ein neues
Auto. 6512 € hat sie bereits ge-
spart. Doch nun braucht sie einen
neuen Fernseher, der 390 € kos-
tet, die Waschmaschine muss fur
210 € repariert werden und ihr
Mann schenkt ihr einen Diamant-
ring fiir 800 €. Fur neue Kleider
gibt sie 411 € aus.

Fur welchen Gegenstand hat Frau
Weresch das meiste Geld ausgege-
ben?

a) Fernseher

b) Diamantring

¢) Kleidung

d) Auto

Distraktoren

Distraktoren von ltem S_02

100
90 1
80 1

70

60
50 7

Angaben in %

40

30

20

10

Itemschwierigkeit: .332

Faktorladung: .421
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Iltem Nr. S_03

Ein kleines Schweinchen ist bei
seiner Mutter ausgezogen und
mochte sich nun ein eigenes Haus
aus Stroh bauen. Dafiir bestellt
es beim Bauern 100 Strohballen.
Der Bauer liefert wie verspro-
chen am nachsten Tag das Stroh.
Allerdings bringt er statt 100

nur 95 Strohballen. Das kleine
Schweinchen merkt aber nicht,
dass es betrogen wurde, denn es
ist zu faul um nachzuzahlen.

Was ist passiert?

a) Der Bauer hat zuwenig Stroh
geliefert.

b) Der Bauer hat zuviel Stroh
geliefert.

¢) Das Schweinchen hat sich ver-
zahlt.

d) Der Bauer hat kein Stroh ge-
bracht.

Distraktoren:

Distraktoren von ltem S_03

100

90

80

70

60

50

Angaben in %

40

30

20

10

Itemschwierigkeit: .932

Faktorladung: .995

ltem Nr. S_04

Lars ist 5 Jahre alt, seine
Schwester Lisa ist doppelt so
alt. Lars kann nur halb so
schnell laufen wie Lisa.

Lars braucht morgens 5 Minuten
um in den Kindergarten zu lau-
fen. Wie lange braucht Lisa, um
in die Schule zu laufen?

a) Halb so lang.
b) Gleich lang.
c) Doppelt so lang.

d) Das kann man nicht sagen.

Distraktoren:

Distraktoren von ltem S_04

100
90
80
70

60

50
40

Angaben in %

30
20

10

ol —m

Iltemschwierigkeit: .354

Faktorladung:.480
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Iltem Nr. S_05

Maren wiegt die Zutaten fir ei-
nen Kuchen ab:

500 g Mehl

190 g Zucker

170 g Butter

160 g Schokolade

Sie verrihrt die Zutaten und
backt den Teig dann 60 Minuten
lang bei 180° C.

Welche Zahl hat Marens Kiichen-
waage heute nicht angezeigt?

Distraktoren:

Distraktoren von ltem S_05

100

90

80

70

60

50

Angaben in %

40
30
20
10
0 T
a b

a) 160

b) 170 Itemschwierigkeit: .895
c) 180 Faktorladung: .742

d) 190

Item Nr. S_06

Das Herz ist der Motor unseres
Korpers. Es pumpt das Blut re-
gelmaRig hindurch. Das Herz ei-
nes Kindes schlagt etwa hundert-
mal pro Minute (also sechstau-
sendmal in jeder Stunde), bei
Erwachsenen schlagt es 3600 mal
pro Stunde.

Bei wem schlagen die Herzen
schneller?

a) Kinder
b) Erwachsene
c) Beide gleich

d) Kann man nicht sagen

Distraktoren:

Distraktoren von Item S_06

100
90
80

70 4
60

50

Angaben in %

40
30
20 1
10 4

Itemschwierigkeit: .889

Faktorladung: -
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Iltem Nr. S_07

Charly hat zwei Meerschweinchen,
Hummel und Pinktchen. Hummel
frisst in zwei Tagen einen Beu-

tel Futter, Punktchen in drei
Tagen.

Wer frisst das meiste Futter?

a) Charly

b) Hummel

c¢) Plinktchen

d) Alle fressen gleich viel.

Distraktoren

Distraktoren von ltem S_07

100
90
80
70
60
50
40
30
20

N
0+

a c d

Angaben in %

Itemschwierigkeit: .797

Faktorladung: .229

Iltem Nr. S_08

Anna, Lisa, Paula und Tina lau-
fen um die Wette. Die Lehrerin
notiert die Platzierungen. Lisa
braucht die meiste Zeit, Anna
war die Schnellste. Tina war
schneller als Paula. Wie sieht
der Notizzettel der Lehrerin
aus?

a) [.Anna b) 1.
2. Tina Lisa
3. Paula 2.
4. Lisa Anna
3.
Tina
4,
Paula
c) L. Lisa d [
2. Anna Tina
3. Paula 2.
4. Tina Paula
3.
Lisa
4,
Anna

Distraktoren:

Distraktoren von ltem S_08

100
90
80
70
60
50
40

30
20
10 7
R T

b d

Angaben in %

Itemschwierigkeit: .960

Faktorladung: .634
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Iltem Nr. S_09
Distraktoren:
Delia und Manuela gehen jeden

Morgen zusammen in den Kinder-

. " Distraktoren von Item S_09
garten. Delia lauft zuerst zu -

Manuela, dann gehen sie zusammen 100
in den Kindergarten. %

80
Wer muss morgens zuerst sein 70

Haus verlassen? 60

50

Angaben in %

a) Manuela 2
30
b) Delia 2
i i 10 .
c) Beide missen gleich friih aus ol ‘ ‘
dem Haus. a c d

d) Das kann man nicht sagen. Itemschwierigkeit: .914

Faktorladung: .273

Mit Blick auf eine endgtiltige Zusammenstellung von Items fur ein kiinftiges Testver-
fahren sind mehrere Kriterien zur Beurteilung heranzuziehen. Zunachst sollte die
Itemschwierigkeit nicht zu hoch oder zu niedrig sein. In beiden Fallen ist davon aus-
zugehen, dass beinahe alle Probanden ein Item I6sen bzw. nicht I6sen, es kann
daher nicht gut zwischen Probanden unterschiedlicher Fahigkeitsniveaus differen-
zieren und ist aus statistischer Sicht wertlos. Allerdings kénnen sehr leichte oder
sehr schwere Items aus anderen Griinden in den Test integriert werden, z.B. (bei

leichten Items) um auch sehr schwache Probanden zu motivieren.

Fur das TEMOD 2 Verfahren sollen allerdings nur solche Items verwendet werden,

deren Schwierigkeit p zwischen 10% und 90% liegt.

Als weiteres Kriterium ist die Ladung des Items auf den jeweiligen Faktor (in diesem
Fall Strukturieren) zu betrachten (Eine ausfihrliche Darstellung der Faktorenanaly-
sen Uber die vier Teilkompetenzen erfolgt in Kapitel 4.2.2.3.2). Diese kann ab einem
Wert von .30 als akzeptabel betrachtet werden, da man standardisierte Ladungsko-
effizienten als Korrelationen interpretieren und bei einer Ladung ab .30 von einem

mittelstarken Effekt ausgegangen werden kann.

Als drittes Kriterium sind die Distraktoren zu Rate zu ziehen. Die Verteilung der
falsch Antwortenden Uber die Distraktoren sollte ungefahr gleich sein, als Kriterium
wird daher definiert, dass idealerweise kein Distraktor von weniger als 10% der

falsch Antwortenden gewahlt wurde.
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Tabelle 12 gibt nun fur die Teilkompetenz Strukturieren und die dazugehdrigen

Iltems wieder, inwieweit diese Kriterien erfillt sind oder nicht.

Tabelle 12: ltems flr Strukturieren

Item 0.1<p<0.9 A >.30 | Dis.
S1 v v v
S2 v v

S3 v

S4 v v

S5 v v v
S6 v

S7 v v
S8 v

S9 v v

Leider ist Tabelle 12 zu entnehmen, dass lediglich die Items S1 und S5 alle drei
Kriterien erfillen. Item S1 ladt sehr hoch auf dem Referenzfaktor, ist allerdings ein
vergleichsweise einfaches Item, wie der Schwierigkeitsindex deutlich macht. Ahnli-

ches gilt fur Item S5.

Vernachlassigt man das am wenigsten bedeutsame Kriterium, ndmlich dasjenige
beziglich der Distraktoren, so eignen sich daruber hinaus auch die Items S2 und S4
zur Aufnahme in das TEMOD 2 Verfahren. Bei Item S2 ist Antwortalternative a)
problematisch, die nur selten gewahlt wurde. Dies verwundert wenig, da es darum
geht, den héchsten Geldbetrag zu identifizieren und a) dem Fernseher der geringste
Geldbetrag von allen vier Antwortalternativen zuzuordnen ist. Die Itemschwierigkeit
zeigt, dass lediglich ein Drittel aller Probanden die richtige Losung finden konnte.
Dies lasst sich recht eindeutig auf das mangelnde Verstandnis des Aufgabentextes
zurickfihren, der sich bei genauem Lesen deutlich erschlie3en sollte. Auch Item S4
konnte lediglich von einem guten Drittel der Probanden geldst werden. Mangelnde
Sorgfalt beim Lesen des Aufgabentextes lassen die Probanden Ubersehen, dass
Lars und Lisa nicht den gleichen Weg gehen, man daher also keine Aussagen Uber
die jeweilige Dauer machen kann. Da unter der Voraussetzung, dass beide den
gleichen Weg gehen, allerdings Antwortalternative a) richtig ware, wird diese auch
von einem weitaus groReren Anteil von Probanden gewaéhlt als die anderen
Distraktoren. Dies ist insofern naheliegend, als dass diese noch weiter von der rich-

tigen Losung entfernt sind als Antwort a).

Alle weiteren Items sind aufgrund der beiden ersten Kriterien fr den Einsatz als

Testitems ungeeignet: S3 ist zum einen zu leicht, zum anderen ist der Distraktor d)
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anscheinend so offensichtlich falsch, dass er Uberhaupt keine Attraktivitat besitzt.
Item S6 fallt komplett weg, da dieses bei der Faktorenanalyse (siehe 4.2.2.3.2)
uberhaupt nicht mit dem Konstrukt in Verbindung gebracht werden konnte. Bei S7
ist die Ladung mit .229 zu gering und bei S8 ist zum einen die Schwierigkeit zu
hoch, zum anderen fallt auch hier ein Distraktor komplett weg. S9 hingegen scheitert
sowohl daran, dass es zu leicht ist, als auch an der zu geringen Ladung auf dem

Referenzfaktor.
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4.2.1.2 Mathematisieren

Iltem Nr. M_01

Wie kann man die Antwort zu die-
ser Aufgabe ausrechnen?

.Bei der Geburt ist ein Blauwal-
baby ungeféhr drei Tonnen
schwer. Nach zwei Jahren ist das
Blauwalbaby neunmal so schwer
wie bei seiner Geburt. Wie viel
wiegt es?”

Distraktoren:

Distraktoren von Iltem M_01

100

90

80

70

60

50

Angaben in %

Familie Klébner méchte ein Haus
kaufen. Das Haus kostet dreihun-
derttausendzehn Euro. Herr
Klébner sagt: ,Von meiner Mutter
bekommen wir dreiundvierzigtau-
sendachthundert Euro geschenkt!"

Wie kénnen die Klébners ausrech-
nen, wieviel sie selbst noch be-
zahlen missen?

a) 310000 — 43800

b) 31000 : 4380

c) 300010 : 4380

d) 300010 — 43800

Distraktoren:

a)3+9= 40
30
b)3+2= 20
i B
)3 -9= 0 w
a b
d3 -2=
Itemschwierigkeit: .859
Faktorladung: .535
Iltem Nr. M_02

Distraktoren von ltem M_02

100

90

80

70

60

50

40

Angaben in %

30

20

10

a b

Itemschwierigkeit: .739

Faktorladung: .559
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Iltem Nr. M_03

Der Kilometerzahler von Frau
Gronewald zeigt 86 386 Kilome-
ter. Die nachste Inspektion ist
bei hunderttausend Kilometer
fallig.

Frau Gronewald rechnet aus, wie
weit sie noch fahren kann.

a) 100000 + 86386 =
b) 10000 — 86386 =
c) 100000 — 86386 =

d) 1000000 — 86386

Distraktoren:

Distraktoren von ltem M_03

100

90

80

70

60

50

Angaben in %

40

30

20

10

Itemschwierigkeit: .640

Faktorladung: . 369

Item Nr. M_04

Vor einer Baustelle auf der Au-
tobahn A 65 ist ein 3 km langer
Stau auf der rechten Spur.

Jedes Auto braucht ca. 4m Platz.
Frau Meier vom Verkehrsamt moch-
te abschéatzen, wie viele Autos
ungefahr in diesem Stau stehen.
Wie muss sie rechnen?

a) 3000:4 =
b)3:4=
c) 3000 - 4 =

d) 300 — 4 =

Distraktoren:

Distraktoren von ltem M_04

100

90

80

70

60

Angaben in %

50
40
30
20
10
0 T
b c

Itemschwierigkeit: .868

Faktorladung: .460
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Item Nr. M_05

Herr Ackermann besitzt ein Wald-
stuck (20 Flacheneinheiten

grof3). Er mochte den Wald in

vier gleich groR3e Teile auftei-

len und an seine S6éhne verschen-
ken.

Wie kann er ausrechnen, wie grof3
jeder Teil ist?

a)20-5=
b)20:4=
c)20:3=

d)20-5=

Distraktoren:

Distraktoren von ltem M_05

100

90

80

70

60

50

Angaben in %

40

30

20

10

Itemschwierigkeit: .911

Faktorladung: .875
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Item Nr. M_06

Lisa hat zu ihrem Kindergeburts-
tag drei Kinder eingeladen, sie
selbst und ihre beiden Geschwis-
ter wollen natirlich auch an der
Feier teilnehmen. Lisas Mama hat
30 Muffins gebacken. Lisa mochte
nun ausrechnen, wie viele

Muffins jeder essen kann. Wie
soll sie rechnen?

Distraktoren:

Distraktoren von ltem M_06

100
90

80

70
60

50

Angaben in %

a)30-3= 40
30
b)30-6= 20
: H =
c)3+2+1= o
a b c
d)30:6=
Itemschwierigkeit: .865
Faktorladung: .787
Iltem Nr. M_07

Frau Muller kauft Weihnachtsge-
schenke fir ihre finf Enkel. Flr
jeden gibt sie 20 € aus. Wie
muss Frau Mdller rechnen, um
herauszufinden, wie viel Geld
sie insgesamt ausgegeben hat?

a)20:5=
by20 -5=
c)20+5=
d)20-5=

Distraktoren:

Distraktoren von ltem M_07

100

90

80

70

60

50
40

Angaben in %

30
20

10

Itemschwierigkeit: .868

Faktorladung: .754
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Item Nr. M_08
Distraktoren:

Distraktoren von ltem M_08

100
90

80
70

60

Acker A Acker B g 50
g’ 40
Bauer Schmitt besitzt einen 30
Acker (Acker A) und kauft nun 20
einen zweiten (Acker B) hinzu. 10 -
Wie kann er ausrechnen, wie vie- 0 ‘
le Flachen Ackerland er insge- a b d

samt besitzt?

Itemschwierigkeit: .871
a)5+9=

Faktorladung: .748
b)6 +8=
C)7+7=

d)g+7=

Iltem Nr. M_09
Distraktoren:
Herr Tietze kauft einen Straufld
Rosen fir seine Frau. Er hat 21
Euro dabei, jede Rose kostet 3
Euro. Herr Tietze fragt sich

Distraktoren von ltem M_09

nun, ob sein Geld fur mehr als 4 100

Rosen ausreicht. Hilf ihm auszu- %0

rechnen, wie viele Rosen er kau- 80

fen kann. 70

f 60

a)2l -4-= é 50

% 40

b)21:3= * %

20

c)21-4= 10
d)21+3 a c d

Itemschwierigkeit: .868

Faktorladung: .803

Die Items zu Mathematisieren werden analog zu den Strukturierungsitems beurteilt.
Tabelle 13 zeigt, dass fast alle Iltems (mit Ausnahme von M5 und M7) die geforder-

ten Kriterien erfillen.

147



Tabelle 13: Items zu Mathematisieren

Iltem 0.1<p<0.9 A >.30 | Dis.

M1

M2

M3

ASRYAARN
ASRYRAAN

M4

M5

AN

M6

M7

M8

ASERYRYRSAYANRNANEN

ASRYRAAN
AN

M9

Bei Item M5 ist zun&chst einmal die Schwierigkeit ein Ausschlusskriterium, dartiber
hinaus ist Distraktor a) wesentlich attraktiver als die beiden anderen. Es wéare zu
untersuchen, ob sich die Schwierigkeit des Items erhdhen lieRe, wenn es ohne die
beigefligte Skizze dargeboten wirde. M7 scheitert am Kriterium der Distraktoren:
Uber 80% der falsch Antwortenden wahlen Antwort a). Dies kdnnte daran liegen,
dass die Division der Multiplikation naher ist als der Addition oder der Subtraktion.
Wenn der Aufgabentext beim Modellierer dann zundchst das Schema Multiplikati-
on/Division aktiviert, und im nachsten Schritt erst genauer zwischen beiden Operati-
onen differenziert wird, so liegt nahe, dass die Wahrscheinlichkeit Distraktor a) zu

wahlen hoher ist als die fir die Distraktoren c) oder d).

Alle anderen Items kénnen grundsétzlich weiterhin eingesetzt werden, wobei aller-

dings auffallt, dass alle Items tendenziell eher leicht sind.
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4.2.1.3 Verarbeiten

ltem Nr. V_01
21400 : 50 =
a) 428

b) 4280

c) 4028

d) 402

Distraktoren:

Distraktoren von ltem V_01

100

90
80

70

60

50

40

Angaben in %

30

20
10

Itemschwierigkeit: .612

Faktorladung: .436

Iltem Nr. V_02
798 - 320=
a) 3990

b) 25536

c) 39900

d) 255360

Distraktoren:

Distraktoren von ltem V_02

100
90

80
70

60
50

Angaben in %

40

30

e

a b c

ltemschwierigkeit: .714

Faktorladung: .460
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Item Nr. V_03

Distraktoren:

10001
- Distraktoren von ltem V_03
5555
100
a) 5556 90
80
b) 15556 s
= 60
C) 4446 g >
5( 40
d) 14446 %
20
10
0 B
a b d
Itemschwierigkeit: .643
Faktorladung: .453
Iltem Nr. V_04
Distraktoren:
4957
+
7266 Distraktoren von Item V_04
a) 2309 100
90
b) 3711 %
70
c) 12223 g
g 50
d) 2319 g

30

° B

b c d

Itemschwierigkeit: .662

Faktorladung: .220

150




Item Nr. V_05

Distraktoren:

931:7=
a) 131 .
Distraktoren von ltem V_05
b) 132 100
90
c) 133 80
70
d) 134 2 e
g 50
S 10
<<
30
20
10
o
a b
Itemschwierigkeit: .889
Faktorladung: .653
Item Nr. V_06
Distraktoren:
2555:5=
a) 1214 Distraktoren von ltem V_06
100
b) 511 9%
80
c) 411 70
2 w0
d) 51 g 50
£

40

30

20

10

Itemschwierigkeit: .914

Faktorladung: .915
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Item Nr. V_07

Distraktoren:

30205 - 25=
a) 759705 .
Distraktoren von ltem V_07
b) 211435 100
2
c) 754005 80
70
d) 755125 S %0
é 50
S
<<
30
20
10
. .
a b
Itemschwierigkeit: .782
Faktorladung: .718
Iltem Nr. V_08
Distraktoren:
7634
-3565 )
_ Distraktoren von Item V_08
a) 4079 100
)
b) 11199 80
70
c) 4131 2 e
g 50
d) 4069 Ew
30
20
10
0 ;

a b

Iltemschwierigkeit: .794

Faktorladung: .618
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Item Nr. V_09
Distraktoren:

1066
+5574 :
_ Distraktoren von Item V_09
a) 6640 100
90
b) 6610 80
70
c) 6630 £ &
g 50
d) 6530 B w
30
20
10
0 T T

Itemschwierigkeit: .910

Faktorladung: .846

Bei der Teilkompetenz Verarbeiten missen aufgrund der drei Kriterien die vier ltems
V1, V3, V4 und V6 wegfallen (siehe Tabelle 14). Da es sich bei den Itemstammen
nur um rein innermathematische Rechenaufgaben handelt und bei den Antwortal-
ternativen nur um unterschiedliche Zahlenwerte, ist es bei dieser Teilkompetenz
weitaus schwieriger, Erklarungen fir die Nichterfullung der Kriterien zu finden.
Samtliche Distraktoren wurden konstruiert, indem der Problemldsealgorithmus
durchgefuhrt und an verschiedenen Stellen Fehler eingebaut wurden (z.B. Weglas-
sen der ,1" in der nachsten Spalte bei Addition Gber den Zehner, verrutschen in der
Zeile, etc.). Die daraus resultierenden unterschiedlichen Verteilungen Uber die
Distraktoren (die bei V1, V3 und V6 so gravierend waren, dass die Items selektiert
werden mussen) zeigen dann allerdings auf, dass einige Fehler bei den Probanden

anscheinend haufiger gemacht werden als andere.

Tabelle 14: ltems zu Verarbeiten

Item 0.1<p<0.9 A >.30 | Dis.
V1 v v

V2 v v v
V3 v v

V4 v v
V5 v v v
V6 v

V7 v v v
V8 v v v
V9 v v v
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4.3.1.4 Interpretieren

Iltem Nr.1_01

Miriam soll die Geschwindigkeit
eines Buses ausrechnen. Sie weil3
wie lange der Bus braucht um ei-
ne Strecke von 120 Kilometern zu
fahren, namlich genau 2 Stunden.
Sie hat die Aufgabe schon ge-
rechnet:

120 km :2 h =60

Was soll Miriam nun als Antwort-
satz schreiben?

a) Der Bus braucht 60 Stunden.
b) Der Bus fahrt 60 Kilometer.
c¢) Der Bus braucht 60 Minuten.

d) Der Bus fahrt 60 Kilometer
pro Stunde.

Distraktoren:

Distraktoren von Item |_01

100
90 1
80 7
701
60 -
50

Angaben in %

40

30 A
20 1

° 7J
N

a b c

Itemschwierigkeit: .723

Faktorladung: .653

Iltem Nr. |_02

Die Klasse 4b hat diese Aufgabe
als Hausaufgabe auf:

Familie Meier (Herr Meier, Frau
Meier und die beiden Kinder) es-
sen eine Pizza mit 18 Stlicken.
Wie viele Stiicke kriegt jeder?

Laura hat gerechnet:
18:4=4R2

Sie Uberlegt nun, was sie als
Antwortsatz schreiben soll. Vier
Mdglichkeiten fallen ihr ein.

Eine ist allerdings falsch . Fin-
dest Du sie?

a) Jeder kriegt vier Pizzastu-
cke.

b) Jeder kriegt finf Pizzastl-
cke.

c¢) Jeder kriegt vier Pizzastiicke
und zwei bleiben brig.

d) Jeder kriegt vier Pizzastu-
cke, aber es bleibt etwas ubrig.

Distraktoren:

Distraktoren von Item |_02

100

90

80
70
60

50

40

Angabenin %

30

i e =

a c d

Itemschwierigkeit: .640

Faktorladung: .608
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Item Nr. 1_03

Frau Kleinmller misst jeden
Montag ihre kleine Tochter und
schreibt auf, wie viel sie ge-
wachsen ist.

Diese Woche hat Frau Kleinmdiller
in den Kalender gekritzelt:

1,02+3=1,05

Die Tochter ist im letzten Monat
also

a) 3 m gewachsen
b) 3 cm gewachsen
¢) 1,05 cm gewachsen

d) 1,05 m gewachsen

Distraktoren:

Distraktoren von Item |_03

100
90
80

70
60

50

40

Angaben in %

30 1

a c d

Itemschwierigkeit: .806

Faktorladung: 660

Item Nr. 1_04

Monika zéhlt ihr Geld. Sie hat
21 € gespart. Nun rechnet sie:

21€-3€+5€=19€

Was konnte sie sich beim Rechnen
gedacht haben?

a) Von Oma Lina bekomme ich noch
5€ Taschengeld, am Montag kaufe
ich fur 3€ Bonbons, dann bleiben
mir noch 19€.

b) Wenn meine Schwester mir noch
3€ leiht und mein Bruder mir 5€
leiht, dann habe ich 19€.

¢) Nachste Woche kaufe ich fir
5€ Schokolade, 3€ schuldet mir
mein Freund Stefan noch, dann
habe ich 19€.

d) Wenn ich noch irgendwo 3€
auftreiben kann, dann habe ich
zusammen mit meinen 5€ Taschen-
geld insgesamt 19€ gespart.

Distraktoren:

Distraktoren von ltem 1_04

100
90
80 7
70 A
60
50 7

Angaben in %

40
30

20 A
0 T T

b c d

Itemschwierigkeit: .622

Faktorladung: .422
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Item Nr. 1_05

Paulas Katze hat 5 Junge bekom-
men. Paulas Freundinnen Anne und
Liese wollen die Katzchen unter-
einander aufteilen.
Paularechnet52=2R 1

Nun schreibt sie lhren Freundin-
nen eine SMS:

a) Jeder kriegt etwas mehr als 2
Kétzchen.

b) Jeder kriegt 3 Katzchen.
c¢) Jeder kriegt 2 Kétzchen.

d) Jeder kriegt 2 Rest 1 Katz-
chen.

Distraktoren:

100

90
80

70
60

Angaben in %

40
30
20
10

Distraktoren von ltem |_05

50

Itemschwierigkeit: .440

Faktorladung: .220

Iltem Nr. 1_06

Mutter strickt einen Wollschal.
Nach 5 Tagen ist der Schal be-
reits einen halben Meter lang.
Sie rechnet’2m:5=10cm

Was hat Mutter ausgerechnet?

a) Wie lange sie fur einen 10 cm
langen Schal braucht.

b) Wie viele cm sie durch-
schnittlich jeden Tag gestrickt
hat.

¢) Wie lange sie noch stricken
muss, bis der Schal fertig ist.

d) Wie viele cm sie schon ge-
strickt hat.

Distraktoren:

100

90 A
80

70
60
50

Angaben in %

20
10

Distraktoren von Item |_06

40 A
30 1

a c d

Itemschwierigkeit: .622

Faktorladung: .539
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Item Nr. |_07

Tim kauft 4 Tierblcher zu je 20€
und ein Kinderlexikon. Insgesamt
bezahlt er 119€.

Er rechnet nun den Preis des Le-
xikons aus:

4 -20=80
119-80=139
Was sagt Tim zu seiner Mutter:

a) Insgesamt habe ich 80€ be-
zahlt.

b) Jedes Buch kostet 39€.
c¢) Das Kinderlexikon kostet 39€.

d) Alle Bucher haben gleich viel
gekostet.

Distraktoren:

Distraktoren von Item I_07

100
90
80
70 A

60
50
40 A

Angaben in %

30

20 7
10
0 T T

a b d

Itemschwierigkeit: .791

Faktorladung: 582

Iltem1_08

Eine Aufgabe in einer Klassenar-
beit lautet:

Fur einen Kuchen braucht man
zwei Packchen Butter zu je 2509,
570g Mehl und 300g Zucker. Was
wiegen alle Zutaten?

Antje rechnet:

2 - 250 =500

500 + 570 + 300 = 1370

Was schreibt sie als Antwort-
satz?

a) Alle Zutaten wiegen 13kg und
70g.

b) Die Zutaten wiegen 500g.

c) Alle Zutaten wiegen 1kg und
370g.

d) Alles zusammen wiegt 1570 Ki-
lo.

Distraktoren:

Distraktoren von ltem 1_08

100
90 1

80
70 1
60
50
40

Angaben in %

30 1
20

0 T

a b d

Itemschwierigkeit: .671

Faktorladung: .500
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Item Nr. 1_09
Distraktoren:

Christoph hat ausgerechnet, was

sein Vater wdchentlich an Ta- Distraktoren von ltem |_09
schengeld fir ihn und seine
Schwester ausgibt: 100
90
2 - 3€=6€£ 80

70

Er schreibt auf: 60
50
a) Wenn jedes Kind 2 Euro 0 1

kriegt, sind es insgesamt 6. 30 1

20
b) 3 Kinder brauchen zusammen 10 J l
6€.

0 - T T

a b c

Angaben in %

c¢) Jedes der beiden Kinder be-
kommt 6€.

Itemschwierigkeit: .883
d) Wenn jedes der beiden Kinder
3€ bekommt, braucht Papa jede Faktorladung: .521
Woche 6€.

Wie Tabelle 15 zu entnehmen ist, eignen sich die Interpretationsitems mit Ausnah-
me von I5 alle zur Aufnahme in ein Testverfahren. Einerseits fiel es einem Grol3teil
der Probanden schwer, die richtige Antwort zu I5 zu identifizieren, andererseits ent-
schieden sich Gber 90% der falsch Antwortenden fir Distraktor d). Auf3erdem ist die
Faktorladung mit .220 zu gering, um das Item als Indikator fur die Teilkompetenz

Interpretieren aufzufassen.

Tabelle 15: Items zu Interpretieren

Item 0.1<p<0.9 A >.30 | Dis.
11 v v v
12 v v v
13 v v v
14 v v v
15 v

16 v v v
17 v v v
18 v v v
19 v v v
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Bildet man aus den jeweils verbleibenden Items Skalen, so zeigt sich aufgrund der
Tatsache, dass der Schwierigkeitsindex bei allen verwendeten ltems vergleichswei-
se hoch ist, bei drei von vier Skalen eine linksschiefe Verteilung der Summenscores
Uber die einzelnen Unterskalen (siehe Abbildungen 26 bis 29).

Wittelwert =247
Std.-Abw. =0/989
1=325

Mitelwert =5,71
1254 1209 Std-Rbw <1463
N =325

100
100

)

Hiufigkeit
Haufigkeit
§

N

T T T T T
400 000 1,00 200 300 400 500 07 T T T T T
=200 0,00 200 400 6,00 8,00

Strukturieren

Abbildung 26: Skala Strukturieren

Mathematisieren

Abbildung 27: Skala Mathematisieren

2009 Witelwert =4,08 07 pitelwert =578 —]
Stel -Abw._ =1 147 Std -Abw. =1 832
=325

1507 07

Haufigkeit
b
Hiufigkeit

T T T T T T T
T T T 200 000 200 400 600 800 10,00
0,00 200 4,00 6,00

. Interpretieren
Verarbeiten

Abbildung 28: Skala Verarbeiten Abbildung 29: Skala Interpretieren

4.2.2 Gutekriterien des Testverfahrens
Sollen die in der vorliegenden Untersuchung erprobten Items langfristig mit der Ziel-

setzung eingesetzt werden, Modellierungskompetenzen zu diagnostizieren, so mus-

sen diese Items und das aus ihnen konstruierte Testverfahren bestimmten Glutekri-
terien gentigen.

Eine weitere mit Studie 2 zu beantwortenden Fragen ist die, ob die Untersuchungs-
methode ausreichend objektiv, reliabel und valide ist, um die Grundlage fir eine
foérderungsorientierte Diagnostik zu bilden.

Im Folgenden soll daher die Testform, welche in der Hauptuntersuchung eingesetzt

wurde, auf die psychometrischen Hauptgutekriterien tGberprift werden. Zu beachten
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gilt, dass ein endgliltiges Testverfahren letztlich nicht alle Iltems enthalten wird, son-
dern lediglich eine Selektion, wie dies oben bei der Diskussion der
Itemcharakteristika bereits angedeutet wurde. Insofern kann sich die Prifung der
Gutekriterien auch nicht auf den endgultigen Test beziehen, vielmehr wird dies — im
Rahmen seiner Normierung — eine erneute Uberprifung erforderlich machen. Den-
noch koénnen die hier berichteten Kennwerte durchaus als Anhaltspunkte betrachtet
werden. Oder anders gesagt: Sofern sich die Gutekriterien als ausreichend gut her-
ausstellen, kdnnen sie als Basis fir die Gite des spateren Tests betrachtet werden.
Sofern sie sich aber nicht als hinreichend herausstellen, ist gar nicht erst eine Be-

rechtigung daftir gegeben, mit den Items weiter zu arbeiten.

4.2.2.1 Objektivitat

Vergleicht man den hier gewahlten Ansatz mit anderen Untersuchungsmethoden zu
mathematischer Modellierungskompetenz (siehe Abschnitt 1.6.2), so stellt sich die
Wahl eines standardisierten Multiple-Choice-Tests zur Individualdiagnostik ganz
offensichtlich als objektivste aller bisher diskutierten Methoden dar. Auswertungs-
und Interpretationsobjektivitat konnen aufgrund der klar definierten Losungen und

Skalenzugehdorigkeiten ohne weitere Prifung als gegeben betrachtet werden.

Der einzige Punkt, an dem sich dem Testleiter Giberhaupt die Mdglichkeit bietet, sich
nicht objektiv zu verhalten, liegt bei der Instruktion der Testpersonen. Wenn Testlei-
ter sich z.B. nicht manualkonform verhalten, dann betrifft dies den Aspekt der
Durchfuhrungsobijektivitat. Diese kann hier relativ leicht empirisch tGberprift werden.
Sofern sich alle Testleiter gleich eng an den Vorgaben orientieren, sollten sich fur
die Klassen, welche von Testleiter A instruiert und beaufsichtigt wurden, keine signi-
fikanten Leistungsunterschiede zu Klassen ergeben, die von Testleiter B oder C
instruiert und beaufsichtigt wurden. Verletzt hingegen ein Testleiter beispielsweise
das Gebot, keine Hilfestellungen zu geben, so sollten ,seine” Klassen signifikant

besser abschneiden, als andere Klassen, die keine Hilfestellungen erhalten haben.

Zur Uberprufung der Durchfiihrungsobjektivitat wurde eine einfaktorielle Varianzana-
lyse (ANOVA) gerechnet, mit ,Testleiter" als unabhangiger und dem Gesamtscore
des Tests als abhangiger Variable. Da bei zwei Schuklassen mehr als ein Testleiter
anwesend war, wurden diese beiden Klassen aus der Analyse ausgeschlossen, da
sie nicht eindeutig einer der beiden Personen zugeordnet werden konnten. Somit
verblieb fur die ANOVA eine Stichprobe von N=293 Personen.
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Tabelle 16: ANOVA zur Uberpriifung der Objektivitat

Quadratsumme df Mittel der F Signifikanz
Quadrate
Zwischen den 18.179 2 9.090 .286 752
Gruppen
Innerhalb der 9227.241 290 31.818
Gruppen
Gesamt 9245.420 292

Wie erwartet ergaben sich mit F(292)=.286, p=.752 keinerlei signifikante Unter-
schiede zwischen den verschiedenen Testleitern (siehe Tabelle 16). Die Objektivitat
des Verfahrens kann daher als gegeben betrachtet werden. Dies ist besonders inso-
fern von Bedeutung, als dass die Objektivitat eine notwendige Bedingung fur Relia-

bilitdt und diese wiederum eine notwendige Bedingung fir die Validitat darstellt.

4.2.2.2 Reliabilitat

Wie zuverlassig sind die in Studie 2 zum Einsatz gekommen Items? Analog zum
Vorgehen bei Studie 1 wurde auch hier die Reliabilitat Gber die innere Konsistenz

des gesamten Verfahrens bestimmit.

Da es sich ebenfalls um dichotome Daten handelt, kommt die Kuder-Richardson-
Formel (KR-20) erneut zum Tragen. Auf der Basis aller 36 Items ergibt sich ein Wert

von a=.845.

4.2.2.3 Validitat

Gerade bei der Entwicklung neuer Verfahren zur Untersuchung eines Konstrukts

spielt die Uberpriifung der Validitat eine tragende Rolle.

Aus diesem Grunde sollen mehrere Methoden zur Beurteilung des

Validitatsaspektes herangezogen werden.

4.2.2.3.1 Kriteriumsvaliditat
Fur einen neu zu entwickelnden Test liegt es in der Natur der Sache, dass die Mes-

sung der Kriteriumsvaliditat problembehaftet ist. Gerade aus der Tatsache, dass es

keine objektiven, reliablen und validen Methoden gibt, um Modellierungskompeten-
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zen unabhéngig voneinander zu erfassen, ergibt sich schlieBlich tberhaupt die
Rechtfertigung fur die Konstruktion des Testverfahrens. An welchen Aul3enkriterien
lasst sich der Test dann validieren? Hierzu wurde auf drei Kriterien zurtickgegriffen:
Schulnoten, Kompetenz zum Ldsen von Textaufgaben sowie Beurteilung der Model-

lierungskompetenz durch den Mathematiklehrer.

Zunéchst zu den Schulnoten. Ein Zusammenhang zwischen Schulnote und Testleis-
tung ist aus folgendem Grund zu erwarten: Die Schulnote im Fach Mathematik soll —
so zumindest ihr Anspruch — eine Aussage uber den Auspragungsgrad der mathe-
matischen Kompetenz eines Schilers machen. Modellierungskompetenz ist aber
ein bedeutender Teilaspekt der mathematischen Kompetenz, weshalb der Gesamt-

wert im Test in der Lage sein sollte, einen Teil der Varianz in den Noten zu erklaren.

Die erfragten Schulnoten streuten bei der Frage nach der ,Note in der letzten Klas-
senarbeit” von sehr gut bis ungentigend (siehe Abbildung 30); bei der Frage nach
der ,Note im letzten Zeugnis“ lagen die Werte zwischen sehr gut und mangelhaft
(siehe Abbildung 30). In der letzten Klassenarbeit lag die Note im Mittel bei M=2.44
(SD=.988), im letzten Zeugnis lag der Mittelwert bei M=2.29 (SD=.885). Beide Vari-

ablen verteilen sich leicht rechtsschief.
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Abbildung 30: Notenverteilung Uber die Vp in Studie2

Die Note in der letzten Klassenarbeit korrelierte mit der letzten Zeugnisnote zu .628
(p<.000), worin sich einerseits die relative Stabilitdt der mathematischen Kompe-
tenz, andererseits aber auch die Moglichkeit zu Veranderungen spiegelt. Die Hohe

der Korrelation entspricht einem grof3en Effekt.
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Korreliert man die Note in der letzten Klassenarbeit mit dem Gesamtscore, so ergibt
sich ein mittelstarker Effekt bei einer Korrelation -.470 (p<.000). Zu der Note im letz-
ten Zeugnis ergibt sich ein Zusammenhang von -.499 (p<.000). Die hthere Korrela-
tion bei der Zeugnisnote konnte eventuell dadurch erklart werden, dass diese ein
breiteres Spektrum an Kompetenzen erfasst als eine einzige Klassenarbeit, in der in
aller Regel nur ein oder zwei Themenkomplexe abgefragt werden. Wenn also ange-
nommen werden kann, dass das Konstrukt Modellierungskompetenz auf die Zeug-
nisnote mehr Einfluss hat als auf die Klassenarbeitsnote, so ist schllssig, dass in
der Zeugnisnote auch mehr Varianz durch die Modellierungskompetenz aufgeklart

werden kann.

Schulnoten beinhalten — betrachtet man sie als Indikator fir mathematische Kompe-
tenz — aber neben der Modellierungskompetenz noch viele andere Facetten. Zur
Validierung des Verfahrens ist es daher angezeigt, auf Leistungsindikatoren zurlck-
zugreifen, welche naher am zu untersuchenden Konstrukt liegen. Dies ist bei Text-
aufgaben der Fall, bei denen alle vier Teilkompetenzen des Modellierens realisiert
werden muassen, um zu einer erfolgreichen Losung zu gelangen. Wie oben bereits
diskutiert liegt die Schwache solcher Aufgaben darin, dass die Teilkompetenzen
nicht unabhangig voneinander betrachtet werden kénnen. Dennoch sollte sich ein
substanzieller Zusammenhang zeigen zwischen der Modellierungskompetenz, ge-
messen durch den Gesamtscore, und der Fahigkeit zum Ldésen von Textaufgaben,
gemessen durch die Anzahl der richtig gelosten Textaufgaben. Von den sechs
Textaufgaben wurden im Mittel 4 gelost (M=4.035, SD=1.691), die Verteilung ist
damit leicht linksschief (s. Abbildung 31).

100
90
20
70

60
50
10
30
20
10 4 I

0Pkt 1Fkt 2Pkt 3Pkt 4 Pkt 5Pkt 6Pkt

Abbildung 31: Verteilung Uber die Lésungspunkte inden Textaufgaben
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Die Korrelation zwischen Textaufgaben- und dem Gesamtscore beim Modellieren

weist mit r =.546 (p<.000) einen starken Effekt auf.

Als dritte Variable zur Kriteriumsvalidierung wurde die Einschatzung der Modellie-
rungskompetenz durch den Mathematiklehrer mit dem REMOD-Verfahren (siehe
Anhang) hinzugezogen. Bildet man aus sé&mtlichen elf Items zur Erfassung der Mo-
dellierungskompetenz eine Skala, so erweist sich diese mit einer interne Konsistenz

von a=.972 als hochst reliabel.

Bei elf Variablen liegt das theoretische Minimum der Skala bei elf Punkten (fir den
Fall, dass fur einen Schuiler bei jeder Unterkompetenz angekreuzt wurde ,dem
Schiiler fallt es nie schwer, ..."), das theoretische Maximum bei 55 Punkten (fir den
Fall, dass bei allen Variablen angekreuzt wurde ,dem Schiiler fallt es immer schwer,
..."). Im Mittel erreichten die untersuchten Schiiler M=25.24 Punkte, bei einer Stan-

dardabweichung von SD=9.43 Punkten.

Der Zusammenhang zwischen Lehrerurteil und Gesamtscore der Modellierungs-
kompetenz liegt bei r=-.590, p<.000, was einem groRen Effekt entspricht. Allerdings
ist bei der Einschatzung durch Lehrer mit einer starken Konfundierung durch die
Schulnote zu rechnen. Betrachtet man daher die Partialkorrelation zwischen Test-
leistung und Lehrerurteil, kontrolliert fiir die Zeugnisnote, so verbleibt immerhin (ob-
wohl die Schulnote ja auch Modellierungskompetenz beinhaltet) ein Zusammenhang

von r=-.298, p<.000 und damit ein annahernd mittelgroRer Effekt.

4.2.2.3.2 Konstruktvaliditat
Die bisherigen Betrachtungen zur Validitat des Verfahrens beschrankten sich auf die

Ebene des Gesamtscores. Es ist jedoch dartber hinaus nachzuweisen, dass die
postulierten vier Teilkompetenzen auch tatsachlich vier hinreichend unterschiedliche
Konstrukte beschreiben. Andernfalls ware der Bedarf nach einer Methode zur unab-
hangigen Erfassung der Teilkompetenzen obsolet. Die Konstruktvaliditdt kann also
dadurch nachgewiesen werden, dass die theoretisch postulierte Faktorenstruktur

mithilfe konfirmatorischer Faktorenanalysen bestatigt wird.

Das auf Passung zu den Daten zu priufende Faktorenmodell ergibt sich aus der
Theorie, auf deren Basis die Items konstruiert wurden. Zu testen ist demnach ein

Vier-Faktoren-Modell mit den vier latenten Dimensionen Strukturieren, Mathemati-
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sieren, Verarbeiten und Interpretieren, denen als manifeste Indikatoren jeweils die

neun ltems aus dem TEMOD 1 — Verfahren zuzuordnen sind.

Da die Items jeweils nur als Indikatoren fir eine Teilkompetenz fungieren sollen,
wurden keine Nebenladungen zugelassen. Alle vier Teilkompetenzen sind letztlich
nur unterschiedliche Facetten eines gemeinsamen Konstruktes, das als Modellie-
rungskompetenz bezeichnet wird. Es muss daher angenommen werden, dass die
Interkorrelationen der vier Faktoren untereinander hoch sind. Korrelationen werden

daher erlaubt und frei geschatzt.

Aus den neun Items pro Faktor und den sechs Interkorrelationen ergeben sich in der
Summe 42 zu schéatzende Parameter. Die Korrelationsmatrix, die als Ausgangs-
punkt fur die Modellschatzung dient, enthélt 666 Elemente, womit das Modell deut-

lich Uberidentifiziert ist.

Da die Indikatoren dichotom sind, wurde als Schatzverfahren der WLSMV-
Algorithmus eingesetzt (Bentler & Chou, 1987; Schermelleh-Engel, Moosbrugger &
Muiller, 2003).

Im ersten Durchlauf zeigte sich ein Problem in Bezug auf Item S06, da nur .3% der
Varianz in diesem Item durch den Faktor Strukturieren erklart werden kénnen und
das Item daher offensichtlich nicht zu dem theoretisch postulierten latenten Kon-
strukt passt. Die von MPLUS produzierten Modification Indices empfehlen zur Ver-
besserung des Modellfits, das Item sowohl auf dem Faktor Mathematisieren, als
auch auf dem Faktor Interpretieren laden zu lassen. Iltem S06 wurde daher aus den

weiteren Analysen entfernt.

Im zweiten Durchlauf gab es seitens MPLUS keine weiteren Modification Indices.
Abbildung 32 zeigt die Zuordnung der Items zu ihren jeweiligen Faktoren und die
dazugehorigen Ladungen. Da jedes Item nur auf einem Faktor ladt, lasst sich die

Residualvarianz jeweils berechnen durch 6=1-A2.

Alle Items laden signifikant (p < .0001) auf ihrem Referenzfaktor, wobei jedoch vier
Items (S07, S09, V4 und I5) Ladungen von <. 30 aufweisen, was einer Varianzauf-
klarung von weniger als 10% entspricht, weshalb diese Items selektiert und nicht im
TEMOD 2 - Verfahren zum Einsatz kommen sollten. Auch unter dem Blickwinkel

der Effektstarke ist dieses Vorgehen gerechtfertigt.
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S1

S2 S7
S3 S8
S4 S9
S5

M1 M6
M2 M7
M3 ' Mathematisieren - M8
M4 [« M9
M5

V1 V6
V2 V7
V3 ‘ Verarbeiten ‘ V8
va & Vo
V5

11 16
12 17
13 . Interpretieren : 18
14 & 19
15

Abbildung 32: CFA mit vier Faktoren

Die Passung des Modells auf die Daten kann an mehreren Kriterien abgelesen wer-
den (Bollen, 1989; Heck, 1998; Schermelleh-Engel et al., 2003):

Sowohl der RMSEA (Root Mean Square Error of Approximation) als auch der x?-
Test messen die Passung zwischen theoretischer und empirischer Kovarianzmatrix.
Der RMSEA weist mit .045 auf eine gute Passung zwischen theoretischer und empi-
rischer Kovarianzmatrix hin (ab RMSEA von <.05 spricht man von gutem Fit). Der
x2-Test kann bei Verwendung des WLSMV-Schatzverfahrens nicht interpretiert wer-

den.

Zum Vergleich des Modells mit einem Baseline- oder Nullmodell, bei dem alle Pa-
rameter auf Null fixiert werden, lassen sich CFl (Comparative Fit Index) und TLI
(Tucker Lewis Index oder Nonnormed Fit Index) heranziehen. Wahrend der CFI mit

.898 fir einen schlechten Modellfit spricht, liegt der TLI mit .942 im akzeptablen Be-
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reich und sogar nahe an der Grenze zum guten Bereich (der CFI sollte mindestens

einen Wert von .95, der TLI einen Wert von mindestens .90 aufweisen).

Aus Tabelle 17 ist die Interkorrelation der Faktoren zu entnehmen. Am deutlichsten
sticht der Zusammenhang zwischen den Teilkompetenzen Mathematisieren und
Interpretieren hervor, der mit .995 darauf hinweist, dass es sich — aus rein statisti-

scher Sicht — um das gleiche Konstrukt handelt.

Tabelle 17: Interkorrelationen bei 4 Faktoren

S M \% I
Strukturieren 952 792 .882
Mathematisieren .827 995
Verarbeiten .831

Interpretieren

Auch aus inhaltlicher Sicht ist der Zusammenhang zwischen beiden Variablen nicht
von der Hand zu weisen, bezeichnen sie doch lediglich spiegelbildlich die

Ubersetzungprozesse zwischen realer Welt und mathematischem Modell.

Um herauszufinden, wie sich die Auffassung beider Teilkompetenzen als gemein-
same latente Dimension auf die Modellgtte auswirkt, wurde ein zweites Modell spe-
zifiziert, bei dem die Items M01-MQ9 sowie die Items 101-109 auf einem gemeinsa-
men Faktor laden. Abbildung 33 stellt dies graphisch zusammen mit den aus der

erneuten Modellschatzung resultierenden Faktorladungen dar.
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' Mathematisieren
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Mé 757 Interpretieren 575 16
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M8 807 515 18

M9 19

V1 V6

V2 V7

V3 : Verarbeiten ' V8
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Abbildung 33: CFA mit drei Faktoren

Die Revision des Modells fiihrt zu keinen Veranderungen im Modellfit, weshalb bei-
de Varianten aus rein technischer Sicht als gleichwertig betrachtet werden mussen.
Auch nach der gemeinsamen Auffassung von Mathematisieren und Interpretieren
verbleiben (Tabelle 18) &uRRerst hohe Interkorrelationen zwischen den einzelnen

Faktoren, die jeweils grol3en Effekten entsprechen.
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Tabelle 18: Interkorrelationen bei 3 Faktoren

S M V
Strukturieren 929 792
Mathematisieren / 830

Interpretieren

Verarbeiten

Diese Ergebnisse zeigen, dass die Teilkompetenzen untereinander teilweise schwer
unterscheidbar sind und zum groRen Teil etwas Ahnliches messen. Dies ist durch-
aus theoriekonform, denn dieses gemeinsame Konstrukt ist Modellierungskompe-
tenz. Dennoch gibt es Unterschiede zwischen den Teilkompetenzen, denn wie die
Modellpassung zeigt, konnte die theoretisch postulierte Faktorenstruktur bestatigt

werden.

4.2.3 Der Modellierungszyklus als normatives Model |
Neben der Beurteilung der Testgltekriterien war eine zweite zentrale Fragestellung

von Studie 2, inwieweit sich der Modellierungszyklus als normatives Modell eignet.
Inhaltlich bedeutet ein normatives oder praskriptives Modell, dass eine bestimmte
Anzahl (evtl. auch eine bestimmte Reihenfolge) von Stadien durchlaufen werden
muss, damit das Ergebnis am Ende optimal ist. Wenn der Modellierungszyklus ein
praskriptives Modell ist, dann bedeutet dies im vorliegenden Fall also, dass die Qua-
litat der L6ésung davon abhéngt, dass die Teilkompetenzen entsprechend beherrscht

und umgesetzt werden.

Die Nullhypothese lautet dementsprechend: Mindestens eine der theoretisch postu-
lierten Teilkompetenzen liefert keinen signifikanten Erklarungswert fur die Varianz in
der Fahigkeit zum Modellieren (hier gemessen durch den Score im Bereich Textauf-
gaben) Uber den Einfluss der anderen Variablen hinaus. Dementsprechend muss
mindestens eins der B-Gewichte in einer multiplen Regression nicht signifikant von 0

abweichen, um die Hy beizubehalten.

Far die Prifung dieser Hypothese wurde aufgrund der oben genannten Griinde be-
zuglich der Unzuléanglichkeit gewothnlicher Regressionsanalysen die Methode der

Mehrebenenanlyse favorisiert.
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Bei der Mehrebenenanalyse beginnt man zunachst mit dem Aufstellen eines Null-
modells, bei welchem noch keine unabh&ngige Variable aufgenommen wird. Die
Modellgleichung enthalt nur die abhangige Variable (in diesem Fall text* fir den
Gesamtscore der Textaufgaben) und einen konstanten Term B,;. Dies stellt den y-
Achsenabschnitt (Intecept) der gemeinsamen Regressionsgerade fur alle Klassen
dar und setzt sich zusammen aus dem Gesamtmittelwert 3, und den Residuen. Die
Residuen stellen die Abweichungen der einzelnen Messwerte von der
Regressionsgeraden dar.

Bei der Mehrebenenanalyse geht man davon aus, dass sich diese Residualvarianz
durch zwei Faktoren erklaren lasst, ndmlich die Varianz innerhalb von Klassen (also
diejenige auf Individualebene) eg; und die Varianz auf Klassenebene ug. Der Index |
bedeutet, dass ein Parameter auf der Klassenebene variiert, der Index i, dass er auf

Individualebene variiert.

Im Nullmodell kann nun untersucht werden, wie viel Varianz auf welcher Ebene er-
klart werden kann. Wirde die Zugehdrigkeit zu einer Klasse fur die Modellierungs-
kompetenz keine Rolle spielen, so durfte auf Klassenebene keine Varianz erklart
werden. Abbildung 34 verdeutlicht die soeben erlauterten Zusammenhénge anhand
der entsprechenden Formein.

text}}ﬂuN(XB, Q)

text}.}. = fu;cons

Bog =Bo Ty tey
[z«ro}-] ~N@0, Q) : Q.= [050]
[‘3’0;}] ~N©, Q,) : Q.= [030]

-2%¥oglikelihood(IGLS Deviance) = 1207,404(314 of 325 cases in use)

Abbildung 34: Nullmodell vor Parameterschéatzung

Nach der Parameterschatzung durch MLwiN zeigt sich folgendes Ergebnis (Abbil-
dung 35). Die Werte vor den Klammern stellen die jeweils geschatzten Parameter
dar, die Werte in den Klammern die dazugehdrigen Standardfehler. Teilt man die
Regressionsparameter durch ihre Standardfehler, so lasst sich an diesem t-
verteilten Quotienten die Signifikanz des Parameters ablesen. Ab einem Wert von

1.96 bei zweiseitigen bzw. ab einem Wert von 1.65 bei einseitigen Hypothesen kann
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ein Parameter als signifikant auf dem Niveau von a=.05 betrachtet werden. Da die
Zusammenhange zwischen Pradiktoren und Kriterium jeweils als positiv erwartet

werden, kann der Grenzwert fur einseitige Hypothesentests zugrunde gelegt wer-
den.

[Mequations
text, ~ N(XB, Q)

text, = By,cons

Boy =4,027(0,156) +1uo +e,

[uaj] ~N(0, Q) : Q,= [0,25.-1{0, | :;8)]

[eo] “NO Q) Q= [2,504(0,212)]

-2*¥aglikelihood(IGLS Deviance) = 1207,404(314 of 325 cases in use)

Abbildung 35: Nullmodell nach Parameterschatzun

Der Gesamtmittelwert liegt bei 4.027 richtig geldsten Aufgaben. Aus der u-Matrix
und der e-Matrix lasst sich ableiten, dass auf Klassenebene zwar weitaus weniger
Varianz erklart wird als auf Individualebene, dass jedoch auch die Klassenebene
(.254/.138=1.84) einen signifikanten Beitrag zur Varianzerklarung in der Modellie-
rungskompetenz leistet.

Dies zeigt sich auch, wenn man fir jede Klasse eine eigene Regressionsgerade
schatzen lasst, wobei diese im Fall des Nullmodells noch keine Vorhersagen auf-
grund der Pradiktoren erlaubt, sondern lediglich die verschiedenen Intercepts auf-

grund der unterschiedlichen Klassenmittelwerte zum Ausdruck bringt (Abbildung
36).
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Abbildung 36: Regressinsgeraden im Nullmodell

Diese hier zu beobachtende Streuung der Intercepts rechtfertigt eine weitere Be-

trachtung der Fragestellung auf der Basis von zwei Ebenen.

Im nachsten Schritt gilt es, den Einfluss der jeweiligen Teilkompetenzen als Pradik-
toren fur die Losungswahrscheinlichkeit zu untersuchen. Dabei soll zunachst fur
jede Teilkompetenz ein eigenes Modell spezifiziert und im Anschluss alle Teilkom-

petenzen in eine einzige multiple Regressionsgleichung integriert werden.

Abbildung 37 zeigt die Regressionsgleichung flr Strukturieren vor der Parameter-
schatzung.

text, ~ N(¥B, 0

text; — Gozcons + g struki_cy

1601}' =5 +u o +e G
[M Uj_] ~N(©. Q) : Q.= [03 D]

o] N 20 00" ]

-Z¥oglikelihood{iGLS Deviance, =1168,363(314 of 325 cases in uze)

Abbildung 37: Random-Intercept-Modell flr Strukturieren vor der Parameterschéatzung

Hier werden nun vier Parameter geschéatzt: Zunachst sind dies das Intercept Bo; und
das Regressionsgewicht von Strukturieren ;. Die Indizes bei Bo; symbolisieren,
dass dies kein fixer Parameter ist, sondern dass der Mittelwert variiert. Er setzt sich

zusammen aus dem Gesamtmittelwert B, und zwei Fehleranteilen u und e. Der drit-
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te zu schatzende Parameter 0%,y beschreibt denjenigen Anteil dieser Varianz, der
auf Klassenebene zu finden ist, wohingehend der vierte Parameter 0%, denjenigen
Anteil beschreibt, der lediglich auf der Individualebene besteht. Es wird bei diesem
Modell also davon ausgegangen, dass sich Klassen in ihren Leistungen in der AV
unterscheiden, dass die Variable Strukturieren einen Einfluss auf die Variable Text-
aufgaben hat, dass die Gro3e dieses Zusammenhangs (ausgedriickt durch die nicht

Uber Klassen variierende Steigung der Regressionsgeraden ;) aber Uber alle Klas-
sen hinweg gleich ist.

Abbildung 38 gibt nun die Ergebnisse der Parameterschatzung wieder.

text, ~ N(XE, Q)
text, = fo,cons + 0,465(0,072)strukt_c
ﬁmj =3,970(0,161) +u0) +e°U

[ig] ~NO Q) : Q= [0.294(0,146)]
[eou] ~NO. Q) Q= [2‘26‘){(]‘186)]

-2*oglikelihood(IGLS Deviance) = 1168,363(314 of 325 cases in use)

Abbildung 38: RandomIntercept-Modell fir Strukturieren nach der Parameterschatzung

Strukturieren hat einen signifikanten Einfluss (.465/.072=6.46) auf die Modellie-
rungsleistung, und die Klasse, in der sich ein Schiuler befindet, spielt bei der Vorher-
sage seiner Leistung ebenfalls eine signifikante Rolle (.294/.146=2.01). Hierbei sei
angemerkt, dass der Einfluss der Klasse lediglich auf die abhangige Variable zu
sehen ist und mit der Teilkompetenz Strukturieren nichts zu tun hat. Der Effekt zeigt
sich so auch im Nullmodell, welches keine Pradiktoren enthélt. Daher wird dieser in
den folgenden Modellen, die die anderen Teilkompetenzen als Pradiktoren enthal-
ten, logischerweise repliziert und muss nicht mehr bei jedem Modell im Hinblick auf
seine Signifikanz erwahnt werden.

Das Random-Intercept-Modell kann dann als gultig betrachtet werden, wenn die
Intercepts signifikant zwischen Klassen variieren. Dies ist hier der Fall, womit der
Einsatz der Mehrebenenanalyse gegenuber der einfachen Regression gerechtfertigt
ist. Dies gilt, wie eben ausgefihrt, auch fir die anderen Teilkompetenzen, da der y-
Achsenabschnitt schon vor der Aufnahme von Pradiktoren ins Modell feststeht. Den
Abbildungen 39 bis 41 sind die Random-Intercept-Modelle fir Mathematisieren,

Verarbeiten und Interpretieren zu entnehmen.
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W Equations.

text, ~ N(XB, Q)
text, = fig,cons + 0,426(0,053)math_c,
By =3.964{0,153) +uy, +eg,

] N Q) Q= [026200.132)]
[e0] ~NO Q) = Q.= [2,137(0,175)]

-2¥loglikelihood(IGLS Deviance) = 1148,915(314 of 325 cases in use)

Abbildung 39: Random-Intercept-Modell fir Mathematisieren

~¥.Equations.

text, ~ N(XB, Q)
text; = fiy,cons + 0,402(0,050)vera_c;
ﬁﬂq’ =3,982(0,134) +uuj+ €oy

[g] ~NO- Q)+ Q= [0,17500.102)]
[e0] ~NO- Q) Q= [21710.179)

-2*oglikelihood(TGLS Deviance) = 1149,530(314 of 325 cases in use)

Abbildung 40: Random-Intercept-Modell fir Verarbeiten

2. Equations

text, ~ N(XE Q)
text; = fy,cons + 0.424(0,045)inte_c;;
oy =3.981(0,136) +uy +ey,

[1g] N Q)2 Q= [o0,1900,104)]
[e U!f] ~N(0, Q) : Q.= [2,022(0,166)]

-2*oglikelihood(TGLS Deviance) = 1128,749(314 of 325 cases in use)

Abbildung 41: RandomIntercept-Modell fur Interpretieren

Die Regressionsgewichte liegen alle in einem &ahnlichen Bereich und sind jeweils
signifikant, ebenso wie die Residuen auf Klassenebene, womit das Random-

Intercept-Modell fir alle vier Teilkompetenzen als angemessen betrachtet werden
kann.

Am Beispiel Strukturieren wird nun graphisch verdeutlicht, was dies bedeutet: Im
Random-Intercept-Modell wird fir jede Klasse eine eigene Regressionsgleichung
geschatzt. Da jedoch die Steigung auf B; fixiert wurde, variieren diese Gleichungen,
und die aus ihnen resultierenden Regressionsgeraden wie sie in Abbildung 42 wer-
den, lediglich bezuglich ihrer y-Achsenabschnitte. Fur die Regressionsgeraden er-

geben sich wie beim Nullmodell parallele Linien, die nun aber mit einer Steigung
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versehen sind. Dies bedeutet, dass es in Bezug auf die Modellierungskompetenz
gute und schlechte Klassen gibt.

Abbildung 42: Regressionsgeraden im Rando-Intercept-Modell

Nachdem es offensichtlich angezeigt ist, die vorliegenden Daten als Random-
Intercept-Modelle zu spezifizieren, muss in einem zweiten Schritt der Frage nach-

gegangen werden, ob sogar ein Random-Slope-Modell auf die Daten passt.

Das Random-Slope Modell fiir Strukturieren vor der Parameterschatzung ist in Ab-
bildung 43 dargestellt.

[MEquations |
text, ~ N(XB, Q)

text, = fy,cons + g, strukt_c,,
Boy =P Ty tegy

By =Py tuy

2
Yyl ~N(0, Q) : Q,= |Ouo ,
Ky Guo1 Oui

] N0 20 2" [ar]
Abbildung 43: Random-Slope-Modell fir Strukturieren vor der Parameterschatzunc

Im Unterschied zum Random-Intercept-Modell werden zusatzlich zu den variieren-
den y-Achsenabschnitten auch variierende Steigungen der Regressionsgeraden
zugelassen. Das Regressionsgewicht wird von B, zu B4, da es nun zwischen den
Klassen variiert. Das in die allgemeine Regressionsgleichung einzufligende -
Gewicht stellt dann lediglich den Mittelwert Uber alle geschétzten B-Gewichte dar.

Dieses B, setzt sich zusammen aus diesem Mittelwert und einem auf Klassenebene
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variierenden Fehlerterm uy;, flr den nun auch eine Varianz 02, geschatzt wird. Die-
se Varianz der Steigungen ist wie folgt zu interpretieren: Fiur den Fall, dass es eine
signifikant von Null verschiedene Varianz der Steigungen zwischen Klassen gibt,
bedeutet dies, dass in einigen Klassen die Pradiktorvariable einen gréf3eren Einfluss

auf das Kriterium hat als in anderen Klassen.

Auf den vorliegenden Fall bezogen wiirde das bedeuten, dass es Klassen gibt, in
denen Strukturieren einen grof3eren Einfluss auf die Modellierungsfahigkeit hat als
in anderen Klassen oder anders ausgedrickt: Es gibt Klassen, in denen das Verfu-
gen uber die Teilkompetenz Strukturieren die Losungswahrscheinlichkeit einer Auf-
gabe mehr erhoht als in anderen Klassen. Ein solcher Effekt I&sst sich nicht in Ein-
klang mit dem theoretischen Hintergrund zu Modellierungskompetenzen bringen,
weshalb auch keine signifikant variierenden Steigungen und somit keine Angemes-
senheit des Random-Slope-Modells erwartet werden, weder fur Strukturieren noch

fur die weiteren Teilkompetenzen.

Gibt es allerdings einen signifikant variierenden Slope, so kann man dariber hinaus
untersuchen, ob dieser mit dem variierenden Intercept in Zusammenhang steht. In
MLwiN wird dies tber die Kovarianz zwischen y-Achsenabschnitt und Steigung ge-
messen, 02,,;. Inhaltlich wirde eine signifikant von Null verschiedene Kovarianz
bedeuten, dass mit steigendem Leistungsniveau der Klasse (hoher Intercept) der
Einfluss der Teilkompetenz (hoher Slope) auf die Modellierungsfahigkeit zunimmt.

Da auch dies theoretisch nicht sinnvoll ist, wird keine solche Kovarianz erwartet.

In Abbildung 44 ist zunachst das Random-Slope-Modell fir Strukturieren nach er-

folgter Parameterschatzung dargestellt.

bext, ~ N(YE, Q)

text; = 2,.cons + ﬁdsmlk‘tju
Boy =3997(0.157) +uy +ey,
By =0.4T1O,106) 2

ol =N, Q) : g,= | M0G0
oy 0,055(0,056) 0,090(0,061)
[2a) ~NO Q) Q.7 [a1s200,101)]

-2®oglikelihood(IGLS Deviance) = 1163,025(314 ot 325 cases in use)

Abbildung 44: Random-SlopeModell fur Strukturieren nach der Parameterschatzung

Hieraus ist ersichtlich, dass weder der Slope signifikant variiert (.090/.061=1.48),

noch dass der Slope mit dem Intercept korreliert (.055/.066=.83), was wenig ver-
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wunderlich ist in Anbetracht der Tatsache, dass es im Slope de facto keine Varianz
gibt. Abbildung 45 veranschaulicht dies graphisch: Die auf Basis des Random-
Slope-Modells geschatzten Regressionsgeraden variieren zwar leicht in ihrer Stei-

gung, die meisten Linien sind aber nach wie vor anndhernd parallel.

Abbildung 45: Regressionsgeraden im Rando-Slope-Modell

Die nachfolgenden Abbildungen 46 bis 48 zeigen die Parameterschatzungen auf

Grundlage des Random-Slope-Modells fir Mathematisieren, Verarbeiten und Inter-
pretieren.

[
text, ~ N(XE, ©)

text,; = fig;cons + gy math ¢

Doy =3,971(0,145) Fup teg,

By =0,428(0,061) +u u

uy| ~n@, @) : q,- [02240119)
u, 0,033(0.035) 0.013(0.019)
[emJ ~N(0, ,} : ©,— [-2,115(0,:77)]

-2#oplikelihood(IGLS Deviance) = 1147,598(314 of 325 cases in use)

Abbildung 46: Random-Slope-Modell fir Mathematisieren

2% Equations

text, ~ N(XB, Q)

text, = fy,cons + g vera_c,
oy =3.977(0,132) +uy, +ey,
By = 0,399(0,056) +u i

ug| NG, @) ¢ g, = [0164(0.099)
iy 0,020(0,029) 0,009(0,017)
[em,] ~NO. Q) - Q.= [LIF()((),iS(])]

-2*¥oglikelihood(IGLS Deviance) = 1148,989(314 of 325 cases in use)

Abbildung 47: Random-Slope-Modell fur Verarbeiten
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text, ~ N(XEB Q)

text, = By cons + g inte_c,;
By =3.981(0,136) +up +ey,
By =0:424(0,045) +uz

uy] NG, @) ;@ = [01900.100)
™ 0,000(0,000) 0,000(0,000)
[eay] ~TO Q2 Q= [2,0220,166)]

-2%pglikelihood(IGLS Deviance) = 1128,749(314 of 325 cases in use)

Abbildung 48: Random-Slope-Modell fir Interpretieren

Aus den Schétzergebnissen wird deutlich, dass — wie zu erwarten — weder die Va-

rianz des Slope noch die Kovarianz zwischen Intercept und Slope signifikant von
Null verschieden sind.

Das Random-Slope-Modell kann daher zugunsten des Random-Intercept-Modells
fur alle vier Teilkompetenzen verworfen werden.

Auf der Basis dieser Ergebnisse lasst sich nun die urspringliche Fragestellung nach
dem Modellierungszyklus als normativem Modell mithilfe eines
mehrebenenanalytischen Gesamtmodells beantworten, wobei alle Teilkompetenzen
in eine einzige multiple Regressionsgleichung auf der Basis eines Random-
Intercept-Modells aufgenommen werden. Wie bereits erwahnt, ist fir den Nachweis
der Eignung als normatives Modell zu erwarten, dass jede einzelne
Pradiktorvariable fir sich genommen einen signifikanten Beitrag zur Erklarung der
Varianz in der Modellierungsleistung erbringen kann. Abbildung 49 zeigt die spezifi-

Zierte Modellgleichung zusammen mit den geschatzten B-Gewichten und ihren
Standardfehlern.
Seuations
text, ~ N(¥B, Q)
text; = By,cons +0,207(0,070)strukt_c; +0,117(0,063 )math_c,; +0,212(0,052)vera_c; +0,233(0,055)inte_c,
Doy =3,936(0,141) +uy +e g,
[1g] ~NO Q2 : Q= [02220,111)]
[e0,] ~NO ) Q= [177800.146)]

-2*oglikelthood(TGLS Deviance) = 1091,390(314 of 325 cases in use)

Abbildung 49: Gesamtmodel
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Die B-Gewichte erscheinen auf den ersten Blick gering, es gilt jedoch zu bedenken,
dass es sich hier jeweils um den von allen anderen Pradiktorvariablen bereinigten
Einfluss einer Teilkompetenz handelt, der Wert ist also jeweils im Sinne einer Parti-
alkorrelation zu interpretieren. Alle R-Gewichte sind signifikant, wodurch untermau-
ert wird, dass jede Teilkompetenz einen wichtigen Beitrag zur Erklarung der Model-

lierungskompetenz liefert.

Wie lasst sich aber nun die Giite dieses Gesamtmodells tberprifen? Es ist der Fra-
ge nachzugehen, wie viel Varianz im Kriterium durch die Pradiktoren gemeinsam
erklart werden kann. Hierfir wurde der multiple Determinationskoeffzient R? berech-
net. Da MLwiN keine solchen Kennwerte ausgibt, geschah dies manuell in SPSS. R?
berechnet sich aus der quadrierten Korrelation zwischen den beobachteten Werten
y und den durch die Regressionsgleichung pradizierten Werten y (Wirtz & Nachti-

gall, 1998). Letztere setzen sich laut Regressionsgleichung zusammen aus:
9 = Boij + By (strukt) + B, (math) + P35 (vera) + f4(inte)
In diesem Fall also:
¥ =3.936 + .207 (strukt) + .117(math) + .212 (vera) + .233(inte)

Aufgrund dieser Gleichung wurde fir jede Versuchsperson der erwartete Wert be-

rechnet. R2 berechnet sich dann aus
R* =[r (v, 97

und bezeichnet den Anteil der durch das Modell erklarten Varianz in der Variable
Textaufgaben (y). Fur R2 ergibt sich ein Wert von .3025 (p<.001). Wie ist ein erkl&r-

ter Varianzanteil von ca. 30% zu bewerten?

Aus R? als Mal} der multiplen Korrelation lasst sich ein Effekstarkemald f2 berech-
nen, wobei ab .15 von einem mittleren, ab .35 von einem grof3en Effekt gesprochen
wird (Bortz & Ddring, 2002). Hierfur wird der Anteil der erklarten Varianz durch den
Anteil der nicht-erklarten Varianz dividiert, wodurch sich hier ein f2 von .43 ergibt,

was einem grof3en Effekt entspricht.
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4.3. Diskussion

Die im vorhergehenden Abschnitt dargestellten Ergebnisse zu Items, Gutekriterien
und normativem Modell werden nun nacheinander diskutiert. Eine allgemeine Dis-
kussion und Einordnung der Ergebnisse von Vor- und Hauptuntersuchung erfolgt in
Kapitel 5.

4.3.1 Analyse der Items
Die Analyse der Items des Tests zur Erfassung der Modellierungskompetenz zeigt,

dass die konstruierten Aufgaben im Grol3en und Ganzen geeignet sind, in einem
TEMOD 2 Verfahren eingesetzt zu werden. Allerdings gibt es einzelne Items, die

sich als ungeeignet erwiesen haben und daher ausgeschlossen werden sollten.

Dies ist ein bei der Konstruktion von Tests durchaus zu erwartendes Ergebnis, da
sich die Qualitat von Items letztlich immer nur empirisch bestimmen lasst. Lediglich
bei der Skala Strukturieren ist es als kritisch zu betrachten, dass nur vier geeignete
Items verbleiben. Hier waren mehr Indikatoren dieses Teilkonstrukts durchaus win-
schenswert. Fur die Konstruktion eines in der Praxis einzusetzenden Testverfahrens
ware daher zur Erh6hung der Reliabilitédt die Konstruktion und Erprobung weiterer

Strukturierungsitems in Erwagung zu ziehen.

Bei der Stichprobenbeschreibung wurde bereits darauf hingewiesen, dass durch die
Selbstselektion der teilnehmenden Schulen Deckeneffekte bei der Items zu erwar-
ten sind. Wie erwartet traten diese Effekte ein. In der Population wird allerdings eine
annahernde Normalverteilung fir die jeweiligen Summenscores erwartet, was an

einer reprasentativen Stichprobe zu Uberprifen ware.

Wie kénnen individuelle Ergebnisse des TEMOD 2 — Tests aussehen, auf deren
Grundlage dann eine Forderung eingeleitet werden kann? Hierfur kann fir jeden
teilnehmenden Schuler ein Profil erstellt werden. Abbildung 50 verdeutlicht dies an-

hand von funf zufallig ausgewahlten Schilern aus der untersuchten Stichprobe.

180



Schiiler € ﬁ J m

SchilerC

0 0,2 0.4 0,6 0.8 1 1,2

Interpretieren W pathematisieren

Werarbeiten M Strukturieren

Abbildung 50: Ergebnisprofile

Da die Skalen zu den einzelnen Teilkompetenzen nach der Itemselektion unter-
schiedlich viele Aufgaben enthalten, wurde fur die Berechnung der Skalenmittelwer-
te und der Testergebnisse der Schiler A bis E der jeweilige Wert der Skalen durch
die Anzahl der Items dividiert, so dass fir jede Skala ein theoretisches Minimum von

0 Punkten und ein theoretisches Maximum von 1.0 Punkten resultiert.

Die senkrechten Balken zeigen die Gesamtmittelwerte fir die jeweilige Teilkompe-
tenz aus der Untersuchungsstichprobe an, die waagerechten Balken das Abschnei-
den der Schiler in Bezug auf die jeweilige Teilkompetenz. Obwohl die Mittelwerte
alle recht nahe beieinander liegen, zeigt Abbildung 50, dass es doch deutliche
intraindividuelle Unterschiede bei Schiilern hinsichtlich der verschiedenen Teilkom-

petenzen gibt.

Schiler A hat deutliche Schwéchen beim Strukturieren und Verarbeiten, in denen er
entsprechend geférdert werden musste, wohingegen ihm die Ubersetzungskompe-
tenzen Mathematisieren und Interpretieren keine Schwierigkeiten bereiten. Schuler
C hat in allen Bereichen Defizite, wohingegen Schiler E nur Schwierigkeiten beim

Strukturieren hat.
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Anhand dieser Beispiele wird deutlich, wie eine individuelle Diagnostik und darauf
aufbauende Forderung aussehen konnte. Notwendig werden dann natirlich eine
Reihe von Ubungsmaterialen, die ahnlich aussehen, wie die im Test verwendeten
Items, mit denen dann die unterschiedlichen Teilkompetenzen tats&chlich auch un-

abhangig voneinander trainiert werden kdnnen.

4.3.2 Gutekriterien des Testverfahrens
Die im folgenden Abschnitt diskutierten Gutekriterien beziehen sich zunachst auf

das Instrument in der Form, wie es in der Hauptuntersuchung eingesetzt wurde. Die
Gute des aus der vorliegenden Arbeit resultierenden Verfahrens ist zweifelsohne
gesondert zu Uberprifen. Insgesamt kann davon ausgegangen werden, dass die
Gute der hier verwendeten Items, welche als Grundlage fir ein spateres Verfahren
dienen sollen, als notwendige — wenn auch nicht als hinreichende — Bedingung fur

die Qualitat des Endproduktes betrachtet werden kénnen.

4.3.2.1 Objektivitat

Wie fur ein standardisiertes Multiple-Choice-Verfahren wenig verwunderlich, stellt
die Objektivitat in der Hauptuntersuchung kein Problem dar. Bedenkt man nun je-
doch die angedachte Anwendung des Testverfahrens, so missen mdgliche Ein-
schrankungen diskutiert werden. Setzt man das TEMOD-Testverfahren als Grup-
pendiagnostikum ein, so ist zumindest innerhalb einer Klasse die Vergleichbarkeit
der Ergebnisse recht leicht zu gewahrleisten, da das Testverfahren dann jedem
Schiler unter gleichen Bedingungen vorgelegt werden kann. Dennoch ist selbst in
diesem Fall nicht auszuschliel3en, dass Lehrkrafte — sofern sie als Testleiter fungie-
ren — einigen Schilern, aber eben nicht allen, inhaltliche Hilfestellungen beim Bear-

beiten der Testaufgaben geben.

Da das Verfahren aber insbesondere als Grundlage zur individuellen Férderung
eingesetzt werden soll, sind Individualtestungen — z.B. im Rahmen von Nachhilfeun-
terricht — die wohl wahrscheinlichere Variante. Das individuelle Testergebnis muss
dann mit einer noch zu gewinnenden Norm verglichen werden und kann inhaltlich
nur dann sinnvoll interpretiert werden, wenn jede Testperson unter vergleichbaren

Bedingungen getestet wird.
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Bedeutsam ist daher die angemessene Instruktion der Testleiter, die als Grundlage
fur eine objektive Testdurchfiihrung zu sehen ist. Nur dadurch ist Bedingungskon-

stanz zu realisieren.

4.3.2.2 Reliabilitat

Bei der Diskussion der Ergebnisse aus Studie 1 wurde darauf hingewiesen, dass fur
den Test in Studie 2 eine hdhere Reliabilitat anzustreben ist, als sie in der Vorunter-
suchung erreicht werden konnte. Das Testverfahren kann diesem Anspruch gerecht
werden und weist eine zufriedenstellende bis gute Reliabilitat auf. Warum diese in
Studie 2 hoher war als in Studie 1 liegt nahe: Bei der Voruntersuchung wurde das
Auftreten versus Nicht-Auftreten der verschiedenen Teilkompetenzen lediglich durch
Beobachtungen gemessen, in der Hauptstudie hingegen durch Leistungsdaten er-
fasst. Dass Beobachter — auch bei lautem Denken — Verhalten nicht genauso zuver-
lassig erfassen kdonnen, wie dies bei Testdaten der Fall ist, ist trivial. Man kann sich
an dieser Stelle nun fragen, wie dann die hohe Reliabilitat bei den Ratings der Ma-
thematiklehrer zustande kam, wenn es sich hierbei doch auch um Fremdeinschét-
zungen handelt. Hier gilt es zu bedenken, dass Lehrkréafte zu ihrem Urteil nicht allein
aufgrund von Beobachtungen kommen, sondern auch durch das Hinzuziehen von
.harten Daten, wie Testergebnisse in Klassenarbeiten. Auch dirften die Beobach-
tungen von Lehrkréaften reliabler sein, da sich ihre Beobachtungen Uber langere Zeit-
raume und verschiedene Situationen erstrecken, wohingegen die Testleiter in der

Voruntersuchung jeweils nur wenige Stunden mit ihren Testpersonen zu tun hatten.

4.3.2.3 Validitat

Der Validitat als Gutekriterium kommt deshalb eine so grofRe Rolle zu, weil sie die
Rechtfertigungsgrundlage fur den Einsatz eines Testverfahrens bildet. Es gilt den
Nachweis zu bringen, dass der TEMOD-Test auch tatsachlich Modellierungskompe-

tenz misst und nicht etwa ein vollig anderes Konstrukt.

Um dies sicherzustellen, wurden zwei Arten der Validitat eingehend untersucht: Kri-

teriums- und Konstruktvaliditat.

4.3.2.3.1 Kriteriumsvaliditat
Alle drei zur Validierung hinzugezogenen Auf3enkriterien weisen eine Nahe zur Mo-

dellierungskompetenz auf. Dabei deckt keines die Modellierungskompetenz hinrei-
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chend gut ab, worin auch die Notwendigkeit zur Konstruktion des vorliegenden
Testverfahrens begriindet liegt. Abbildung 51 verdeutlicht einige Aspekte der Ge-

meinsamkeiten und Unterschiede zwischen den verschiedenen Konstrukten.

Modellierungs-
kompetenz

Textaufgaben

Lehrer-
urteile

Mathematische Kompetenz

Abbildung 51: AuRenkriterien zur Validierung
Anmerkung: Beim TEMOD-Score und bei den Textaufgaben gehen hohe Werte mit einer hohen Anzahl von gel6s-

ten Aufgaben einher. Lehrerurteile beziehen sich darauf, wie oft Schiler bei verschiedenen Aspekten des Modellie-
rens Schwierigkeiten haben — hohe Werte bedeuten daher eine geringe Modellierungskompetenz. Auch bei Schul-
noten bedeuten niedrige Werte hohe Leistungsfahigkeit und umgekehrt. Die Vorzeichen bei Noten und Lehrerurtei-
len sind daher negativ.

Der in Abbildung 51 durch ein Quadrat dargestellten mathematischen Kompetenz
kommt im Mathematikunterricht eine tragende Rolle zu. Wie in den Bildungsstan-
dards formuliert, ist sie das Ziel, das alle Schiler am Ende ihrer Schulzeit erreicht
haben sollen. Erfasst wird sie innerhalb des Bildungssystems unter anderem durch
Noten, jedoch in den letzten Jahren zunehmend auch auf anderen Wegen — in der
Grundschule z.B. in der IGLU-Studie (Walther et al., 2003) oder mithilfe von Ver-
gleichsarbeiten (Hosenfeld, 2005).

Es kann davon ausgegangen werden, dass diese Art der Leistungserhebung weit
weniger messfehlerbehaftet ist, als dies bei Schulnoten der Fall ist, schon allein auf-
grund der bei Schulnoten unklaren Zuordnung zu norm- oder Kriteriumsorientierten
Verfahren (Schott, 1999). Dennoch sind Schulnoten Indikatoren fiir mathematische
Kompetenz und daher auch fur die Modellierungskompetenz, welche — wie in Abbil-

dung 51 entsprechend angedeutet — eine der Facetten mathematischer Kompetenz

184



darstellt. Das TEMOD-Verfahren hat die Zielsetzung, die Modellierungskompetenz
madglichst genau zu erfassen. Dennoch wird eingerdumt, dass aufgrund von Mess-
fehlern, Schwierigkeiten bei der Operationalisierung, eventuell noch unbekannten
Storvariablen etc. keine perfekte Abdeckung des Konstrukts méglich ist, wohl aber

eine bessere Erfassung als dies mithilfe anderer Verfahren realisiert werden kann.

Die hohe Korrelation zwischen Testverfahren und Schulnoten kann als erster Indika-
tor fur die Validitat des TEMOD-| Verfahrens betrachtet werden, insofern als es an-

scheinend Aspekte der mathematischen Kompetenz misst.

Welche Aspekte der mathematischen Kompetenz sind dies aber im Einzelnen? Ist
es tatsachlich Modellierungskompetenz, die hier gemessen wird? Die Betrachtun-
gen zu den anderen beiden AulRenkriterien legen dies nahe. Modellierungskompe-
tenz wird benétigt, um Textaufgaben zu I6sen. Auch bei Textaufgaben handelt es
sich um Leistungsdaten, daher sind diese ebenso wie das Testverfahren in Abbil-
dung 51 durch Kreise dargestellt. Schulnoten und Lehrerbeurteilungen hingegen
durch Ellipsen, da sie zum einen auf verschiedenen Datengrundlagen beruhen, zum
anderen nicht als voneinander unabhangig betrachtet werden kénnen. Die Fahigkeit
zum Ldsen von Textaufgaben kann als abhangige Variable betrachtet werden, die
von den verschiedenen Teilkompetenzen des Modellierens beeinflusst ist. Je besser
die einzelnen Teilkompetenzen beherrscht werden, desto héher ist die Erfolgswahr-
scheinlichkeit (siehe auch Abschnitt 4.2.3 zur Uberpriifung dieser Theorie). Textauf-
gaben sind daher das wichtigste AuR3enkriterium zur Validierung des Verfahrens.
Der hohe Zusammenhang zwischen der Fahigkeit zum Ldsen von Textaufgaben
einerseits und dem Gesamtscore andererseits kann daher als weiterer Indikator fur
die Validitat des Verfahrens betrachtet werden. Als letztes Kriterium wurde die Beur-
teilung der Modellierungskompetenz durch die Lehrkrafte hinzugezogen. Aufgrund
der Tatsache, dass die hierflir verwendeten Items eine 1:1 Umsetzung der Unter-
kompetenzen darstellen, kann der Zusammenhang zwischen diesen Urteilen und
den TEMOD-I Items gleichzeitig als ein Mal} fir die Giite der Operationalisierung
des Konstrukts Modellierungskompetenz durch eben diese Items betrachtet werden.
Der deutliche Effekt dieses Zusammenhangs bestétigt diese Giite einerseits, ande-

rerseits fungiert er als dritter Indikator fir die Kriteriumsvaliditat des Verfahrens.

Dass die Korrelation mit Schulnoten kleiner ist als die mit Textaufgaben und diese
wiederum geringer als die mit den Urteilen, ist dartber hinaus ebenfalls theoriekon-
form: Der Zusammenhang wird héher mit zunehmender Nahe des Aul3enkriteriums

zum zu untersuchenden Konstrukt.
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4.3.2.3.2 Konstruktvaliditat
Die konfirmatorischen Faktorenanlysen legen nahe, dass auch die Konstruktvalidtat

des Verfahrens als gegeben betrachtet werden kann. Dies lasst sich zum einen aus
der Tatsache ableiten, dass alle Items signifikant auf ihren Referenzfaktoren laden
und die Zuordnung insofern eindeutig ist, dass bei allen Items (auf3er S06, welches
selektiert wurde) keine Nebenladungen auf andere Faktoren in den
Modifkationsindizes angezeigt werden. Die verbleibenden 35 Items messen also 4

unterschiedliche Teilkompetenzen, denen sie sich auch eindeutig zuordnen lassen.

Auch sprechen die Kriterien aus den Fit-Indizes zum gré3eren Teil fur die Gute des

Modells, auch wenn der CFl in dieser Hinsicht eine Ausnahme darstellt.

Die hohe Korrelation zwischen Mathematisieren einerseits und Interpretieren ande-
rerseits liel3 es interessant scheinen, der Frage nachzugehen, ob ein gemeinsamer
Faktor fur beide Teilkompetenzen einen besseren Modellfit zur Folge hat, sprich: die
Daten besser beschreiben kann. Dieser verandert sich jedoch im revidierten Modell
nicht — was wenig verwunderlich ist, bedenkt man, dass aus statistischer Sicht eine
Gleichsetzung zweier Faktoren, die ohnehin fast perfekt miteinander korrelieren,

eine kaum merkliche Veranderung im Modell darstellt.

Trotzdem liegt es nahe, sich mit der Frage zu beschéftigen, ob Mathematisieren und
Interpretieren tatséchlich als zwei unterschiedliche Teilkonstrukte aufgefasst werden
sollten, wenn die Empirie beide fir identisch befindet. Grundsatzlich lassen sich fur
beide Perspektiven — und somit auch fir beide Messmodelle — stiitzende Argumente

finden.

Mathematisieren beschreibt den Ubersetzungsvorgang von Informationen aus dem
realen Leben in die mathematische Sprache der Ziffern, Zeichen, Symbole und
Operatoren, oder anders ausgedriickt: die Ubertragung von einem Symbolsystem in
ein anderes. Interpretieren beschreibt nichts anderes als den genau umgekehrten
Prozess. In beiden Fallen geht es also um Ubersetzungsprozesse, die sich nicht
inhaltlich voneinander unterscheiden, sondern sich lediglich spiegelbildlich zueinan-
der verhalten. Dies erklart die hohe Korrelation zwischen beiden Faktoren und

spricht dafir, beide Teilkompetenzen als eine zu behandeln.
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Andererseits darf nicht vergessen werden, dass sich die aus den empirischen Er-
gebnissen abgeleiteten Informationen nicht tatsachlich auf die kognitiven Prozesse
beziehen, sondern auf die Operationalisierung dieser kognitiven Prozesse, in die-
sem Fall in Form der verwendeten Items. Die Items zu Mathematisieren und Inter-
pretieren unterscheiden sich in ihrer Form lediglich dadurch voneinander, dass beim
Mathematisieren die mathematischen Sprachelemente in den Antwortalternativen
befinden, beim Interpretieren hingegen im Itemstamm. Ob die Testpersonen jedoch
die Items in der vorgegebenen Reihenfolge l16sen, sprich: Die im Itemstamm in einer
Sprache formulierte Information erfassen und in eine andere Sprache Ubersetzen
und diese dann mit den Antwortalternativen vergleichen oder ob sie eher nach dem
Ausschlussverfahren vorgehen und die einzelnen Antwortalternativen Ubersetzen,
um sie mit dem Inhalt des Itemstammes zu vergleichen, kann aus den Ergebnisda-

ten nicht geschlossen werden.

Beim Einsatz von Multiple-Choice-ltems kann sich der Modellierer also aussuchen,
welchen Ubersetzungsweg er gehen mdéchte, wahrend beim Modellieren ,in vivo®
keine Alternativen vorgegeben sind und man daher immer von vorne nach hinten
arbeiten muss. Es kann deshalb nicht ausgeschlossen werden, dass sich hinter der

scheinbaren Identitat von Mathematisieren und Interpretieren ein Artefakt verbirgt.

Aufschluss geben kénnten hierzu Studien, bei denen man Testpersonen beim Bear-
beiten solcher Multiple-Choice-Aufgaben laut denken lasst um dann zu vergleichen,
welche Unterschiede sich in den kognitiven Prozessen beim Mathematisieren im

Vergleich zum Interpretieren ergeben.

Da sich aus der Trennung beider Teilkompetenzen keine Nachteile ergeben (selbst
die Testokonomie lasst sich kaum merklich verbessern, wenn man nur drei statt vier
Faktoren untersucht), liegt es nahe, das Vier-Faktoren-Modell beizubehalten, solan-
ge unklar ist, was sich hinter dem hohen Zusammenhang zwischen beiden Teilkom-

petenzen verbirgt.

Die Tatsache, dass das Vier-Faktoren-Modell in der Literatur zu Modellieren als
etabliert gilt, sollte jedoch nicht als Grundlage fiir eine Rechtfertigung dieses Mo-
dells dienen dirfen. Im Gegenteil lasst es zu wiinschen Ubrig, dass sich die gesam-
te theoretische Diskussion und die sich aus ihr ergebenden praktischen Anwendun-

gen auf ein Modell stiitzen, das nie empirisch auf seine Gultigkeit Gberprift wurde.

Die Sinnhaftigkeit des Modellierungszyklus lieRe sich noch weiter anzweifeln, be-

trachtet man die grol3en Interkorrelationen zwischen einzelnen Teilkompetenzen.
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Strukturieren und Mathematisieren / Interpretieren haben immerhin auch 86,3% ge-
meinsame Varianz. Macht eine unabhéngige Betrachtung der verschiedenen Teil-
kompetenzen Uberhaupt noch Sinn, wenn die Wahrscheinlichkeit extrem hoch ist,
dass jemand der in einem der vier Bereiche Schwierigkeiten hat, in den anderen

ebenfalls geférdert werden muss?

An dieser Stelle gilt es zu bedenken, dass die Zusammenhdnge hoch, aber eben
nicht perfekt sind. Abgesehen von der Ubereinstimmung zwischen Mathematisieren
und Interpretieren gibt es zwischen den Konstrukten eben auch Varianzanteile, die
sich nicht gemeinsam erklaren lassen. Eben diese Anteile bilden die Grundlage fur
intraindividuelle Unterschiede, die zu unterschiedlichen Leistungsprofilen fiihren
kénnen, bei denen eine Teilkompetenz starker ausgepragt ist als die andere. Der
hohe Zusammenhang — sogar zwischen Mathematisieren und Interpretieren — bleibt
darliber hinaus ein statistischer und kein deterministischer, sprich: es ist anzuneh-
men, dass es sehr wohl Personen gibt, bei denen eine Kompetenz sehr gut, die
andere Uberhaupt nicht beherrscht wird. Bei eben diesen Personen lohnt sich eine
gezielte Férderung. Und sie aus der Gruppe von denen herauszufinden, die ein ho-
mogenes Leistungsprofil aufweisen, ist mit dem vorliegenden Verfahren relativ ein-
fach. Abbildung 50 verdeutlichte diesen Sachverhalten anhand einiger zuféllig aus-
gewahlter Probanden. Denn dass Modellierungskompetenz im Allgemeinen diag-
nostiziert und bei entsprechenden Mangeln geférdert werden muss, steht aul3er
Frage und &ndert sich auch nicht durch die offensichtliche Vermengung der theore-
tisch postulierten Teilkonstrukte. Als redundant kann ein Faktor namlich nur dann
angesehen werden, wenn man aufgrund der Werte der anderen Faktoren das Ab-
schneiden des Probanden sicher pradizieren kann (Moosbrugger & Hartig, 2002)

und dies ist bei der Modellierungskompetenz nicht der Fall.

4.3.2.4 Nebengutekriterien
Neben den Hauptgutekriterien Objektivitat, Reliabilitdt und Validitat gibt es bei der

Beurteilung eines Testverfahrens auch noch sieben Nebengutekriterien zu beach-

ten, auf welche im Folgenden kurz eingegangen werden soll (Kubinger, 2003).

Das Gutekriterium der Skalierung bezieht sich darauf, dass hinter der beim Messen
vorgenommen Zuordnung von einem empirischen zu einem numerischen Relativ ein
mathematisch-statistisches Messmodell zu stehen hat. Dies bezieht sich z.B. auf die
im Rahmen der klassischen Testtheorie nicht Gberprifte Annahme, dass ein Sum-
menscore Uberhaupt als adaquater Indikator fur die Fahigkeitsauspragung einer

Person angesehen werden kann. Dahinter steckt die Frage nach der
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Dimensionalitat eines Verfahrens: Das Bilden von Summenscores ist letztlich nur
dann gerechtfertigt, wenn alle Items das gleiche latente Konstrukt messen. Beim
TEMOD Verfahren haben die konfirmatorischen Faktorenanalysen gezeigt, dass
das Unterscheiden von Mathematisieren und Interpretieren statistisch gesehen
eventuell nicht sinnvoll ist. Aus inhaltlichen und vor allem auch aus didaktischen

Grinden ist diese Trennung aber dennoch angezeigt.

Bevor das vorliegende Testverfahren tatsachlich zuverlassig zur Diagnostik von
Modellierungskompetenz eingesetzt werden kann, ist eine Normierung erforderlich —
madglichst an einer reprasentativen, zumindest jedoch an einer spezifisch reprasen-
tativen Stichprobe. Spezifisch reprasentativ meint hierbei (im Vergleich zu global
reprasentativ), dass zwar nicht alle Merkmale sich so verteilen wie in der Population
aber zumindest die fur die Fragestellung (bekanntlich) relevanten Merkmale (Bortz &
Doring, 2002). Dies betrifft in diesem Fall z.B. den — wie oben bereits erwahnt —
durch die Selbstselektion der Schulen eventuell verzerrten Anteil nichtdeutscher

Schiiler in der Untersuchungsstichprobe.

Was die Testokonomie angeht, so wurde an anderer Stelle bereits ausfuhrlich da-
rauf eingegangen, dass durch den hier verwendeten diagnostischen Zugang in kuir-
zester Zeit eine Fille an prazisen und foérderrelevanten Informationen gewonnen
werden kann, wie es bisher im deutschsprachigen Raum und in Bezug auf die anvi-

sierte Zielgruppe nicht moglich ist.

Auch die Nutzlichkeit des Verfahrens ist nicht in Zweifel zu ziehen, betrachtet man
die im theoretischen Teil diskutierten Aspekte der Wichtigkeit mathematischen Mo-
dellierens. Es darf an dieser Stelle nicht vergessen werden, dass sich gerade aus
der Diagnostik als solche wiederum neue Ansatzpunkte fiur die Didaktik der Model-
lierungskompetenz ergeben. Dies kann beispielsweise darin begrindet liegen, dass
aus einem differenzierten Leistungsprofil einer Klasse auch differenzierter Unterricht
effektiv realisiert werden kann, quasi im Sinne einer individuellen Férderung von
verschiedenen Subgruppen, deren Starken und Schwachen sich jeweils voneinan-

der unterscheiden.

Kubinger (2003, S. 202) definiert Zumutbarkeit als die Gestaltung eines Testes da-
hingehend, dass ,die Tp physisch sowieso und psychisch in Bezug auf ihre energe-
tisch-motivationale und emotionale Beanspruchung geschont wird.“ Vergleicht man
den Test zur Erfassung von Modellierungskompetenzen mit einer flr die Altersgrup-

pe Ublichen Klassenarbeit in Mathematik, so kann davon ausgegangen werden,
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dass das Testverfahren von vergleichbarer Zumutbarkeit ist. Dies resultiert aus dem
ahnlichen Aufbau der Items einerseits und aus der L&nge des Tests andererseits.
Fur Grundschulkinder dirfte zwar das Multiple-Choice-Format zur Leistungserfas-
sung eine relativ neue Methode darstellen, mit der Testpersonen jedoch leicht ver-

traut gemacht werden kénnen.

Was die Unverfalschbarkeit des Verfahrens angeht, so ist diese schon allein des-
halb als tendenziell eher unproblematisch zu betrachten, als dass es sich hier um
einen Leistungstest handelt, der bekanntlich nur nach unten verfélscht werden kann,
beispielsweise bei mangelnder Motivation der Testperson. Es gilt daher, zum einen
madglichst abwechslungsreiche Items einzusetzen und zum anderen den Schilern
im Sinne eines ,informed consent” (Bortz & Doring, 2002) zu verdeutlichen, warum

eine zuverlassige Diagnostik fiir sie von so grof3er Relevanz ist.

Lediglich die Fairness ist kritisch zu betrachten: Die Items sind (abgesehen vom
Bereich ,Verarbeiten*) deutlich textlastig und benachteiligen daher eventuell Pro-
banden nichtdeutscher Herkunft, denen es weniger am Textverstandnis als vielmehr
am Sprachverstdndnis mangelt. Da eine nichtsprachliche Form des Verfahrens
schwer denkbar ist, kann zum jetzigen Zeitpunkt nur die Empfehlung gegeben wer-
den, entsprechende Variablen bei der Interpretation der Ergebnisse einschrankend

zu berucksichtigen.

Alles in allem fallt die Beurteilung des Verfahrens in Bezug auf die Gutekriterien
positiv aus, womit fiir den Einsatz des TEMOD in der Praxis die entsprechende

Rechtfertigungsgrundlage geschaffen ware.
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4.3.3 Der Modellierungszyklus als normatives Modell

Seit einigen Jahren wird in der Bildungsforschung der Bedarf nach Betrachtung der
Klassen- und Schulebene zur Erklarung von Schilerleistungen akzeptiert. Bedenkt
man, dass fur die Entwicklung der Lesekompetenz die Schule, in der ein Schiiler
sich befindet, weitaus mehr Varianz erklaren kann als die individuellen Hintergrund-
variablen Familienhintergrund, Alter und Geschlecht zusammengenommen
(Mortimore, Sammons, Stoll, Lewis & Ecob, 1988), so wird deutlich, dass es nicht
mehr zeitgemal sein kann, Leistungsdaten im Bereich der Schul- und Bildungsfor-
schung nur auf Individualebene zu betrachten (Helmke & Weinert, 1997). Auch im
Bereich der Mathematikleistung konnten Effekte der Klassen- bzw. Schulebene
nachgewiesen werden (Young, 1998; Webster & Fisher, 2000; Schreiber, 2002).

Diesem Umstand wurde hier Rechnung getragen, eine Vorgehensweise, die sich a
posteriori dadurch rechtfertigen lasst, dass es in der Tat auf Klassenebene Varianz
in der Modellierungskompetenz gibt. Die Erklarung dafir liegt auf der Hand: Da
Schiiler in einer Schulklasse gemeinsam (also unter gleichen zeitlichen, raumlichen
und situativen Bedingungen sowie durch die gleiche Lehrkraft) ihre Modellierungs-
kompetenz erworben haben ist es naheliegend, dass es bezlglich des Leistungsni-
veaus innerhalb einer Klasse weniger Unterschiede gibt, als zwischen den Klassen
(Schwetz, 2003).

Die Ergebnisse auf der Basis der einfachen Regressionen zeigen, dass ein Ran-
dom-Intercept-Modell die Daten passend beschreibt, da hierbei dem Umstand
Rechnung getragen wird, dass die Klasse bei der Erklarung der Modellierungsleis-
tung eine Rolle spielt. Die Random-Slope-Modelle mussten hingegen erwartungs-
geman verworfen werden. Die Bedeutung der einzelnen Teilkompetenzen ist Uber

alle Klassen hinweg annahernd gleich.

Gleichzeitig konnte durch die multiple Regression gezeigt werden, dass jede einzel-
ne Teilkompetenz einen wichtigen Beitrag fur die Modellierungsleistung liefert. Da
die B-Gewichte der einzelnen Teilkompetenzen alle in einem &hnlichen Bereich lie-
gen, kann davon ausgegangen werden, dass letztlich auch auf die Férderung jeder

einzelnen Kompetenz gleich viel Wert zu legen ist.

Dartber hinaus kann der durch das Modell erklarte Varianzanteil als groRer Effekt
bezeichnet werden. Daraus kann gefolgert werden, dass in der Tat jede dieser

Kompetenzen beherrscht werden muss, um erfolgreich modellieren zu kénnen. Dies
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bestétigt nicht nur den Modellierungszyklus in seiner theoretisch postulierten Form
an sich, sondern auch seine Funktion als normatives Modell. Andererseits zeigt je-
doch auch der grofRe Anteil an nicht erklarter Varianz, dass es neben den Teilkom-
petenzen noch eine Reihe von anderen Variablen geben muss, die fir das erfolgrei-
che Modellieren relevant sind. Uber diese kénnen lediglich Vermutungen angestellt
werden. Arbinger (1997) nennt drei Arten von Wissen, die zum Ldsen von mathema-
tischen Textaufgaben von Bedeutung sind. Neben bereichsbezogenem Wissen
(was analog zur Verarbeitungskompetenz angesehen werden kann) und strategi-
schem Wissen (was sich z.B. in den Strukturierungskompetenzen widerspiegelt) ist
auch metakognitives Wissen vonnoten. Dieses kann aufgefasst werden als Wissen
um den Modellierungszyklus, welches zentral fur die adaquate Steuerung des eige-
nen Vorgehens beim Modellieren zu betrachten ist. Vielleicht — aber hierbei begibt
man sich deutlich in den Bereich der Spekulation — gehen gute Modellierer eher den
direkten Weg entlang des Modellierungszyklus und weisen weniger Abweichungen

auf, wie sie in Studie 1 untersucht wurden.

192



5. Zusammenfassende Diskussion und Ausblick

Der in Kapitel 1 dargelegte theoretische und empirische Hintergrund zu Modellieren
lasst einerseits deutlich werden, welch tragende Rolle Modellierungskompetenz
spielt und wie wichtig es ist, diese bereits friihzeitig zu diagnostizieren und entspre-
chend zu fordern. Gleichzeitig wird aus grof3en Forschungsprojekten wie IGLU (Wal-
ther et al., 2003) und PISA (PISA — Konsortium Deutschland, 2001) deutlich, dass
die Modellierungskompetenz bei einem grof3en Teil der deutschen Schiler nicht so
entwickelt ist, wie dies wiinschenswert ware. Andererseits zeigt sich beim Studium
der Literatur zum Themenkreis um Modellieren und Modellierungskompetenzen
aber auch ein erheblicher Mangel an empirischen Studien zur Untermauerung der

die Bildungsforschung beherrschenden Theorien.

Die meisten Arbeiten stammen aus dem padagogischen oder mathematisch-
didaktischen Bereich, weshalb man die in der psychologischen Forschung tblichen
Verfahren und Vorgehensweisen weithin vermisst. Zum einen hapert es daher oft
bereits an der theoretischen Fundierung von Konstrukten. Man denke z.B. an die
Bildungsstandards, wo Problemlésen und Modellieren zwei unterschiedliche Dimen-
sionen von mathematischen Kompetenzen beschreiben sollen. Man kann jedoch
Modellieren als Problemlésen auffassen, auch wenn nicht umgekehrt jede Art des
mathematischen Problemlésens auch als Modellieren bezeichnet werden kann, da
es auch mathematische Probleme gibt, die nicht im Bezug zur Alltagswelt stehen,
z.B. das Beweisen eines mathematischen Satzes. Es ware durchaus mdglich, Bil-
dungsstandards vor dem Hintergrund kognitionspsychologischer Theorien zu formu-
lieren, dies ist jedoch nicht der Fall. Neben dieser Freiheit von Theorie kommt er-
schwerend noch die Freiheit an Empirie hinzu: So sind die Bildungsstandards eben
leider auch nicht empirisch belegt — z.B. durch Faktorenanalysen in ihrer

Dimensionalitat bestatigt. Gleiches gilt auch wiederum fir Modellieren:

Der Modellierungszyklus wird in der Literatur als gangiges Modell gehandelt, um
Modellierungsprozesse beim Lésen von mathematischen Problemen zu beschrei-
ben, womit ihm eine deskriptive Funktion zuteil wird. Die Studien zur Uberprifung
dieser deskriptiven Funktion sind diinn geséat und stitzen sich auf Untersuchungs-
methoden, die nur als eingeschrénkt valide betrachtet werden koénnen (z.B.

Borromeo Ferri, 2006).
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Andererseits dient der Modellierungszyklus aber auch als didaktische Grundlage,
wenn Lernenden Modellierungskompetenzen vermittelt werden sollen. In den zahl-
reichen (v.a. auf Universitéatsniveau, z.B. Geng, 2003) existierenden Modellierungs-
kursen wird vermittelt, dass die im Modellierungszyklus formulierten Stadien und
Prozesse nacheinander abgearbeitet werden muissen, um zu einer optimalen L6-
sung zu gelangen. Dies aber macht den Modellierungszyklus gleichzeitig auch zu
einem normativen Modell. Hierfur aber fehlt nun tatséachlich jedwede empirische

Grundlage.

Letztlich besteht dariiber hinaus eine Liicke bei der diagnostischen Betrachtung von
Modellierungskompetenzen. Zwar wurde von Haines und Kollegen (z.B. Haines &
Crouch, 2001) herausgearbeitet, dass das unabhdngige Erfassen der Teilkompe-
tenzen mithilfe von Multiple-Choice-ltems die Methode der Wahl bei der Diagnostik
von Modellierungskompetenzen darstellt — was sicherlich als Durchbruch zu werten
ist — gleichzeitig erbringt das von den Autoren entwickelte und von vielen anderen
eingesetzte und flr eigene Zwecke adaptierte Instrument nicht den Nachweis der
Validitat. Zu zeigen gilt, dass mit solchen Items tatsachlich auch Modellierungskom-

petenz gemessen wird.

Gleichzeitig beschranken sich die mit dem Haines-Verfahren unternommenen diag-
nostischen Bemuhungen allein auf den sekundaren und tertidren Bildungsbereich.
Dabei muss klar sein, dass gerade eine besonders frihe Férderung wichtig und

zielfihrend ist.

Aus diesen drei offen bleibenden Fragestellungen leiteten sich die Zielsetzungen
der vorliegenden Arbeit ab, namlich die Prifung des Modellierungszyklus auf Eig-
nung als deskriptives sowie als normatives Modell und die Entwicklung und Validie-
rung von Items zur Erfassung von Modellierungskompetenz am Ende der vierten

Jahrgangsstufe.

Die Ergebnisse der ersten Studie deuten darauf hin, dass der Modellierungszyklus
in seiner bisherigen Form nicht als angemessenes deskriptives Modell fungieren
kann, da einerseits die Teilkompetenz Validieren scheinbar realiter nicht zum Ein-
satz kommt und anderseits die Reihenfolge der Stadien vielmehr ein rekursives Mo-
dell nahelegt. Ein neues — an die Datenlage angepasstes — Modell wurde daher
vorgeschlagen. Fraglich bleibt, worin die beobachteten interindividuellen Unter-
schiede in der Reihenfolge der Bearbeitung von Teilkompetenzen zu begrinden

sind. Dies zu untersuchen ist zundchst besonders deshalb schwierig, da noch keine
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Hypothesen dariber vorliegen, welche Variablen es sein konnten, die das Vorgehen
beim Modellieren beeinflussen. Weitere und intensivere Untersuchungen mithilfe
Protokollen lauten Denkens kénnten eingesetzt werden um diesbezlglich Hypothe-

sen zu generieren und anschlieRend zu Uberprifen.

Die Eignung als normatives Modell hingegen liel3 sich durch Analysen aufgrund der
in Studie 2 erhobenen Daten bestétigen. Insofern rechtfertigt die Empirie die Exis-
tenz des Modellierungszyklus in seiner theoretisch postulierten Form. Wie die
mehrebenenanalytische multiple Regression zeigt, sind die vier Teilkompetenzen in
der Form, wie sie durch das entwickelte Testverfahren erfasst werden, jeweils von

signifikanter Bedeutung fur die Erklarung der Losungswahrscheinlichkeit.

Kritisch anmerken lasst sich sicherlich, dass hierbei per se keine Aussagen uber die
Reihenfolge der Teilprozesse getroffen werden. Selbst wenn man zeigen kann, dass
die schrittweise Aufnahme von Teilkompetenzen als Pradiktoren in eine Regressi-
onsgleichung jeweils einen deutlichen Zuwachs in R2 zur Folge haben (eine ent-
sprechende Analyse findet sich im Anhang, sie muss jedoch aufgrund der Vernach-
lassigung der Mehrebenenstruktur mit Vorsicht interpretiert werden), so zeigt dies
zwar, dass jede zusétzlich aufgenommene Teilkompetenz einen Erklarungswert
Uber denjenigen der anderen Teilkompetenzen hinaus aufweist und bestétigt so
gewissermalfien die inkrementelle Validitdt des Modells in sich, sagt jedoch noch
nichts dartiber aus, ob auch die Modellierungsprozesse an sich in dieser Reihenfol-

ge ablaufen missen, um in einer optimalen Lésung zu resultieren.

Hier sind weitere Studien notwendig, die sich gezielt der Frage annehmen, ob die im
deskriptiven Modell des Modellierungszyklus formulierten rekursiven Prozesse einen
Einfluss auf die Qualitat der Aufgabenlésung haben und wenn ja, ob dieser positiver

oder negativer Natur ist.

Der nicht durch die Modellierungskompetenzen zu erklarende Anteil der Varianz in
den Textaufgaben weist jedoch auch darauf hin, dass es anscheinend weitere —
bisher noch nicht bekannte — Variablen gibt, die das Ergebnis des Problemlésepro-
zesses beeinflussen. Denkbar ist zum Beispiel der Einfluss von Gedachtnisleistung.
Typische Strategien, wie das Vorgehen beim schriftlichen Dividieren, sind im Lang-
zeitgedachtnis abgespeichert und missen bei der Bearbeitung von konkreten Auf-
gaben abgerufen und eingesetzt werden. Auch das Einmaleins, welches als Grund-
lage fir viele Aufgaben in der vierten Jahrgangsstufe gilt, wurde von den Schilern

zuvor wie ein Gedicht auswendig gelernt. Schwierigkeiten beim Abruf dieses verba-
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len Codes kdnnen zwar theoretisch wettgemacht werden, indem man sich das Er-
gebnis herleitet, dirften jedoch den Problemldseprozess trotzdem beeintréachtigen
(Imbo & Vandierendonck, 2007).

Des Weiteren gibt es Untersuchungen, die sich dem Ph&nomen ,Math Anxiety*, also
Angst vor Mathematik widmen. Auch diese kdnnte beim Modellieren insofern eine
Rolle spielen, dass selbst beim grundsétzlichen Beherrschen aller Teilkompetenzen
der tatsachliche Lésungsprozess durch Math Anxiety beeintréchtigt wird. Denn die-
se wirkt bekanntermal3en vermittelt Gber das Arbeitsgedachtnis: Angst braucht kog-
nitive Kapazitat, die dann entsprechend in geringerem Maf3e zum Lésen der Pri-
maraufgabe zur Verfigung steht (Ashcraft & Kirk, 2001). Wenn dies schon bei ein-
fachen Rechenaufgaben gilt, so kann vermutet werden, dass dies bei komplexen
Modellierungsaufgaben erst recht der Fall ist, da gerade das Abschreiten der diver-
sen Stadien und Prozesse entlang des Modellierungszyklus metakognitive Prozesse
erfordern. Neben Angst ist auch die von der Person selbst wahrgenommene
Schwierigkeit beim Lernen von Mathematik als Einflussfaktor auf Mathematikleis-

tungen (im Bereich der Arithmetik) identifiziert worden (Karzmark, 2009).

Inwieweit auch Personlichkeitseigenschaften fur die interindividuellen Unterschiede
in mathematischen Leistungstest eine Rolle spielen kdnnen, ist schwer zu beantwor-
ten, da man bisher vergeblich nach entsprechenden Studien sucht. Lediglich eine
Untersuchung von Hogan & Parlapiano (2008) beschéftigt sich mit dem Zusammen-
hang von ,Quantitative Estimation Skill* (was jedoch wiederum nur wenig Uber-
schneidung mit Mathematik im engeren Sinn hat) und den Faktoren des 16 PF, wo-
bei sich lediglich ein Zusammenhang mit dem Faktor Independence (in der deut-
schen Version entspricht dies den Faktor E: Soziale Anpassung vs. Selbstbehaup-
tung), der sich jedoch theoretisch nur schwer erklaren lasst. Auch im Bereich Per-
sonlichkeit sind also weitere Studien vonnéten um sich Klarheit tber eventuelle wei-

tere Einflussgréf3en zu verschaffen.

Zunachst aber verschaffen die fir die Hauptuntersuchung entwickelten Items eine
Mdglichkeit, Modellierungskompetenzen von Grundschulabgangern objektiv, reliabel
und valide zu messen. Weitere Untersuchungen sind allerdings nétig, um einen aus
den Items resultierenden Test zu normieren, damit Einzelergebnisse besser inter-

pretierbar werden.

Damit ist zunachst eine diagnostische Grundlage geschaffen, die dann als Aus-

gangsbasis fur eine individuelle Férderung von Schilern betrachtet werden kann.
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Hier sind dann die Lehrkréfte gefragt, z.B. durch differenzierten Unterricht gezielt auf
die im Ergebnisprofil deutlich gewordenen Starken und Schwéchen der Schiiler ein-
zugehen.

Die Bedeutung von Lehrkréaften darf aber keinesfalls dergestalt unterschatzt werden,
dass angenommen wird, diese kAmen erst zu diesem Zeitpunkt ins Spiel. Im Gegen-
teil wird bei den in Kapitel 4.2.3 berichteten Mehrebenenanalysen an dem auf Klas-
senebene erklarbaren Varianzanteil deutlich, dass die Zugehorigkeit zu einer be-
stimmten Schulklasse einen signifikanten Einfluss auf die Modellierungskompetenz
eines Schillers hat. Eine auf Klassenebene variierende Variable ist die der jeweili-
gen Lehrkraft. Es kann daher vermutet werden, dass es eine Rolle spielt, wie gut
oder schlecht Lehrer in der Lage sind, Modellierungskompetenzen entsprechend zu
vermitteln.

Eine Befragung des Bildungsbarometers (Jager-Flor & Jager, 2008) zeigt allerdings,
dass 31,5% aller Schiler ihren Mathematiklehrern die Note 4 oder schlechter auf
ihre Fahigkeit, mathematische Sachverhalte verstandlich zu erkléaren, geben wir-
den. Um Schilern Modellierungskompetenzen zu vermitteln, muss also bereits bei
der Professionalisierung von Lehrkréften begonnen werden. Diese miissen gezielt
ausgebildet sein dahingehend, was unter Modellierungskompetenzen zu verstehen

ist und wie man diese erkennen und entsprechend férdern kann.
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ANHANG C:
Modellierungsaufgaben aus Studie 1 mit Operationali  sierungsvorschriften

Freizeitpark

Vom Ponyreiten zum
Spielplatz? Das sind
zweihundert Meter ...

Boots-
verleih

Uli fahrt gerade auf der Wasserrutsche, als seine Mutter auf dem Handy
anruft.

,Hallo Uli! Bitte komm auf dem kirzesten Weg zur kleinen Achter-
bahn!“

Welchen Weg sollte Uli einschlagen? An welchen Stationen kommt er
vorbei?
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I: Strukturieren

r

je-

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
S1 Textverstehen / Problem in eigenen Hinweise darauf, dass das Problem ve
Worten wiedergeben standen wurde = Uli befindet sich an
Punkt X, seine Mutter an Punkt Y
Vp gibt den Text der Aufgabenstellung
in eigenen Worten wieder
S2 | GroRen benennen: Gegeben / Gesucht AuRerungen dariiber, welche GroRen ¢
geben und gesucht sind (geht einen
Schritt weiter als S1): Gesucht ist die
Lange der Strecke X....
(S3 | Beziehungen zwischen Variablen re-
konstruieren)
S4a | Suche nach problemrelevanten Informa- Suche der Ausgangs- und Zielposition
tionen auf der Karte
Suche nach der Strecke: Ponyreiten —
Spielplatz (Sprechblase)
Zusammentragen von einzelnen Stre-
ckenlangen
S4b | Trennung zwischen relevanter — irrele- Unterscheidung von Zahlenwerten, die

vanter Information

zur Problemlésung benétigt werden un
solchen, die nicht benétigt werden — wi
terer Verlauf der Ernte in drei Jahren

o

01%
]

wird als unnétig erkannt
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Il: Mathematisieren

N

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
M1 | Mathematisieren von Grof3en und Be- LAddieren“ von Streckenabschnitten
ziehungen (Zahlworter => arabische wird ausdriicklich genannt
Ziffern) Identifikation der kiirzesten Strecke: A
(Verbalisierungen => Operationen) B.
Sprechblase => Umwandlung in arabi-
sche Ziffer (Nachfrage VL: Wie schreibt
man das hin?)
GroRenvergleich dariiber, welche Zahl
am grof3ten ist
(M2 | Deren Anzahl und Komplexitét verrin-
gern)
M3 | Angebrachte mathematische Notation

/ Skizzen (= formal korrekte Schreib-
weise)

Formal korrektes Vorgehen bei der Ant
weisung zum schriftlichen Addieren der
Einzelstrecken
Z.B. Zahlen richtig untereinander schrei-
ben (noch nicht rechnen)

l1l: Verarbeiten

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
\l Mathematisches Wissen zur Problemlg- Einsatz einemathematischenL6-
sung nutzen (z.B. korrekt schriftlich sungsstrategie, unabhéngig von deren
Rechnen) Qualitat (also z.B. Rechenfehler) — nicht
codieren, wenn z.B. Streckenlangen per
Augenmal? verglichen werden, oder nur
verbale Beschreibungen der Strecke efr-
folgen, ohne Langenvergleiche
V2 Heuristische Strategien (,geschickt Einsatz von Strategien, um den L6-

Rechnen")

sungsprozess zu vereinfachen oder zu
beschleunigen

Hier z.B. die 350 m des jeweils ersten
Streckenabschnittes nicht
mitzuverrechnen, da diese Information
fur alle drei Stecken gleich und somit flir
den Vergleich irrelevant ist
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IV: Interpretieren

VAR

Beschreibung allgemein

Aufgabenspezifisch

Interpretation im auRermathematische
Kontext

Formulierung eines Antwortsatzes, der
sich auf die Ausgangsfrage bezieht
Formulierung dieser Antwort sprachli-
chen Format. Also: ,Uli sollte zum Po-
nyreiten, dann zum...." statt ,die Kir-
zeste Stecke hat 950 m*“

Verallgemeinerung der Losung (fak.)

Formulierung einer Antwort, die vom
konkreten Problem losgel6st uatige-
mein ausgedriickt ist

~-Wenn man von X zu Y gelangen will,
dann ist Strecke z, die beste Losung,
weil ...."

Kommunikation der Ergebnisse in math.

Sprache

(Allgemeine) Reflektion tber died-
sungin mathematischer Sprache (wonpit
nicht die Nennung eines reinen Zahler
werts als Losung gemeint ist!!!l) = Bei
12 oder 12 werden mathematische Aus
driicke verwendet!

Sondern die Verwendung von korrekten
mathematischen Ausdriicken in der
sprachlichen Kommunikation der Er-
gebnisse

Ausdriicke wie ,Janger als” (nicht:
schneller als), ,Strecke” (nicht: Weg).
Etc.

V: Validieren

VAR

Beschreibung

Beschreibung

Aufgabenspezifisch

El

Innermathematische Validierung

Jedwedes kritisches Hinterfragen der
Richtigkeit eines Schrittes im Lésungs
prozess — bezogen auf innermathemati-
sche Aspekte
Z.B. Gegenprobe, Regeln und Gesetze
(,Bei der Addition zweier dreistelliger
Zahlen kann keine zweistellige Zahl
herauskommen, ich muss mich also
verrechnet haben).

E2

AuRermathematische Validierung

Jedwedes kritisches Hinterfragen der
Richtigkeit eines Schrittes im Lésungs
prozess — bezogen auf auRermathemati-
sche Aspekte

Z.B. Uberpriifung an einem entspre-
chenden Vorstellungsbild aus der Rea-
litat: ,Kann es sein, dass innerhalb ei-
nes Freizeitparks zwei Punkte um 40km
auseinander liegen?
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Spanischer Ackerbau

Im schdnen Spanien liegen die Dorfer Desastro und Fortuna. Beide le-
ben vom Getreideanbau. Da Fortuna eine wesentlich groRere Flache
zum Bebauen hat, bringt die Ernte immer weit mehr ein, als im kleinen
Desastro.

Pro Flacheneinheit Ackerland erntet man in Fortuna 3 Sacke Getreide.
Die Bauern aus Desastro setzen dieses Jahr einen neuen Diinger ein und
ernten pro Flacheneinheit 5 Sacke Getreide. Nach drei Jahren werden
es sogar 6 Sacke sein.

Kann Desastro dieses Jahr nun endlich mehr Getreide ernten als Fortu-
na?

?

Fldchen-
einheiten

11 Fléchen-
einheiten
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I: Strukturieren

VAR

Beschreibung allgemein

Aufgabenspezifisch

S1

Textverstehen / Problem in eigenen
Worten wiedergeben

Hinweise darauf, dass das Problem ve
standen wurde = Fortuna hat eine grof
re Anbauflache, im Gegenzug hat
Desastro eine bessere Ernte

Vp ordnet Namen korrekt der Grafik zu
Vp gibt den Text der Aufgabenstellung
in eigenen Worten wieder

S2

Grolien benennen: Gegeben / Gesuc

AuRerungen dariiber, welche GréRen
gegeben und gesucht sind (geht einen
Schritt weiter als S1): Gesucht ist die

Menge des jeweils geernteten Getreides

(S3

Beziehungen zwischen Variablen rekq
struieren)

S4a

Suche nach problemrelevanten Inforn
tionen

na-

Abzahlen der Flacheneinheiten in der
Grafik

=
1

e_

Suche nach Anzahl der Sacke pro m? aus

dem Aufgabentext

S4b

Trennung zwischen relevanter — irreld
vanter Information

Unterscheidung von Streckeninformatit

onen, die zur Problemlésung bendtigt
werden und solchen, die nicht benétigt
werden

II: Mathematisieren

=)

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch

M1 | Mathematisieren von Grof3en und Be- Flacheneinheiten werden als arabische
ziehungen (Zahlworter => arabische Ziffern ausgedriickt und hingeschriebe
Ziffern) GroRenvergleich dariiber, welche Zahl
(Verbalisierungen => Operationen) am groRten ist

(M2 | Deren Anzahl und Komplexitat verrin-
gern)

M3 | Angebrachte mathematische Notation Formal korrektes Vorgehen bei der An

/ Skizzen (= formal korrekte Schreib-
weise)

weisung zum schriftlichen Multipliziere
der Getreidenmenge

Z.B. Zahlen richtig untereinander schrei

=)

ben (noch nicht rechnen)
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l1l: Verarbeiten

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
V1 | Mathematisches Wissen zur Probleml- Einsatz einemathematischenLo-
sung nutzen (z.B. korrekt schriftlich sungsstrategie, unabhangig von deren
Rechnen) Qualitat (also z.B. Rechenfehler) — nicht
codieren, wenn z.B. geschatzt oder gegra-
ten wird
V2 Heuristische Strategien (,geschickt Einsatz von Strategien, um den L6-

Rechnen")

sungsprozess zu vereinfachen oder z\
beschleunigen

V:

Interpretieren

VAR

Beschreibung allgemein

Aufgabenspezifisch

Interpretation im auRermathematische
Kontext

Formulierung eines Antwortsatzes, der
sich auf die Ausgangsfrage bezieht
Formulierung dieser Antwort im sprach-
lichen Format. Also: ,Desastro kann
endlich aufholen.” statt ,54 Séacke und
55 Sacke*

Verallgemeinerung der Losung (fak.)

Formulierung einer Antwort, die vom
konkreten Problem losgel6st uatige-
mein ausgedriickt ist

.Mehr Sacke pro Flacheneinheit anzu-
bauen ist eine gute Methode...“ ODER
»Wenn Fortuna diese neue Methode ejn-
setzt, werden sie bald wieder aufgeho
haben"

—

Kommunikation der Ergebnisse in math.

Sprache

(Allgemeine) Reflektion tber died-
sungin mathematischer Sprache (wonpit
nicht die Nennung eines reinen Zahler
werts als Losung gemeint ist!!!l) = Bei
12 oder 12 werden mathematische Aus
driicke verwendet!

Sondern die Verwendung von korrekten
mathematischen Ausdriicken in der
sprachlichen Kommunikation der Er-
gebnisse

Ausdriicke wie Menge, Flache, etc.

219



V: Validieren

VAR

Beschreibung

Beschreibung

Aufgabenspezifisch

El

Innermathematische Validierung

Jedwedes kritisches Hinterfragen der
Richtigkeit eines Schrittes im Lésungs
prozess — bezogen auf innermathemati-
sche Aspekte
Z.B. Gegenprobe, Regeln und Gesetze
(,Bei der Multiplikation zweier unge-
rader Zahlen kann nicht wieder eine
ungerade Zahl herauskommen, ich

muss mich also verrechnet haben®).

E2

AuRermathematische Validierung

Jedwedes kritisches Hinterfragen der
Richtigkeit eines Schrittes im Lésungs
prozess — bezogen auf auRermathemati-
sche Aspekte

Z.B. Uberpriifung an einem entspre-

chenden Vorstellungsbild aus der Re
litat: ,Kann es sein, dass beim Einsat
einer effektiveren Methode ein schlech-
teres Ergebnis herauskommt?*
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Geburtstagparty

Die Zwillinge Rudi und Willi méchten fir Ihre Geburtstagsfeier Spaghetti
Bolognese kochen. Dazu fehlen ihnen noch folgende Zutaten:

e Nudeln
e Hackfleisch
e Tomaten

¢ Parmesankase

Das Fleisch haben sie bereits beim Metzger fiir vier Euro gekauft. Nun
kaufen sie im Supermarkt noch die restlichen Zutaten ein. Die gesamten
Kosten wollen sie teilen. Was muss jeder bezahlen?

Heute im
Sonderangebot !

Lo /5
Sauerkraut §&#,
2,10 €
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I: Strukturieren

=
1

r

eis-

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
S1 Textverstehen / Problem in eigenen Hinweise darauf, dass das Problem ve
Worten wiedergeben standen wurde = Zusammenstellen de
Einzelzutaten
Hinweise, dass das Ziel der Aufgabe
identifiziert wurde: Herauszufinden, w3
die Zutaten insgesamt kosten
Vp gibt den Text der Aufgabenstellung
in eigenen Worten wieder
S2 GroRen benennen: Gegeben / Gesucht AuRerungen dariiber, welche GroRen
gegeben und gesucht sind (geht einen
Schritt weiter als S1): Gesucht ist der z
zahlende Preis pro Person
(S3 | Beziehungen zwischen Variablen rekad
struieren)
S4a | Suche nach problemrelevanten Informa- Herauslesen der Preise aus dem Ange
tionen botsprospekt
Herauslesen der bereits gegebenen Pi
information fur Hackfleisch aus dem
Aufgabentext
S4b | Trennung zwischen relevanter — irrele- Unterscheidung von benétigten Zutate

vanter Information

und weiteren Lebensmitteln im Ange-
botsprospekt, die nicht gebraucht werd

=

en

II: Mathematisieren

4

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
M1 | Mathematisieren von Gréf3en und Be- Vier Euro aus Aufgabentext werden in
ziehungen (Zahlworter => arabische € Ubersetzt
Ziffern) Sammlung der Zutaten wird als Additi-
(Verbalisierungen => Operationen) on erkannt, Aufteilung des Preises als
Division : 2
(M2 | Deren Anzahl und Komplexitat verrin-
gern)
M3 | Angebrachte mathematische Notatione Formal korrektes Vorgehen bei der

/ Skizzen (= formal korrekte Schreib-
weise)

Anweisung zum schriftlichen Addition
Division
Z.B. Zahlen richtig untereinander

schreiben (noch nicht rechnen)
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l1l: Verarbeiten

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
V1 | Mathematisches Wissen zur Probleml- Einsatz einemathematischenLo-
sung nutzen (z.B. korrekt schriftlich sungsstrategie, unabhangig von deren
Rechnen) Qualitat (also z.B. Rechenfehler) — nicht
codieren, wenn z.B. geschatzt oder gegra-
ten wird
V2 Heuristische Strategien (,geschickt Einsatz von Strategien, um den L6-

Rechnen")

sungsprozess zu vereinfachen oder z\
beschleunigen

IV: Interpretieren

VAR

Beschreibung allgemein

Aufgabenspezifisch

Interpretation im auRermathematischen
Kontext

Formulierung eines Antwortsatzes, der
sich auf die Ausgangsfrage bezieht
Formulierung dieser Antwort im sprach-
lichen Format. Also: ,Jeder der Zwillin
ge bezahlt...." statt ,, X Euro”

Verallgemeinerung der Losung (fak.)

Formulierung einer Antwort, die vom
konkreten Problem losgel6st uatige-

mein ausgedriickt ist

»Zum Kochen des Gerichtes bendtigt
man Zutaten im Wert von X €*

Kommunikation der Ergebnisse in math.

Sprache

(Allgemeine) Reflektion tGber died-
sungin mathematischer Sprache (wonpit
nicht die Nennung eines reinen Zahler
werts als Losung gemeint ist!!!l) = Bei
12 oder 12 werden mathematische Aus
driicke verwendet!

Sondern die Verwendung von korrekten
mathematischen Ausdriicken in der
sprachlichen Kommunikation der Er-
gebnisse

Ausdriicke wie Menge, Flache, etc.
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Regenwasser

Familie Grin sammelt Regen-

wasser zum Giel3en ihrer 13
Blumen. Die Abbildung rechts

zeigt die 20-Liter-Tonne am

Montagmorgen. Wird das Re-

genwasser bis Sonntagabend aus-
reichen, wenn Herr Grin jeden

Abend einen Liter braucht?

151
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I: Strukturieren

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
S1 Textverstehen / Problem in eigenen * Hinweise darauf, dass das Problem ver-
Worten wiedergeben standen wurde = Ist das Regenwasser

ausreichend
* Vp gibt den Text der Aufgabenstellung
in eigenen Worten wieder

S2 | GroBen benennen: Gegeben/ Gesucht  «  AuRerungen dariiber, welche GroRen
gegeben und gesucht sind (geht einen
Schritt weiter als S1):Gesucht ist die be-

notigte Menge an Regenwasser, diesg ist
dann mit den 10l zu vergleichen
(S3 | Beziehungen zwischen Variablen reko
struieren)
S4a | Suche nach problemrelevanten Informa- «  Ablesen des Wasserstandes aus der
tionen Skizze
* Herauslesen der Informationen aus dem

Text: 7 x 1l

S4b | Trennung zwischen relevanter — irrele Erkennen, dass die Anzahl der Blumen
vanter Information nicht Idsungsrelevant ist

Il: Mathematisieren

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
M1 | Mathematisieren von Gréf3en und Be- « Jeden Abend einen Liter wird in 7 x 11|=
ziehungen (Zahlwdrter => arabische 71 Ubersetzt
Ziffern)_ _ _ « Verbrauch des Wassers wird als Sub-
(Verbalisierungen => Operationen) traktion erfasst. Oder die Anzahl der ge-

brauchten Liter wird Uber GréRenver-
gleich zu den 10 | Ausgangsmenge in
Beziehung gesetzt

(M2 | Deren Anzahl und Komplexitat verrin-

gern)

M3 | Angebrachte mathematische Notationg « Formal korrektes Vorgehen bei der
/ Skizzen (= formal korrekte Schreib- Anweisung zum schriftlichen Addieren|/
weise) Subtrahieren

e Z.B. Zahlen richtig untereinander
schreiben (noch nicht rechnen)
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l1l: Verarbeiten

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
V1 | Mathematisches Wissen zur Probleml- Einsatz einemathematischenLo-
sung nutzen (z.B. korrekt schriftlich sungsstrategie, unabhangig von deren
Rechnen) Qualitat (also z.B. Rechenfehler) — nicht
codieren, wenn z.B. geschatzt oder gegra-
ten wird
V2 Heuristische Strategien (,geschickt Einsatz von Strategien, um den L6-

Rechnen")

sungsprozess zu vereinfachen oder z\
beschleunigen

IV: Interpretieren

VAR

Beschreibung allgemein

Aufgabenspezifisch

Interpretation im auRermathematischen
Kontext

Formulierung eines Antwortsatzes, der
sich auf die Ausgangsfrage bezieht
Formulierung dieser Antwort im sprach-
lichen Format. Also: ,Das Wasser reicht
aus" statt 31"

Verallgemeinerung der Losung (fak.)

Formulierung einer Antwort, die vom
konkreten Problem losgel6st uatige-
mein ausgedriickt ist

~Wenn man jeden Tag 1l Wasser zum
Giesen braucht, dann muss es in der
Woche mehr als 7 Liter regnen*”

Kommunikation der Ergebnisse in math.

Sprache

(Allgemeine) Reflektion tber died-
sungin mathematischer Sprache (wonpit
nicht die Nennung eines reinen Zahler
werts als Losung gemeint ist!!!l) = Bei
12 oder 12 werden mathematische Aus
driicke verwendet!

Sondern die Verwendung von korrekten
mathematischen Ausdriicken in der
sprachlichen Kommunikation der Er-
gebnisse

Ausdriicke wie Menge, Flache, etc.

226



V: Validieren

VAR | Beschreibung

Beschreibung Aufgabenspezifisch

El Innermathematische Validierung « Jedwedes kritisches Hinterfragen der
Richtigkeit eines Schrittes im Lésungs
prozess — bezogen auf innermathemati-
sche Aspekte

e Z.B. Gegenprobe, Regeln und Gesetze
(,10 — 3 kann nicht 8 sein, da 8 + 3
nicht 10 ist").

E2 | AuRermathematische Validierung « Jedwedes kritisches Hinterfragen der
Richtigkeit eines Schrittes im Lésungs
prozess — bezogen auf auRermathemati-
sche Aspekte

«  Z.B. Uberpriifung an einem entspre-
chenden Vorstellungsbild aus der Rea-
litat: ,Kann es sein, dass in einer Re-
gentonne, die nur 20 Liter umfasst 25
Liter drinbleiben?"
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Schokoladen - Wette

Eine Aktion des Pfalzer-Wald-Vereins:
Fir jeden Beutel Nisse, den ein Kind gesammelt hat, erhalt es flinfzig

Gramm Schokolade.

Tina und ihre Schwester Laura machen bei der Aktion mit. Nach 3 Stun-

den hat
Tina 7 Beutel mit Niissen gesammelt, als Laura sagt:

Schau, ich habe 3009
Schokolade
bekommen! Wetten,
dass Du nicht mehr
kriegst als ich!?

Kann Tina schon ihre Nisse eintauschen gehen, oder sollte sie noch
weiter sammeln?
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I: Strukturieren

r

je-

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
S1 Textverstehen / Problem in eigenen Hinweise darauf, dass das Problem ve
Worten wiedergeben standen wurde = Hat Tina schon genu
gesammelt?
Vp gibt den Text der Aufgabenstellung
in eigenen Worten wieder
S2 | GroRen benennen: Gegeben / Gesucht AuRerungen dariiber, welche GroRen ¢
geben und gesucht sind (geht einen
Schritt weiter als S1):Gesucht ist die
Menge an Schokolade, die Tinas Samm-
lung entspricht
(S3 | Beziehungen zwischen Variablen re-
konstruieren)
S4a | Suche nach problemrelevanten Informa- Zusammentragen der Information aus
tionen Aufgabentext und Sprechblase
S4b | Trennung zwischen relevanter — irrele- Erkennen, dass die vergangenen Stun

vanter Information

den

keine Rolle spielen.
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Il: Mathematisieren

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch

M1 | Mathematisieren von Grof3en und Be- Flnfzig Gramm wird in 50 g Ubersetzt.
ziehungen (Zahlworter => arabische 50 g je Beutel wird als wiederholte Addi
Ziffern) tion = Multiplikation erkannt
(Verbalisierungen => Operationen) Aufgabenstellung wird als GroRenver-

gleich erkannt

(M2 | Deren Anzahl und Komplexitat verrin-
gern)

M3 | Angebrachte mathematische Notation Formal korrektes Vorgehen bei der An

/ Skizzen (= formal korrekte Schreib-
weise)

weisung zum schriftlichen Multiplizieren
Z.B. Zahlen richtig untereinander schrei
ben (noch nicht rechnen)

l1l: Verarbeiten

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
V1 | Mathematisches Wissen zur Probleml- Einsatz einemathematischenLo-
sung nutzen (z.B. korrekt schriftlich sungsstrategie, unabhangig von deren
Rechnen) Qualitat (also z.B. Rechenfehler) — nicht
codieren, wenn z.B. geschatzt oder ggra-
ten wird
V2 Heuristische Strategien (,geschickt Einsatz von Strategien, um den Lo-

Rechnen")

sungsprozess zu vereinfachen oder z\
beschleunigen
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IV: Interpretieren

VAR | Beschreibung allgemein Aufgabenspezifisch
11 Interpretation im auRermathematische Formulierung eines Antwortsatzes, def
Kontext sich auf die Ausgangsfrage bezieht
Formulierung dieser Antwort im sprach-
lichen Format. Also: , Tina kann aufho-
ren” statt ,350 g*

12 Verallgemeinerung der Lésung (fak.) Formulierung einer Antwort, die vom
konkreten Problem losgel6st uatige-
mein ausgedriickt ist

13 Kommunikation der Ergebnisse in matp. (Allgemeine) Reflektion lber died-

Sprache

sungin mathematischer Sprache (wonit
nicht die Nennung eines reinen Zahler
werts als Losung gemeint ist!!!l) = Bei
12 oder 12 werden mathematische Aus
drucke verwendet!

Sondern die Verwendung von korrekten
mathematischen Ausdriicken in der
sprachlichen Kommunikation der Er-
gebnisse

Ausdriicke wie Menge, Flache, etc.

V: Validieren

VAR

Beschreibung

Beschreibung

Aufgabenspezifisch

El

Innermathematische Validierung

Jedwedes kritisches Hinterfragen der
Richtigkeit eines Schrittes im Lésungs
prozess — bezogen auf innermathemati-
sche Aspekte
Z.B. Gegenprobe, Regeln und Gesetze
(,36 ist kein Element der 7er-Reihe, ich
muss mich verrechnet haben").

E2

AuRermathematische Validierung

Jedwedes kritisches Hinterfragen der
Richtigkeit eines Schrittes im Lésungs
prozess — bezogen auf auRermathemati-
sche Aspekte

Z.B. Uberpriifung an einem entspre-
chenden Vorstellungsbild aus der Rea-
litat: ,Kann es sein, dass Tina 20 kg
Schokolade bekommt?*
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Anhang D:
Instruktionen fur Testleiter zur TEMOD — Testung (S tudie 2)

TEMOD-Testung
Testverfahren zur Erfassung von Mod ellierungskompetenzen

Instruktionen fur Testleiter/innen

Liebe/r Testleiter/in,

bei der Testung mit dem TEMOD-Verfahren ist es wich  tig, dass alle getesteten Klas-
sen unter den gleichen (also standardisierten) Bedi ngungen erfasst werden.

Halten Sie sich daher bei lhren Testungen méglichst genau an die auf den folgenden
Seiten dargestellten Anweisungen zur Testdurchfiihru ng.
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1. Testtag

Die nachfolgende Tabelle gibt Ihnen einen Uberblick tiber den Ablauf des ersten Testtages.

Minuten Testungszeit Zu bearbeitende Aufgaben
0-10 Vorstellung / Instruktion
10-20 Block G

20-40 Block V

40-55 Block S

55-65 Pause

65-85 Block |

85-100 Block M

Stellen Sie sich zu Beginn der Testung kurz bei den Schiler/innen vor.

Teilen Sie den Schiler/innen zunéchst die Testaufgaben aus und zwar so, dass die Versio-
nen A und B immer abwechselnd ausgeteilt werden, damit die Schiler/innen nicht voneinan-
der abschreiben. (Zu lhrer Information: Die Versionen A und B erhalten exakt die gleichen
Aufgaben, allerdings innerhalb der Bldcke jeweils in umgedrehter Reihenfolge.)

Erklaren Sie den Schiler/innen dann mithilfe der folgenden Instruktion den Ablauf der Tes-
tung. Halten Sie sich dabei unbedingt an den Wortlaut der Instruktion. Nur so ist sicherge-
stellt, dass Sie bei jeder Testung die Schiler/innen gleich instruieren.

.Bei unserer Studie geht es um Textaufgaben. Vielleicht habt ihr selbst manchmal Probleme
Textaufgaben zu l6sen, oder kennt Mitschiler, die Schwierigkeiten mit Textaufgaben haben.
Wir werden heute eine ganze Menge von Aufgaben beantworten. Nur zwei davon sind nor-
male Textaufgaben und ein paar sind ganz normale Rechenaufgaben, wie ihr sie aus dem
Unterricht kennt.

Alle anderen Aufgaben sind etwas ungewdhnlich. Ihr misst bei diesen Aufgaben namlich
absolut nichts rechnen!!! Ich sage dann dazu, wann diese Aufgaben anfangen.

Bei diesen Aufgaben miisst ihr immer nur die Texte lesen, dann sind vier mdgliche Antwor-
ten gegeben. Nur eine davon ist jeweils richtig, die kreuzt ihr bitte an.

Es ist immer nur eine Antwort richtig. Kreuzt also bei jeder Aufgabe auch immer nur ein
Kastchen an.

Ich zeige Euch das kurz mal (Letzte Seite hochhalten). Ihr lest hier die Aufgabe durch, da ist
immer eine Frage enthalten. Dann schaut ihr welche vier Antworten richtig ist und kreuzt das
Késtchen (zeigen) vor der richtigen Antwort an.

Wenn ihr eine Aufgabe nicht I6sen kdnnt, weil sie zu schwer ist, oder ihr sie nicht versteht,
dann geht bitte zur nachsten Aufgabe Gber. Wenn am Ende noch Zeit ist, kénnt ihr wieder zu
den schwereren Aufgaben zuriickgehen.

Wenn ihr alle Aufgaben auf einer Seite bearbeitet habt, dann kénnt ihr auf die nachste Seite
blattern. Wenn aber am Ende der Seite so ein Stopp-Zeichen ist (hochhalten, zeigen), dann
blattert bitte nicht um, sondern wartet, bis ich das Zeichen dazu gebe.

Wenn ihr eine Aufgabe nicht beantworten kénnt oder nicht sicher seid, welches die richtige
Antwort ist, dann kreuzt bitte diejenige an, von der ihr denkt, dass sie noch am ehesten rich-
tig ist.

Wenn ihr Fragen habt, meldet Euch kurz, dann komme ich zu euch. Das hort sich vielleicht
schwierig an, aber wir beginnen jetzt erstmal mit etwas, was ihr schon kennt.”

Il Achtung bei Rickfragen wahrend der Testung  : Den Schuler/innen dirfen auf gar kei-
nen Fall inhaltliche Tipps zum Ldsen der Aufgaben gegeben werden. Antworten Sie bei in-
haltlichen Fragen immer nur ,Ich weifd die Antwort auch nicht. Lies Dir genau den Text durch
und versuche, es herauszufinden.”

Sorgen Sie auch unbedingt dafir, dass die Lehrer/innen nicht helfen — wenn Sie ihnen erkla-
ren, dass das die Ergebnisse verfalscht, sind diese in der Regel kooperativ.
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Instruieren Sie die Schiler zum ersten Aufgabenblock:

L,Bitte blattert in Euren Tests alle auf die Seite 2 (Seite 2 hochhalten und zeigen!). Auf dieser
Seite seht ihr ganz normale Textaufgaben. Versucht die Aufgaben zu bearbeiten.

Fur Rechnungen kénnt ihr das leere Blatt benutzen, das ich euch ausgeteilt habe. Schreibt
in Eure Tests dann bitte nur die Antworten, nachdem ihr die Aufgabe ausgerechnet habt.
Wenn die erste Aufgabe Euch zu schwer ist, geht bitte zur nadchsten Aufgabe tber und be-
endet die erste, wenn danach noch Zeit ist.

Wenn ihr fertig seid, wartet ab, bis ich sage, dass die nachsten Aufgaben drankommen. Bitte
blattert vorher nicht um.

Ihr habt 10 Minuten Zeit. Los!"

(Starten Sie die Stoppuhr und warten Sie 10 Minuten  ab!).

Gehen Sie wahrend dieser 10 Minuten durch die Reihen und kontrollieren Sie, ob die Schu-
ler sich so verhalten, wie sie instruiert wurden und beantworten Sie eventuelle Fragen.

Nach Ablauf der 10 Minuten sagen Sie:
~Stopp! Legt bitte alle die Stifte einen Moment weg. Wir gehen gleich zum néchsten Aufga-
benblock uber!*

Instruieren Sie die Schiler nun fir den zweiten Aufgabenblock (Block I).

~Jetzt dirft ihr umblattern auf die nachste Seite. Die Aufgaben, die jetzt kommen sind ganz
normale Rechenaufgaben, wie ihr sie sicher aus dem normalen Unterricht kennt. Der einzige
Unterschied ist, dass die richtige Lésung unten schon mit dabei steht. Wenn ihr die Aufga-
ben ausgerechnet habt, dann sucht einfach Eure Lésung in der Liste unten und kreuzt die
richtige Antwort an.

Wenn ihr eine Aufgabe nicht I6sen kdnnt, oder sie zu schwer ist, haltet euch nicht so lange
an der Aufgabe auf, sondern versucht erst, die anderen Aufgaben zu l6sen.

Wenn ihr am Ende des Blattes angekommen seid, dirft Ihr auf die n&chste Seite umblattern,
wo ihr weitere Aufgaben findet.

Danach blattert bitte nicht weiter als das Stoppzeichen (zeigen!). Ihr habt dafiir nun 20 Minu-
ten Zeit. Los!"

(Starten Sie die Stoppuhr und warten Sie 20 Minuten  ab!).

HNWICHTIG!

Wahrend der 20 Minuten Testphase gehen Sie bitte mit der Lehrerin und dem Klassenbuch
zu jedem einzelnen Schiler und tragen Sie die Klassenbuchnummer auf die erste Seite des
Testheftes ein!

Lassen Sie dabei auf jeden Fall kein Kind aus ! Die Klassenbuchnummer muss unbedingt
vermerkt werden, damit die Ergebnisse der beiden Testtage einander zugeordnet werden
und damit die Ergebnisse an die Kinder riickgemeldet werden kénnen!

Nach Ablauf der 20 Minuten sagen Sie:
~Stopp! Legt bitte alle die Stifte einen Moment weg. Wir gehen gleich zum nachsten Aufga-
benblock uber!"

Instruieren Sie nun die Schuler fur den dritten Aufgabenblock:

.Blattert bitte Um zur nachsten Seite! Ab jetzt misst ihr fir den Rest der Testung absolut
nichts mehr rechnen!” Bei den nachsten drei Aufgabenblécken lest ihr euch bitte nur den
Text und die Fragen durch und kreuzt dann unten die richtige Antwort an. Ihr misst nichts
rechnen.

Es ist immer nur eine Antwort richtig. Wenn ihr eine Aufgabe nicht beantworten kénnt oder
nicht sicher seid, welches die richtige Antwort ist, dann kreuzt bitte diejenige an, von der ihr
denkt, dass sie noch am ehesten richtig ist.

Wenn ihr eine Aufgabe nicht I6sen kdnnt, oder sie zu schwer ist, haltet euch nicht so lange
an der Aufgabe auf, sondern versucht erst, die anderen Aufgaben zu l6sen.

Wenn ihr am Ende des Blattes angekommen seid, dirft Ihr auf die nachste Seite umblattern,
wo ihr weitere Aufgaben findet.

Danach blattert bitte nicht weiter als das Stoppzeichen.

Ihr habt dafir nun 15 Minuten Zeit. Los!"

(Starten Sie die Stoppuhr und warten Sie 15 Minuten  ab!).
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Geben Sie dem Lehrer/der Lehrerin nun einen Stapel REMOD-Bdgen und eine REMOD-
Instruktion. Bitten Sie den Lehrer/die Lehrerin fiir jedes Kind einen Bogen auszufiillen.

Nach Ablauf der 15 Minuten sagen Sie:

~Stopp! Legt bitte alle die Stifte einen Moment weg. Wir machen nun 10 Minuten lang Pau-
se! Nach der Pause geht es noch ein bisschen weiter, aber das meiste haben wir schon
geschafft!"

Warten Sie nach der Pause, bis alle Kinder wieder an ihrem Platz sitzen. Beginnen Sie dann
mit der Instruktion fur den vierten Aufgabenblock (Block I).

Lhr dirft nun Bei den Aufgaben die nun kommen, misst Ihr auch nicht rechnen. Bitte lest
Euch einfach die Fragen durch, und kreuzt die richtige Antwort an.

Wenn ihr eine Aufgabe nicht I6sen kdnnt, oder sie zu schwer ist, haltet euch nicht so lange
an der Aufgabe auf, sondern versucht erst, die anderen Aufgaben zu l6sen.

Wenn ihr am Ende des Blattes angekommen seid, dirft Ihr auf die n&chste Seite umblattern,
wo ihr weitere Aufgaben findet.

Danach blattert bitte nicht weiter als das Stoppzeichen.

Ihr habt dafir nun 20 Minuten Zeit. Los!"

(Starten Sie die Stoppuhr und warten Sie 20 Minuten  ab!).

Nach Ablauf der 20 Minuten sagen Sie:

~Stopp! Legt bitte alle die Stifte einen Moment weg. Jetzt kommt der letzte Aufgabenblock.
Ihr durft umblattern. Kreuzt bitte wieder die richtige Antwort zu jeder Aufgabe an. Wenn ihr
eine Aufgabe nicht I6sen konnt, oder sie zu schwer ist, haltet euch nicht so lange an der
Aufgabe auf, sondern versucht erst, die anderen Aufgaben zu I6sen.

Wenn ihr am Ende des Blattes angekommen seid, dirft Ihr auf die n&chste Seite umblattern,
wo ihr weitere Aufgaben findet.”

Ihr habt dafur nun 15 Minuten Zeit. Los!"

(Starten Sie die Stoppuhr und warten Sie 15 Minuten  ab!).

Nach Ablauf der 15 Minuten sagen Sie:
~Stopp. Bitte legt alle die Stifte weg. Nehmt Euch nun bitte noch die erste Seite und fillt die-
se aus.”

Sammeln Sie dann die Testhefte ein. Achten Sie darauf, dass die Schiiler die erste Seite
des Testheftes ausgefiillt haben. Sammeln Sie auch die REMOD-B6gen von der Lehrkraft
ein und packen Sie alles zusammen in ein Paket.

Versehen Sie das gesamte Testmaterial auf jeden Fal | mit der Beschriftung welche
Klasse (a, b, c, d) an welcher Schule getestet wurd e, damit wir die Ergebnisse auch
zuordnen kdnnen!

Wahrend der Testung:
- Gehen Sie wahrend der Testung durch die Reihen und Uberprifen Sie, ob die Schi-
ler die Instruktionen befolgen.
- Beim Beginn jedes Aufgabenblockes gehen Sie bitte als allererstes einmal durch 