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1 Einfiihrung

Das allgemeine Erreichbarkeitsproblem in Stellen/Transitions-Netzen behandelt die
Frage, ob eine bestimmte Zielmarkierung B aus einer anderen Markierung A erreich-
bar ist. Bei dieser Zielmarkierung kann es sich um einen erwiinschten, hdufig aber
auch um einen strikt zu vermeidenden Zustand eines Netzes handeln. Erst Anfang der
80er Jahre konnte die Entscheidbarkeit dieses Erreichbarkeitsproblems bewiesen wer-
den [Miil85, May81]. Die Entscheidung der Erreichbarkeit und aller Fragen beziiglich
des Verhaltens von Petri-Netzen sind EXPSPACE-hart, sie benttigen also mindestens
exponentiellen Platzaufwand [Esp98, Lip76]. Kriterien zur Vereinfachung der Erreich-
barkeitsfrage und damit des Rechenaufwands fiir in der Praxis relevante Netzklassen

stellen daher seit Jahrzehnten ein grofies Forschungsgebiet dar (vgl. [Sta90], S. 52).

Die lineare Algebra als Teilgebiet der Mathematik ist ein sehr elegantes und vielf4l-
tig einsetzbares Handwerkszeug. Entscheidende Anstofle, wie sie zudem zur Beschrei-
bung und Analyse von Petri-Netzen herangezogen werden kann, lieferte Kurt Lau-
tenbach mit seiner Dissertation und weiteren Verdffentlichungen (z. B. [Lau73, Lau87,
Lau02]). Das dynamische Verhalten von Stellen/Transitions—Systemen und damit auch
die Erreichbarkeit einer Markierung ist zum einen von der Struktur des Netzes und
zum anderen von der initialen Markierung abhangig. Die Struktur eines allgemeinen
Stellen/Transitions—Netzes lasst sich fast exakt durch seine Inzidenzmatrix représentie-
ren. Eine Ausnahme bildet eine Null in der Matrix: Sie kann sowohl keine Verbindung
zwischen einer Stelle p; und einer Transition ¢; als auch eine Schlinge p; — t; — p;
mit gleichen Kantengewichten beschreiben. Netze konnen also Kreise enthalten, die
zundchst in der Inzidenzmatrix und damit in der linearen Algebra nicht erkennbar
sind. Wahrend bei kreisfreien Netzen die Zustandsgleichung als hinreichendes Kriteri-
um fiir Erreichbarkeit herangezogen werden kann, ist sie bei Netzen mit Kreisen nur
ein notwendiges Kriterium: Abbildung 1.1 zeigt ein S/T-Netz mit Startmarkierung A

und Zielmarkierung B. Fiir die Zustandsgleichung, hier

1 0 1
(1)+ —1]'@1):(0)7
0 1 1




1 Einfiihrung

existiert zwar mit ¢; = 1 eine nichtnegative Losung, jedoch ist ¢1 bei gegebener Start-
markierung A nicht aktiviert und damit auch die Zielmarkierung B niemals erreichbar.
Kreise im Netz stellen also ein Problem bei linear—algebraischen Erreichbarkeitsunter-

suchungen in Stellen/Transitions—Netzen dar.

Startmarkierung A: » » Zielmarkierung B:
(110)" 1 1 101)7
2 2

2 2
nOOr O

Abbildung 1.1: Ein einfaches Stellen/Transitions—Netz mit Start- und Zielmarkierung

1.1 Ziel und Aufbau der Arbeit

Gibt es trotz dieser Hiirde rein linear—algebraische Verfahren zur Entscheidung des
Erreichbarkeitsproblems in Stellen/Transitions—Netzen? Kommt man ohne Simulati-
onsschritte oder Berechnung des Erreichbarkeitsgraphen aus? In dieser Arbeit werden
bereits existierende Verfahren diskutiert sowie diese Fragestellung auf Basis von T—
Invarianten in Kombination mit der Reproduzierbarkeit der leeren Markierung [Lau02]
und struktureller Eigenschaften bestimmter Netzklassen neu untersucht. Der Fokus
liegt hierbei auf der theoretischen Machbarkeit und nicht auf der Performance der
vorgestellten Verfahren, zumal in der ganzzahligen linearen Algebra und ganzzahligen
Programmierung bei sehr grofien Netzen in der Regel mit exponentiellem Rechenauf-

wand zu rechnen ist.

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen gegliedert: Alle notwendigen Grundlagen
und Begriffe aus der Petri—Netz—Theorie, der ganzzahligen linearen Algebra und ganz-
zahligen linearen Optimierung sind in den Kapiteln 2 und 3 zusammengestellt. Ins-
besondere in Kapitel 3 wurde Wert darauf gelegt, verwendete Algorithmen genauer
zu erklaren, da sie in spiteren Kapiteln wieder aufgegriffen und modifiziert werden.
Bisherige Ansétze zur Losung des Erreichbarkeitsproblems stehen in Kapitel 4 zur
Diskussion. Anschliefend wird in Kapitel 5 eine von Kurt Lautenbach entwickelte
Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems in zwei Problemklassen, aufbauend auf der
bereits erwahnten Reproduzierbarkeit der leeren Markierung, vorgestellt. Zwei neue,
auf dieser Idee basierende Losungsansitze werden in den Kapiteln 6 und 7 diskutiert.
Fiir den Losungsansatz IT enthilt Kapitel 8 ausfiihrliche Beispiele. Die Ergebnisse sind

abschlieBend in Kapitel 9 zusammengefasst.



1.2 Benétigte Software

1.2 Benotigte Software

Bei dieser Arbeit handelt es sich um eine theoretische Arbeit. Dennoch mussten hiufig
lineare Gleichungssysteme und ganzzahlige lineare Optimierungsprobleme gelost und
damit auf geeignete Software zuriickgegriffen werden. Sofern nicht anders angegeben,
wurden alle Stellen/Transitions—Netze im Petri-Netz-Tool ,NeMo* der Arbeitsgrup-
pe Lautenbach modelliert und minimale T— und S-Invarianten, Deadlocks und Traps
mit dem Tool berechnet. Modifizierte Algorithmen wurden in Java vom Autor imple-
mentiert bzw. aus dem ,,NeMo“-Quellcode extrahiert und geringfiigig veréndert. Fiir
die Loésung ganzzahliger Optimierungsprobleme hat sich das Programmpaket von Mi-
chael Gensty [Gen05] bewédhrt. Die Ergebnisse wurden mit dem frei verfiigbaren Tool

Ip__solve [BEN11] gegengetestet.






2 Petri—Netze

Prof. Dr. Carl Adam Petri entwickelte die nach ihm benannten Petri—Netze zur Model-
lierung verteilter Systeme und lieferte mit seiner Dissertation im Jahre 1962 ,,entschei-
dende AnstoBe zur weiteren Entwicklung und Anwendung der Netztheorie“ ([Bau96],
S. 14).

Es gibt mittlerweile eine Reihe verschiedener Netzklassen, die sich in ihrer Aus-
drucksmaéchtigkeit unterscheiden. In dieser Arbeit werden nur die Stellen/Transitions—
Netze, die einfachste Netzklasse, untersucht. Es wird davon ausgegangen, dass der Le-
ser! bereits mit Petri-Netzen vertraut ist. Darum werden in den folgenden Abschnitten
nur die fiir diese Arbeit notwendigen netztheoretischen Begriffe und Schreibweisen de-
finiert. Eine gute Einfiihrung in die Grundlagen der Petri-Netz—Theorie bietet zum
Beispiel [Bau96].

2.1 Stellen/Transitions—Netze

Die folgenden formalen Definitionen fiir Stellen/Transitions—Netze orientieren sich am
Skript zur Vorlesung ,Duality and Diagnosis in Higher Level Petri Nets“ von Prof.
Dr. Kurt Lautenbach (vgl. [Lau05]); es erfolgte in den meisten Féllen lediglich eine

Ubersetzung ins Deutsche.

Definition 2.1 (Stellen/Transitions—Netz) FEin Stellen/Transitions—Netz, nach-
folgend S/T-Netz genannt, ist ein Vier—Tupel N = (S,T, F, W) mit:
— S und T sind endliche, nicht-leere und disjunkte Mengen,
S ist die Menge der Stellen,
T ist die Menge der Transitionen.
— FC(SxT)U(T x S) ist die Menge der gerichteten Kanten.
— W : F — IN weist jeder Kante ein Gewicht zu.
Falls W : F — {1} gilt, wird N = (S, T, F) als Abkiirzung verwendet. [ |

! Aus Griinden der leichteren Lesbarkeit wird durchgehend die ménnliche Formulierung verwendet.



2 Petri—Netze

Definition 2.2 (Vorbereich und Nachbereich) Der Vorbereich eines Knotens
x € SUT ist definiert als

v:={yeSUT| (y,z) € F},
der Nachbereich als

z*:={ye SUT|(z,y) € F}. [ |

Definition 2.3 (Markierung, markiert, unmarkiert, leere Markierung) Sei
N = (S,T,F,W) ein S/T-Netz.

— FEine Markierung von N ist eine Abbildung M : S — INg.

— M(p) gibt die Anzahl der Marken auf Stelle p unter Markierung M an.

— p € S ist markiert durch M < M(p) > 1.

— H C S ist markiert durch M < Mindestens ein p € H ist durch M markiert.
— Andernfalls heiffen p bzw. H unmarkiert.

— Im Fall M(p) =0 Vp € S liegt die leere Markierung vor. |

Definition 2.4 (aktiviert, schalten, neue Markierung) FEine Transition t € T

ist genau dann aktiviert durch M (geschrieben M]It)), wenn
Vp e *t: M(p) > W((p,t)).

Gilt Mt), so kann t schalten. Dies resultiert in einer neuen Markierung M’ (M [t)M’)

mit

M(p) = W((p.1)) falls p € *t\ t°
M (p) = M(p) + W((t,p)) fallsp € t*\ *t
P M) - W, 1) + W((tp) falls pett ot
M(p) sonst
fiir allep € S. |

Definition 2.5 (erreichbare Markierung, Folgemarkierung) Die Menge [My)
aller Markierungen, die von einer (Anfangs-)Markierung My aus erreichbar sind, ist
definiert durch

M() & [M())
M € [MQ) VAN M[t>M’ =M e [M0>

[Mo) nennt man auch die Folgemarkierungen von M. [
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Definition 2.6 (Schaltsequenz, Schalthiufigkeit, S/T—System) Fir Transitio-
nen ty,...,tn, € T ist 0 = t1...t, genau dann eine Schaltsequenz, wenn Markierungen

My, M, ..., M,, existieren, so dass gilt:
Mo[t1>M1[t2>...[tn>Mn (k’LLTZ.’ M0[0'>Mn)

Mylo) besagt, dass o von My aus startet. Die Schalthaufigkeit T (t) von t g¢ibt an,
wie oft t in o vorkommt. Fir eine Anfangsmarkierung My von N beschreibt das Paar
(N, My) ein S/T-System bzw. ein markiertes S/T-Netz. [ |

Eine besondere Schaltsequenz ist M[o)M, die die Markierung M reproduziert. Diese
Schaltsequenz nennt man Transitions—Invariante. Der folgende Abschnitt beschéftigt

sich mit diesen und den Stellen—Invarianten.

2.1.1 Invarianten

Ein S/T—Netz kann durch seine sogenannte Inzidenzmatriz [N] beschrieben werden.
Die Zeilen der Matrix repréasentieren die Stellen, die Spalten reprisentieren die Tran-
sitionen des Netzes. Ein Eintrag in Zeile ¢ und Spalte j in der Matrix beschreibt, wie

sich die Anzahl der Marken auf Stelle p; durch das Schalten von Transition ¢; éndert.

Definition 2.7 (Inzidenzmatrix) Die Inzidenzmatrix eines S/T-Netzes N ist eine
Matriz [N]: (S x T') — Z geordnet nach S und T mit

~W((p, 1)) falls p e *t\ t*
(N],, = W ((t,p)) falls p € t*\ *t
PETY W ((p,t) + W((tp) falls p ettt

0 sonst -

Neben der Darstellung des gesamten Netzes als Matrix kénnen die Stellen- und Tran-

sitionsmengen auch als Vektoren notiert werden:

Definition 2.8 (Stellenvektor, Transitionsvektor)
— FEin Stellenvektor ist ein Spaltenvektor v : S — Z. geordnet nach S. ¥(p) bezeich-
net die Markenzahl auf Stelle p € S in v.
— Fin Transitionsvektor ist ein Spaltenvektor @ : T — Z geordnet nach T'. w(t)

bezeichnet die Schalthdufigkeit von Transition t € T in 0.
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— Markierungen werden als Stellenvektoren dargestellt.
— Schalthidufigkeitsvektoren werden durch Transitionsvektoren beschrieben.
— 0 (1) ist der Spaltenvektor, dessen Bintrige alle 0 (1) sind. [

Zwei Vektoren lassen sich komponentenweise vergleichen und damit in eine Ordnung

eingliedern. Hierzu fithren wir? Vergleichssymbole ein:

Definition 2.9 (grofler als (), kleiner als (<), nicht vergleichbar) Seien d@ =
(a1...a,)T und b= (by...by)T zwei Vektoren aus W. @ ist grofer als b, geschrieben

as- 5, wenn gilt:
Vie[l,...,n]:a; >b;und Fi €[1,...,n]:a; #b;.

Damit ist auch b Kleiner als a, geschrieben b<a.

Die Vektoren @ und b sind nicht vergleichbar gemdf§ dieser Ordnung >, falls gilt:
Jiel,...,n]:a; <bjund3j#i€l,...,n]:a; > ;.

Falls zwei Vektoren in allen Komponenten gleich sind, schreiben wir wie gewohnt @ = 5,
bei Ungleichheit a # b. |

Im Folgenden werden nun die sogenannten Stellen— und Transitions—Invarianten vor-

gestellt, die Vektoren geméfl Definition 2.8 mit speziellen Eigenschaften sind.

Definition 2.10 (S—Invariante, T-Invariante, Trigermenge, iiberdeckt) Sei

Z ein Stellenvektor, ij ein Transitionsvektor von N.

0.

und £ T[N]

[N]g =

— Z ist eine Stellen—Invariante (S—Invariante) d
d

ol

& 740
— ¢ ist eine Transitions-Invariante (T-Invariante) << ¢ #0 un

Die Trégermenge (engl. Support) ||| (||7]|) einer S—Invariante (T-Invariante) T (i)
ist definiert als ||Z]| = {p € S| Z(p) # 0} (Il = {t € T | §(t) # 0}).

— N st von Z (y) uberdeckt s |z =5 (| =1T).

Die Trdgermenge einer Invariante ist genau dann minimal, wenn sie keine andere

Trigermenge einer Invariante beinhaltet aufSer sich selbst und der leeren Menge. W

2Hierbei ist stets der Autor zusammen mit dem Leser gemeint.
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Weiterhin sind folgende Eigenschaften fiir Invarianten definiert:

Definition 2.11 (nichtnegativ, kanonisch, minimal) Sei ¥ eine S-Invariante

und set i eine T—Invariante von N.

— & (y) ist nichtnegativ & Vpe S:Z(p) >0 (Vt € T :g(t) >0).
— Z () ist kanonisch < der grofite gemeinsame Teiler aller Komponenten
von & () ist 1.

— Z () ist minimal & T () ist kanonisch mit minimalem Support. |

T—Invarianten sind Haufigkeitsvektoren fiir Schaltsequenzen, nach deren Durchfiihrung
die Ausgangsmarkierung wieder erreicht wird. Ob eine T—Invariante eine Markierung

reproduziert, hingt von dieser Markierung ab.

Definition 2.12 (realisierbar) Sei § eine nichtnegative T-Invariante von N. §
heif§t realisierbar in N, wenn es eine Schaltsequenz o mit @ = i und eine in N er-
reichbare Markierung M mit M[o)M gibt (vgl. [Sta90], S.112). [ |

Beispiel 2.1 (T-Invariante) Abbildung 2.1 zeigt ein einfaches S/T-Netz mit zu-

gehoriger Inzidenzmatrix. Das Netz hat die nichtnegativen, minimalen T-Invarianten

|1 to ta tp
T -1 1 -1
0 1 0 -1

Abbildung 2.1: S/T-Netz N1 und zugehérige Inzidenzmatrix [N1]

gt =210 17 2= (012 1)". Fiir die Invariante 42 ist in Abbildung 2.2 ei-
ne mogliche Schaltfolge unter der leeren Markierung als Startmarkierung dargestellt.
Offensichtlich wird die leere Markierung durch die Schaltfolge o = tatatotp reprodu-
ziert. Filir das gegebene Netz N1 sind beide minimalen T—Invarianten unter der leeren
Markierung als Startmarkierung realisierbar, ebenso auch 2 = (111 1), die um den
groften gemeinsamen Teiler von 2 reduzierte Summe von %' und 2. Damit ist 33

kanonisch, aber nicht minimal, da die Tragermenge nicht minimal ist. U
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O

(a) Nach (b) Nach Schalten  (c¢) Nach Schalten
zweimaligem von t2 von tp
Schalten von t4

Abbildung 2.2: Netz N1: Realisierung der T-Invariante 32

Die S-Invarianten beziehen sich auf die Anzahl der Marken auf bestimmten Stellen-

mengen:

Satz 2.1  Sei (N, My) ein S/T-System und T eine S—Invariante. Dann gilt

*\V/ME[M0>21_"OM:.’EOM0
VM (fo M #£#o My) = M ¢ [M) m

Anschaulich ausgedriickt bedeutet dies, dass die gewichtete Markensumme auf den in
der Tragermenge angegebenen Stellen unabhéngig von allen Schaltvorgédngen konstant
bleibt. Diese Gewichtung erhilt man durch die Skalarmultiplikation der Anfangsmar-

kierung mit der S—Invariante.

Beispiel 2.2 (S—Invariante) Das in Abbildung 2.3 dargestellte Netz besitzt die
nichtnegative S-Invariante Z' = (002 0 1 0)” mit Support ||Z!|| = {p1a2, p1s2}. Fiir

QO s
P1qaA 0 0 -1 1 0

pia1 | 1 0 -1 0 0

P12 0 1 -1 0 0

2 Pi>B 0 0 1 0 -1

pis2 | 0 =2 2 0 0

p|0 1 0 0 -1

2

[o](r)

Abbildung 2.3: S/T-Netz ES1 und zugehorige Inzidenzmatrix [ES1]
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die Anfangsmarkierung (1 110 0 0)7 erhélt man in Kombination mit der S-Invariante
#1 eine Summe von (11100 0)70(002010)7 = 2. Insgesamt werden auf den
Stellen {piq2, p1s2} bei allen folgenden Schaltvorgéngen also nie mehr als zwei Marken
liegen. Fiir eine andere Anfangsmarkierung ergibt sich in der Regel auch eine andere

gewichtete Markensumme. O

T— und S-Invarianten koénnen selbst als Petri-Netz dargestellt werden. Diese soge-
nannte Netzdarstellung enthilt aber nur einen Teil der Transitionen bzw. Stellen des

urspriinglichen Netzes N:

Definition 2.13 (Netzdarstellung der Invarianten) Die Netzdarstellung Nz =
(Sz, Tz, Fg, Wz) einer S—Invariante & eines Netzes N ist definiert durch

— 8= 2]

— Tz :=°SzUSz*

— Fz:=F N ((Sz x Tz) U(Tz x Sz))

— Wz ist die Beschrankung von W auf Fg.

Die Netzdarstellung Ny = (Sy, Ty, Fiy, Wy) einer T-Invariante ij eines Netzes N ist
definiert durch

— Ty = |9l

— Sy~ = .Tg U TJ-.'.

— Fg‘ =FnN ((Sﬁ X Tg) U (Tg X Sg))

— Wy ist die Beschrinkung von W auf F. |

2.1.1.1 Invariantenberechnung

Die Invarianten eines Stellen/Transitions-Netzes lassen sich linear—algebraisch auf Ba-
sis der in Definition 2.10 gegebenen Gleichungen berechnen. Abhéngig von den ge-
wiinschten Eigenschaften, z. B. nichtnegativ, kanonisch und minimal, lassen sich diese
klassifizieren und unterschiedliche Algorithmen kommen zur Anwendung. Eine Aus-
wahl wird in Abschnitt 3.1.2 vorgestellt, da die Invariantenberechnung einen wichtigen

Teil dieser Arbeit ausmacht.

2.1.2 Deadlocks und Traps

Neben den T— und S-Invarianten gibt es noch weitere Netzeigenschaften, die einen

Zusammenhang zwischen Struktur und Dynamik herstellen. Sowohl Traps als auch

11
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Deadlocks werden zunéchst als strukturelle Eigenschaften eines S/T-Netzes N defi-
niert und in dieser Arbeit nach dem Verfahren von Ezpeleta/Couvreur/Silva [ECS93]

berechnet:

Definition 2.14 (Trap, Deadlock) Sei N = (S,T,F,W) ein S/T-Netz.

Eine nichtleere Stellenmenge H C S ist ein Trap & H*C°H.
Eine nichtleere Stellenmenge H C S ist ein Deadlock & *H C HC.

Ist ein Trap markiert, so bleibt er markiert.

Ist ein Deadlock unmarkiert, so bleibt er unmarkiert.

Die Tragermengen aller nichtnegativen S—Invarianten i sind sowohl Traps als auch
Deadlocks. |

Erst bei einer gegebenen Markierung lassen sich Aussagen dartiber treffen, ob das Vor-
handensein von Deadlocks und Traps Auswirkungen auf das dynamische Verhalten des
Netzes und damit auch auf die Erreichbarkeit einer Markierung Mp aus einer anderen
Markierung My hat. Die Zusammenhénge werden in Kapitel 5.1 genauer erlautert und
bilden die Basis fiir alle darauf folgenden Erreichbarkeitsuntersuchungen. Zunéchst

wird nun das allgemeine Erreichbarkeitsproblem definiert.

2.2 Das allgemeine Erreichbarkeitsproblem in
Petri—Netzen

Die Frage nach der Erreichbarkeit einer Markierung M in einem Petri-Netz N ist
gleichzustellen mit der Frage, ob das Netz einen ganz bestimmten Zustand annehmen
kann (vgl. [Sta90], S.43). Beispielsweise konnte es ein Zustand des Systems sein, der
unbedingt erreicht oder unbedingt vermieden werden soll. Dieses allgemeine Erreich-

barkeitsproblem verlangt also nach einem Algorithmus, der die Fragestellung
“Ist im Petri—-Netz N eine bestimmte Markierung M erreichbar?”

beantwortet. Fiir beschrinkte Netze N kann die Frage durch Konstruktion des zu-
gehorigen Erreichbarkeitsgraphen entschieden werden. Beschrdnkt bedeutet, dass bei
gegebener Anfangsmarkierung in jeder Folgemarkierung die Markenzahl auf jeder Stel-
le eine obere Grenze k nie iiberschreitet. Der Erreichbarkeitsgraph ist in diesem Fall
endlich und die Markierung M kann darin gesucht werden. Der Berechnungsaufwand

ist dennoch nicht zu unterschéatzen:

12
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“Die Zeitkompliziertheit des Problems, den Erreichbarkeitsgraphen eines
beschriankten Petri—-Netzes zu berechnen, ist iiberexponentiell, d.h. diese
Funktion wéchst schneller als jede Exponentialfunktion. [...] Man kann zei-
gen, dafl das Erreichbarkeitsproblem fir beschriankte Petri—Netze die glei-
che Kompliziertheit hat wie das Problem, den Erreichbarkeitsgraphen zu
berechnen, also ebenfalls iiberexponentiell ist. Das impliziert, daff Algorith-
men, die auf einer Losung von Erreichbarkeitsproblemen beruhen, nicht effi-
zient, d.h. in vielen praktischen Féllen nicht anwendbar sind. Damit stellt
sich die Aufgabe, nach Kriteren fiir die Erreichbarkeit von Markierungen
zu suchen, die einfacher zu verifizieren sind, dafiir nur fiir eingeschrinkte
aber praktisch relevante Netzklassen giiltig sind.” — [Sta90], S. 51f.

Die Existenz eines Algorithmus, der die Erreichbarkeitsfrage fiir beliebige S/T—Netze
beantwortet, wurde erst in den 80er Jahren nachgewiesen [Miil85, May81]. Im ange-
fithrten Zitat wird hervorgehoben, dass der Rechenaufwand fiir gewisse Netzklassen mit
bestimmten Eigenschaften eingeschrankt werden kann. Wie sieht dies im Fall der S/T—
Netze aus? Stellen/Transitions—Netze und ihre Dynamik sind leicht linear—algebraisch
darstellbar. Aber gibt es auch rein linear—algebraische Berechnungen zur Losung des
Erreichbarkeitsproblems? Auf Besonderheiten dieser Frage in S/T—Netzen geht der fol-
gende Abschnitt ein. Der Spezialfall der beschrinkten S/T—Netze wird in Kapitel 2.2.2
behandelt.

2.2.1 Erreichbarkeit in S/T—Netzen

Bereits in Kapitel 2.1.1 wurde gezeigt, wie ein S/T—Netz linear—algebraisch in Form
seiner Inzidenzmatrix dargestellt werden kann. Auch S— und T-Invarianten und Mar-
kierungen lassen sich als Vektoren schreiben. Geht eine Markierung durch eine Schalt-

sequenz aus einer anderen hervor, so gilt die folgende Zustandsgleichung:

Satz 2.2 Sei N ein S/T-Netz, My und My Markierungen und o eine Schaltsequenz
von N, so dass Mi[o)Ms. Dann gilt die Zustandsgleichung

Ml—{—[N]-E:MQ.

Die Reihenfolge, in der die Transitionen schalten, ist in & nicht erkennbar. |

Ist eine Markierung My aus einer Markierung M erreichbar, so muss es demnach einen

nichtnegativen Schalthdufigkeitsvektor geben, durch den die Zustandsgleichung erfiillt

13
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ist. Hinreichend ist dieses Kriterium jedoch nicht, wie Abbildung 2.4 zeigt: Der Vektor
7= (11111)T erfiillt die Zustandsgleichung, jedoch gelangt man durch je einmaliges
Schalten aller Transitionen nicht von Markierung M2, nach M2g; bereits nach dem
Schalten von t4 oder t5, die unter M2a feuern konnen, ist keine weitere Transition

mehr aktiviert. Die aktuelle Markierung ist dann tot, ebenso z. B. t3 in (N2, M2,4).

Definition 2.15 (lebendig, schwach lebendig, tot) Sei (N, M) ein S/T-System;

eine Transition t ist lebendig in My oder (N, My) < VM € [My) IM' € [M) : M'[t)

eine Transition t ist tot in My oder (N, My) < VM € [My) : ~M][t)

(N, My) oder My ist tot & ~JteT: Mylt)

(N, My) oder My ist schwach lebendig & VM e [My) IteT: Mt)
(N, My) oder My ist lebendig & VteT :t ist lebendig in My

(a) Startmarkierung M2,  (b) Zielmarkierung M2g (¢) Zustandsgleichung

Abbildung 2.4: S/T-Netz N2 und Erreichbarkeit: Die Zustandsgleichung ist kein hinreichen-
des Kriterium.

Der Grund sind die Kreise im Netz: Der Schalthdufigkeitsvektor sagt, wie bereits er-
wéahnt, nichts Giber die Reihenfolge aus, in der die Transitionen schalten miissten. Im
Netz N2 konnen t; und to unter der Startmarkierung nicht feuern und darum nicht
ausreichend Marken auf p; zur Verfiigung stellen, um sowohl ¢4 als auch t5 zu aktivie-
ren. Dieses Problem wird nicht erkannt, da alle Transitionen des Netzes auf Kreisen
liegen. Mit der Zustandsgleichung kann hier also weder ausgedriickt noch erkannt wer-

den, ob die Marken vor dem Durchlaufen des Kreises zur Verfiigung stehen oder erst

14
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beim Durchlaufen erzeugt werden. Am offensichtlichsten wird dies bereits in der Inzi-
denzmatrix durch eine Null ausgedriickt: Diese kann einerseits auf keine Verbindung
zwischen einer Stelle und Transition hinweisen, andererseits aber auch eine Schlinge®
beschreiben. Die Transition t; aus Abbildung 1.1 von Seite 2 beschreibt einen solchen
Fall. Sie miisste sich die von ihr selbst produzierten zwei Marken leihen, um tiberhaupt

aktiviert zu sein. Dies kann die lineare Algebra nicht ausdriicken.

2.2.2 Kriterien zur Vereinfachung des Erreichbarkeitsproblems

Neben der Zustandsgleichung gibt es weitere Eigenschaften eines Netzes, durch die
das Erreichbarkeitsproblem vereinfacht werden kann. Die Zustandsgleichung kann als
»Schnelltest“ betrachtet werden; existiert keine nichtnegative Losung & fiir die Glei-
chung

My +[N]-7 — M, =0,

so kann in keinem Fall Erreichbarkeit vorliegen. Mit Hilfe von S—-Invarianten l&sst sich
die Beschranktheit einzelner Stellen(-mengen) oder des gesamten Netzes nachweisen.
Im letzteren Fall ist die Endlichkeit des Erreichbarkeitsgraphen bewiesen — eine wich-

tige Erkenntnis, wenn er zur Klédrung der Erreichbarkeitsfrage konstruiert werden soll.

Definition 2.16 (beschrankt) Sei (N, M) ein S/T-System, k € IN;

eine Stelle p € S ist beschréankt in My < VM € [My): M(p) <k

(N, My) oder My ist beschrénkt & Vp € S p ist beschrankt in My
N heifit strukturell beschrinkt < N st in allen Anfangsmarkierungen
beschrankt |

Satz 2.3  Sei N ein S/T-Netz und i € N (d.h. Vp € S : i(p) > 0) ein positiver
Stellenvektor, so dass [N -7 < 0). Dann ist N strukturell beschrinkt [Mur89). [ |

Satz 2.4 Sei N ein S/T-Netz. Ist N von S-Invarianten tberdeckt, so ist es struk-
turell beschrdankt. |

S—Invarianten beschreiben geméfl Satz 2.1 Stellenmengen, auf denen die gewichtete

Markensumme unabhéngig von der aktuellen Markierung konstant ist. Eine maximale

3Eine Schlinge ist ein Teilnetz, das aus einer Stelle, einer Transition und einer Kante von der Stelle
zur Transition und zuriick besteht. Ein Netz ohne Schlingen heif3t schlingenfrei oder rein.

15
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Obergrenze k fiir alle beschrankten Stellen — falls die S—Invariante iiberdeckend ist —
entspricht damit dieser Markensumme, berechnet mit Hilfe der Anfangsmarkierung.
Auch S-Invarianten sind damit eine Art ,Schnelltest®, bevor der Erreichbarkeitsgraph
berechnet wird. Die Umkehrung von Satz 2.4 gilt allerdings nicht, wie das folgende
Beispiel zeigt:

Beispiel 2.3 (Beschranktheit ohne S—Invarianten) Das Netz in Abbildung 2.5

PO

Abbildung 2.5: Beschrianktheit eines Netzes ohne S—Invarianten

ist strukturell beschrinkt, da unter Startmarkierung My die Transition ¢ nur genau so

oft schalten kann, wie M (p) > x gilt. Das Netz besitzt jedoch keine S-Invarianten. [J

Neben diesen linear—algebraisch iiberpriifbaren Kriterien haben, wie bereits erwahnt,
bestimmte Netzklassen noch Eigenschaften, die das Erreichbarkeitsproblem vereinfa-
chen kénnen. Insbesondere ist der Zusammenhang zwischen Lebendigkeit und Erreich-

barkeit von grofler Bedeutung. Dieses Thema wird in Kapitel 5 wieder aufgegriffen.
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3 (Ganzzahlige Losungen von

Gleichungssystemen

In dieser Arbeit ist die Berechnung der S— und T-Invarianten beliebiger S/T—Netze von
zentraler Bedeutung. Insbesondere gilt fiir die gesamte Arbeit, dass alle Losungsvekto-
ren nichtnegativ sein miissen. Diese Einschrinkung des Losungsraums fiithrt zu einem
erhohten Rechenaufwand, da alle unzulédssigen Losungen aussortiert werden miissen
oder bei der Berechnung gar nicht erst auftreten diirfen.

Grundsétzlich gibt es zwei linear—algebraische Vorgehensweisen, um ganzzahlige Lo-
sungen von Gleichungssystemen zu finden. Bei der Berechnung von Basen oder Erzeu-
gendensystemen wird eine bestimmte Anzahl von Losungsvektoren ermittelt, aus denen
sich unendlich viele neue Losungen durch Linearkombination bilden lassen. Einen Uber-
blick iiber diese Methode, mogliche — und bewusst ausgewahlte, leicht verstandliche
— Algorithmen und deren Komplexitét liefert Kapitel 3.1.

FEine zweite Moglichkeit der Berechnung ist die ganzzahlige lineare Programmierung.
Bei dieser Methode, im Englischen Integer Programming genannt, erhalt man nur ge-
nau eine nichtnegative Losung, kann dem Gleichungssystem jedoch zusétzliche Ein-
schrankungen in Form von (Un-)Gleichungen beifiigen, um die Gestalt der Losung

genauer zu definieren. Eine Einfiihrung in diese Methodik liefert Kapitel 3.2.

3.1 Basen und Erzeugendensysteme

Bei Basen bzw. Erzeugendensystemen handelt es sich um eine feste Anzahl p von Ba-
sisvektoren bzw. Generatoren #' = (z%...2%) # 0 als (in diesem Fall) ganzzahlige
Losungen eines linearen homogenen Gleichungssystems. Das besondere an diesen Vek-
toren ist, dass sich aus ihnen unendlich viele neue ganzzahlige Losungen & = (x1 . .. x,)
durch Linearkombination erzeugen lassen. Die Komposition neuer Losungen wird in
[KJ87] beschrieben durch

p .
I=> N
i=1
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3 Ganzzahlige Lésungen von Gleichungssystemen

» Losungsmenge kombinierte
Level Ai € Vektoren z* » . .
{Z"} Losung 7
4 IN -0, Tl e No {#'} eindeutig i+ 0, z; € No
3 Qt -0, fj € Ny {#"} eindeutig Z>0, zj € No
2 Z riezn {#"} Basis rez
1 Q e zn {#'} Basis ez

Tabelle 3.1: Basen und Erzeugendensysteme, angelehnt an [KJ87)

Der Rechenaufwand zur Gewinnung dieser Basisvektoren und Generatoren ldsst sich
durch die Faktoren \; charakterisieren. Je enger man deren zulassigen Zahlenbereich
fasst, desto mehr Generatoren werden letztendlich benétigt, um den kompletten Lo-
sungsraum abzubilden. In Tabelle 3.1 sind vier Level fiir unterschiedliche Festlegungen

der \; gegeben.

Beispiel 3.1 (Erzeugendensysteme) Anhand des Beispiels aus Abbildung 2.1 von
Seite 9 lassen sich die Unterschiede fiir die Level 1 bis 4 gut hervorheben. Fiir diese
Arbeit sind insbesondere die Level 3 und 4 interessant. Bei den Leveln 1 und 2 handelt
es sich um ganzzahlige Basen des linearen homogenen Gleichungssystems. Die Ba-
siselemente sind jeweils zwingend linear unabhéngig voneinander und ihre Anzahl ist
eindeutig durch den Rang der Inzidenzmatrix festgelegt [Row11]. In beiden Féllen sind
alle Losungen aus Z" zuléssig, also auch Vektoren mit negativen Komponenten. Level
1 beschreibt das Ergebnis des gewohnten GauBschen Eliminationsverfahrens [Weill].

Eine mégliche, vom Computeralgebrasystem Mathematica® ermittelte, Basis ist
Li={210D)T,(-1010)T}.

Die fiir Level 2 mit Hilfe der Hermite-Normalform? berechnete Basis Lo ist dhnlich,
Ly={0121)7T (-1010)7},

lediglich ein Basiselement ist unterschiedlich. Ab Level 3 handelt es sich bei den Ge-

Tnformationen zu Mathematica gibt es unter http://www.wolfram.com, Abruf: 27.02.2011.

2Durch Hermite-Normalform—Algorithmen werden ganzzahlige (m x n)-Matrizen dhnlich dem Gaufi~
Verfahren in obere oder untere Dreiecksform gebracht. Durch Anwendung der gleichen Umformun-
gen auf eine (n X n)-Einheitsmatrix erhdlt man eine ganzzahlige Basis des zugrunde liegenden
Gleichungssystems. Einen Uberblick {iber Hermite—Normalform—Algorithmen bietet [Sus08].
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3.1 Basen und Erzeugendensysteme

neratoren um fiir S/T-Netze interessante Losungen,
Lz={0121D)T, (21017},

denn das sogenannte standardisierte Q T-Erzeugendensystem besteht aus nichtnegati-
ven Vektoren. Es handelt sich préziser gesagt um eine eindeutige Menge von ganzzah-
ligen, nichtnegativen Losungen, die auch die Minimalitdtsbedingung fiir Invarianten
(vgl. Def. 2.11) erfiillen. Die auf Seite 9 vorgestellte weitere T-Invariante 2 ist zum

einen eine giiltige Level 3-Linearkombination mit A;, A2 = %, zum anderen ein not-

2
wendiger Generator in L4,

Li={012DT, 21017, 11117},

da hier nur A\; € IN als Faktoren zur Erzeugung weiterer Losungen zugelassen sind. [

Somit ist schon anhand dieses kleinen Beispiels leicht ersichtlich, dass mit zunehmender
Einschrankung des Zahlenbereichs der \; die Anzahl der Generatoren von Level 3 zu

Level 4 in der Regel steigt.

3.1.1 Exkurs: Inhomogene Gleichungssysteme

Mit allen im néchsten Abschnitt vorgestellten Algorithmen lassen sich grundsétzlich
auch Losungen inhomogener Gleichungssysteme A - & = b berechnen [Pas86]. Falls
vorhanden, bestehen Losungen inhomogener Systeme aus der Summe einer partiellen
Losung Zpqr¢+ und gegebenenfalls einer Linearkombination &, fir den homogenen
Losungsraum, )

Tinhom = Tpart + »_ "

Thom

Zur Berechnung des inhomogenen Lésungsraums ergédnzt man die Spalten von A um

[A|—51-<xsl)=6

Es miissen keine ganzzahligen, nichtnegativen partiellen Losungen existieren. Im po-

die negierte rechte Seite b:

sitiven Fall sind aber alle errechneten Generatoren 7, fiir die x,+1 = 1 gilt, partielle
Losungen des inhomogenen Gleichungssystems. Aus Linearkombinationen der Genera-
toren lassen sich sdmtliche Losungen gewinnen, jedoch nur mit der zusatzlichen Be-

dingung x,+1 = 1. Auf Level 4 ist diese Bedingung leicht erfillbar: Da es sich um ein
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3 Ganzzahlige Lésungen von Gleichungssystemen

IN-Erzeugendensystem handelt, kann zu jeder partiellen Losung nur eine ganzzahlige
Linearkombination (A; € IN) homogener Losungen addiert werden, ohne die Anforde-
rung Tp41 = 1 zu gefihrden. Die Komposition und Dekomposition einer allgemeinen

Loésung Tiphom ist hier also relativ simpel. Aber schon ab Level 3 st6f3t man auf das

Aufwand Einfachheit
der Methode der
zur Berech- — | Komposition
nung von und Dekom-
Generatoren position von
fir Invarianten Invarianten

Abbildung 3.1: Ganzzahlige Losungen — Gesetz der Komplexitét [KJ87]

Problem, dass fiir die A\; auch rationale Werte moglich sind und ab Level 2 die Basis-
vektoren nicht zwingend nichtnegativ sein miissen. Demnach kénnen auch zwei oder
mehr partielle Lésungen addiert werden, solange die Bedingung z,+1 = 1 nicht ver-
letzt wird. Leichte Komposition neuer partieller Losungen aus Generatoren geht also
einher mit groBerem Berechnungsaufwand der Generatoren, was in Abbildung 3.1 dar-
gestellt ist. Dieses Gesetz der Komplexitdit gilt selbstverstindlich auch fiir homogene
lineare Gleichungssysteme. Die Level 4-Generatoren sind offenbar am besten geeignet,
den Losungsraum eines inhomogenen linearen Gleichungssystems zu beschreiben. Im

ungiinstigsten Fall ist der Rechenaufwand exponentiell.

3.1.2 Algorithmen

Fiir S/T-Netze sind wie bereits erwahnt die Level 3 und 4 aus Tabelle 3.1 interessant,
bei denen nichtnegative, ganzzahlige Erzeugendensysteme berechnet werden. In dieser
Netzklasse kann schliellich eine Transition nicht 1,5-mal schalten oder eine Stelle %
Marken besitzen. Zur Berechnung der Level 3—Generatoren wird der Algorithmus von
Silva und Martinez [MS82, CS91] im néchsten Abschnitt vorgestellt, ein Berechnungs-
verfahren fiir ein IN-Erzeugendensystem [CD94] ist in Kapitel 3.1.2.2 aufgefiihrt. Zu-
dem werden diese Algorithmen in ihrer nachfolgend aufgefiihrten oder gegebenenfalls
modifizierten Form fir alle Berechnungen von Erzeugendensystemen in dieser Arbeit

verwendet.

3.1.2.1 Berechnung eines Level 3—Erzeugendensystems

Der Algorithmus von Silva/Martinez, abgebildet auf Seite 23, basiert grundsétzlich

auf einem Verfahren, bei dem nach und nach durch elementare Zeilenumformungen

20



3.1 Basen und Erzeugendensysteme

alle Spalten einer (m x n)-Matrix A (fiir S-Invarianten [N], fiir T-Invarianten [N]T)
annulliert, d.h. alle Eintrdage auf Null gesetzt werden. Die gleichen Operationen erfolgen
simultan auf einer weiteren Matrix, die als Einheitsmatrix ¥ vom Format (m x m)
initialisiert und an A angehéngt wird und am Ende die Losungsvektoren enthélt.

Die Zeilenanzahl dieser erweiterten Matrix U = [A|Y] wéchst und schrumpft im
Laufe des Algorithmus, da vielmals Zeilen addiert werden, um ein Spaltenelement auf
Null zu setzen. Die Auswahl der néchsten zu annullierenden Spalte erfolgt nach einer
bestimmten Heuristik, basierend auf der Anzahl ihrer positiven (7 ) und negativen (vy)
Elemente, um den Zuwachs neuer Zeilen gering zu halten: Zu Beginn werden die Spalten
annulliert, die nur ein positives und negatives Element enthalten. Solche Spalten stellen
einfache Ketten im Petri-Netz dar, d.h. entweder Transitionen mit nur einer Ein- und
Ausgangsstelle oder umgekehrt Stellen mit einer Ein- und Ausgangstransition. Nach
dieser Ketten—Elimination wird immer eine neue Spalte k& ausgewéhlt, die zu einem
minimalen Zuwachs neuer Zeilen fiihrt. Die neue, wihrend der Bearbeitung von Spalte
k entstehende Matrix wird mit U* = [A¥|Y¥] bezeichnet.

Zunichst werden die Zeilen der Matrix U vom vorherigen Durchlauf auf drei Ma-
trizen verteilt: U~ bzw. U™ enthalten die Zeilen mit negativem bzw. positivem Element
in Spalte k, U* enthilt zu Beginn alle Zeilen i aus U mit Afl,g = 0. Alle Zeilen von
U~ werden anschlieffend mit allen Zeilen aus U™ so zu neuen Linearkombinationen ad-
diert (insgesamt also 7y - v Kombinationen), dass der Eintrag in den Spalten k dieser
neuen Zeilen annulliert wird.

Der Y*-Anteil jedes so entstandenen Vektors wird auf die Minimalitéit seiner Tri-
germenge untersucht, bevor die ganze Zeile der Matrix U* hinzugefiigt werden darf.
Dieser Minimalitatstest verlauft in zwei Schritten: Ein Schnelltest iiberpriift zunichst,
ob die Zeile weniger Eintrage # 0 (card(||Y||)) hat als der rankUpperbound + 1 der
urspriinglichen Matrix®. Im zweiten Schritt wird die Trigermenge dieses Y*-Anteils
mit allen Trigermengen anderer Zeilen aus Y*, Y+ und Y~ verglichen. Ist sie auch
hier minimal, so wird die Zeile noch durch den gréiten gemeinsamen Teiler aller ihrer
Komponenten geteilt und dann U¥ angefiigt.

Sind alle Spalten annulliert oder wird keine weitere Spalte k& mehr gefunden, die
bearbeitet werden kann (falls 7, = 0 oder v = 0), so stoppt der Algorithmus. Alle
Zeilen i in Y*, in denen der A*-Anteil der Nullvektor ist, geschrieben Aﬁ_ =07,
bilden die Losungsmenge. Einen Beispielablauf des Algorithmus zeigt Abbildung 3.2

auf der folgenden Seite.

3card(||Y])) beschreibt hier die Anzahl der Elemente in der Trigermenge der Zeile Y. Der rankUp-
perbound bezeichnet die Anzahl der Spalten # 0 der Matrix und ist damit eine Abschitzung, wie
grof} ihr Rang maximal sein kann.
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3 Ganzzahlige Lésungen von Gleichungssystemen

1 0100 0 ) o ¢:i=2
0o — 1 110 1 0 0 fiir Spalte j = 2 ist N d:=4
B e
o B:=|Uf,s| =1
1 01 0 00 (1-Uf_+1-U9_)—>U°
U= 1 0/0 0 1 Ofl<
-2 0j0 1 0 1 Zeilen 2 und 4 in U° 16schen
U =[-2 00 1 0 1]
Spalte k =1 . U+:{1 0’1 0 0 0}
wird nun bearbeitet 1 00 0 10
Uut=10
VI = [fya-ffufvi-| P 1s=1
= {t1,t2,tB}
= minimaler Support
U =[-2 00 1 0 1]
a:=1,03:=2 U+:[1 0‘1 00 0}
1-Uj_+2-Uf_) > U 1 ojo-0 10
Ul=0 02 1 0 1]
”Y” = H}/l_*_H U HYQ’_H r= 175 =2
= {t2,ta,tB} <
= minimaler Support
a:=1,p5:=2 ;Ulz[o 02 1 0 1]
(I-U{’_—|—2-U5,_)—>U1 0 0/0 1 2 1
Losungen:
(2101) keine Spalten k
und ) iibrig
(0121)

Abbildung 3.2: Berechnung des standardisierten QT-Erzeugendensystems fiir die T-In-
varianten des Netzes N1 aus Abbildung 2.1
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3.1 Basen und Erzeugendensysteme

Algorithmus 3.1: LEVEL 3-ERZEUGENDENSYSTEM NACH SILVA/MARTINEZ [MS82, CS91]

Eingabe: U := [A°|Y"] » Y0 :=1,, A° hat Dimension m x n.
Ausgabe: Alle Zeilen i in Y* mit A¥_ =0 als Lésungsmenge.
1 for Spalten j :=1 to n do » ,Ketten" léschen.

2 m; := Anzahl der positiven Elemente in j; v; := Anzahl der negativen Elemente in j;
3 if (7'(]' =v; = 1) then

4 c := Zeilenindex des positiven Elements in Spalte j;

5 d := Zeilenindex des negativen Elements in Spalte j;

6 o= |U2,l; B:=|Ug,l;

7 Fige die Zeile or- U _ 4 - U2 _ zu U° hinzu; Losche die Zeilen ¢ und d aus U?;
8 endif

9 endfor

10 Wahle die erste Spalte k in U := U® mit 73 - vx — (7 + vi) < 0 oder eine Spalte k, die
Ty - v minimiert (in beiden Fallen muss gelten: 7y, vy > 0);

11 while (noch bearbeitbare Spalten & (ibrig) do » Restliche Spalten annullieren
12 U™ := alle Zeilen 4 in U™, in denen Ag},;% < 0;

13 U* := alle Zeilen i in U, in denen A;{l]ﬁ > 0;

14 U* := alle Zeilen in U%?, in denen Afl,g =0;

15 r := Index der ersten Zeile von U~;

16 while (r < Zeilenanzahl(U~)) do

17 s := Index der ersten Zeile von U¥;

18 while (s < Zeilenanzahl(U*)) do

0 Yl o= ¥ )

20 if (card(||Y||) < rankUpperbound+1) then » Schnelltest
21 if (||Y]| enthalt keinen Support einer anderen Zeile von Y*, Y* oder ™)

22 then » Genaue Minimalitatspriifung
2 a:=|Ugil: B:= |Upil;

24 Fiige die Zeile - U, _ + 3 - U _ der Matrix U* hinzu;

25 Teile diese Matrixzeile durch den ggT aller ihrer Elemente # 0;

26 Speichere ||Y||, den Support dieser Zeile;

27 endif

28 endif

29 s:=s+1;

30 endwhile

31 ri=r-+1;

32 endwhile

33 Leere die Matrizen U~ und U™*; Ut .= Uk:

34 Wihle die erste Spalte k in U mit 7, - vy — (7 + vi) < 0 oder eine Spalte k, die 7, - v
minimiert (in beiden Fallen muss gelten: 7, v, > 0);

35 endwhile
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3 Ganzzahlige Lésungen von Gleichungssystemen

Fiir die Berechnung der T-Invarianten des Netzes aus Abbildung 2.1 ist es erforder-
lich, die Inzidenzmatrix [N1] zunéchst zu transponieren, damit in Y auch wirklich T—
Invarianten gespeichert werden. Die Losungsmenge fiir dieses kleine Beispiel ist schnell
gefunden. Bei grofien Netzen, fiir die viele Linearkombinationen aus Zeilen von U™
und U~ gebildet werden miissen und nur wenige den Minimalitdtstest nicht bestehen,
kann der Aufwand explosionsartig ansteigen. Im schlimmsten Fall ist exponentieller

Rechenaufwand zu erwarten.

3.1.2.2 Berechnung eines Level 4—Erzeugendensystems

Fir die Berechnung des IN-Erzeugendensystems wurde fiir diese Arbeit ein weiterer
leicht verstindlicher Algorithmus* ausgewihlt, der auf Seite 25 abgebildet ist. Er erhélt
eine (m x n)-Matrix A als Eingabe. Dann wird ein Stack P mit n Einheitsvektoren
initialisiert und zu diesen nach bestimmten Regeln so lange Einheitsvektoren addiert
und damit Losungen konstruiert, bis P leer ist und alle gefundenen Lésungen Schritt
fiir Schritt zu einer Menge B hinzugefiigt wurden. Die Einheitsvektoren werden nach-
einander, beginnend mit €3 = (10...0), auf P geschoben. Zur Vermeidung redundanter
Berechnungen werden an Position ¢ im Stack die ersten (i—1) Elemente des dort liegen-
den Vektors eingefroren, d.h. die ersten €; Einheitsvektoren, j < (i — 1), diirfen nicht
auf diesen Vektor addiert werden. In Algorithmus 3.2 wird hierzu das (n x n)—Array
Frozen initialisiert, das festlegt, welche Komponenten eines Vektors eingefroren sind.
Im Beispiel auf Seite 26 sind die eingefrorenen Komponenten unterstrichen. An Posi-
tion 4 im Stack diirfen beispielsweise die Einheitsvektoren €7 bis €3 nicht hinzuaddiert
werden. Auch in spéiteren Rechenschritten sind an Position ¢ im Stack genau (i — 1)
Elemente eines Vektors eingefroren, aber nicht zwingend die ersten (i — 1).

Solange P nicht leer ist, wird das oberste Element ¢ vom Stack geholt und iiberpriift,
ob es eine Losung ist. Falls ja, wird es B hinzugefiigt, falls nicht, wird es bearbeitet.
Neben der Regel, dass eingefrorene Komponenten des aktuellen Vektors ¢ ignoriert
werden, miissen noch zwei weitere Bedingungen vor der Bearbeitung erfillt sein: Die
Summe (£ + &) darf nicht groBer sein (vgl. Definition 2.9) als irgendein Element der
Losungsmenge B — dadurch ist die Minimalitdt gewéhrleistet — und es muss das
Skalarprodukt (A -%) o (A-€) < 0 gelten®. Sind die Bedingungen nicht erfiillt, wird ¢
verworfen; sind sie erfiillt, wird die Summe (£+¢;) auf P geschoben. Der Einheitsvektor

¢; darf nun an hoheren Positionen im Stack nicht mehr hinzuaddiert werden. Der

“Der Algorithmus ist zu finden in [CD94].

®Eine Erklirung dieser letzten Bedingung ist ebenfalls in [CD94] zu finden. Fiir diese Arbeit ist eine
genaue Erlauterung der geometrischen Zusammenhénge, aus denen diese Bedingung entstand, nicht
notwendig und wiirde den Rahmen sprengen.
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3.1 Basen und Erzeugendensysteme

Algorithmus stoppt, wenn P leer ist. Die gefundenen Loésungen — falls vorhanden —
sind in B enthalten. Einen Ablauf fiir die Berechnung der T—Invarianten von Netz N1
zeigt Abbildung 3.3. Fiir die Berechnung der S—Invarianten miisste dem Algorithmus

die transponierte Inzidenzmatrix A7 iibergeben werden.

Algorithmus 3.2: LEVEL 4-ERZEUGENDENSYSTEM NACH CONTEJEAN/DEVIE ([CD94])

Eingabe: A — Matrix, n — Anzahl der Spalten von A
Ausgabe: B, N—Erzeugendensystem zu A - & =0

for i :=1ton do » Initialisierung von P und Frozen
P := push(é;, P);
for j :=1ton do
if (j < ¢) then Frozen[i, j] := true

else Frozen[i, j] := false
endif
endfor
endfor
B :=0; » Initialisierung von B (Liste der Lésungsvektoren)
10 while (P # 0) do
= pop(P); » oberstes Element vom Stack nehmen
h := height(P)—1; » GroBe des Stack verringert sich damit um 1
if (A-%=0) then B := add(B, ) » ¢ ist eine Losung und wird B hinzugefiigt
else
for i :=1 ton do
F[i] := Frozenlh + 1,1]; » Lade ,Verbotsliste" von ¢
endfor
fori:=1 ton do » flige T+ ¢e; zu P hinzu, falls erlaubt
if (F[i] = false and (A -1) o (A-¢;) < 0 and min(t + é;, B))
then begin
P := push(t + €&, P); » ¢ kann spater noch zu einer Lésung werden
h:=h+1; » GroBe des Stack erhdht sich um 1
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28
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30

31

for j :=1ton do
Frozen[h, j] := F[j];

endfor
F[i] := true; » Vektor é; darf an héheren Positionen des
end Stacks nicht mehr addiert werden.
endif
endfor
endif
endwhile
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3 Ganzzahlige Losungen von Gleichungssystemen
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Abbildung 3.3: Berechnung des IN-Erzeugendensystems fiir die T-Invarianten des Netzes N1
aus Abbildung 2.1
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3.2 Ganzzahlige lineare Optimierung

Auch bei diesem Algorithmus ist leicht ersichtlich, dass der Aufwand schnell sehr grof3
werden kann. Bei Losungsvektoren, deren Komponenten grofle natiirliche Zahlen sind,
muss immer wieder der gleiche Vektor ¢ vom Stack genommen und Einheitsvektoren
hinzuaddiert werden. Gleichzeitig muss dieser Vektor ¢ jedes Mal auf die zu erfiillen-
den Bedingungen getestet werden. Auch hier ist der Aufwand im ungiinstigsten Fall
exponentiell, obwohl die Komposition und Dekomposition von T—Invarianten mit Hilfe
eines IN-Erzeugendensystems einfach und iibersichtlich ist und damit durchaus ihre

Vorziige hat.

3.2 Ganzzahlige lineare Optimierung

Eine Alternative zur Berechnung ganzer Erzeugendensysteme fiir die Gewinnung nicht-
negativer T—Invarianten ist die ganzzahlige lineare Optimierung, bei der genau eine
nichtnegative Losung des Gleichungssystems errechnet wird. Ein lineares Optimie-
rungsproblem besteht im Allgemeinen aus der Losung einer linearen Extremwertauf-

gabe, bei der eine (lineare) n-stellige Funktion f : R™ — R mit
f(z1,29,...,xp) i=c1-x1+co-Ta+ ...+ CpTp

(¢i € R sind Konstanten) gegeben ist, die maximiert oder minimiert werden soll. Die
x; sind gewissen Nebenbedingungen (im Englischen Constraints genannt) unterworfen,
welche ebenfalls als lineare Gleichungen oder Ungleichungen vorliegen.

Formal ist das sogenannte lineare Optimierungsproblem (LOP) nach [Lau04] folgen-

dermaflen definiert:

Definition 3.1 (Lineares Optimierungsproblem, LOP) Das lineare Optimie-

rungsproblem (LOP) (oftmals auch lineares Programm genannt)

flxy,xe,. ... xp) i=c1-x1+Co- T2+ ...+ cp -2 — Min
(kurz: f(z) =T - & — Min)
A-Z=b
>0

wird LOP in Normalform genannt. Die Funktion f heifit Zielfunktion (ZF). A-Z = b
und & = 0 mit A € R™", 7 € R™! und b € R™*! nennt man Nebenbedingungen
(NB) des LOP. Die Lésungen &, die der Nichtnegativititsbedingung T > 0 geniigen,

heiflen zuldssige Losungen des linearen Gleichungssystems. |
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3 Ganzzahlige Lésungen von Gleichungssystemen

Fiir nichtnegative Losungen eines LOP wird zumeist die Simplexmethode (vgl. [Lau04],
S.13) verwendet. Bei der Berechnung ganzzahliger, nichtnegativer T-Invarianten Z hat
die Optimierungsaufgabe die Zusatzforderung Vi : z; € INg. Mit dieser Zusatzbedin-
gung wird das LOP zu einem ganzzahligen LOP (GLOP, vgl. [Lau04]) erweitert:

Definition 3.2 (Ganzzahliges Lineares Optimierungsproblem, GLOP) Das
ganzzahlige lineare Optimierungsproblem (GLOP), oftmals auch ganzzahliges lineares

Programm genannt, ist definiert als

f(@) =T & — Min
E=0b

Auch hier wird zunéchst mit Hilfe der Simplexmethode eine positiv rationale Lésung
berechnet. Dann &ndert man mit darauf aufbauenden Algorithmen, z.B. Branch—and-
Bound oder Cutting—Plane (vgl. [Gen05]) die erhaltenen Werte auf die nichstgelegenen
ganzen Zahlen so ab, dass alle Nebenbedingungen erfiillt sind. Die Losung eines GLOP
muss in der Regel nicht einem Level 3— oder Level 4—Generator entsprechen. Die Ge-
stalt des Ergebnisses hangt allein von der Arbeitsweise des Programms ab, das die

Extremwertaufgabe unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen 16st.

Beispiel 3.2 (GLOP) Fir das Netz N1 von Seite 9 kénnte man als Extremwert-
aufgabe die Berechnung einer T-Invarianten j mit dem Zusatz 7(t4) = a(tp) = 1
)T

und minimaler Schalthéufigkeit aller Transitionen stellen ((j1 j2 j3 j4)* entspricht hier

(t1 tatatp)?):

fG) =177 - Min

IN1]-5 =0
j-0
Js=1
Ja=1

Die optimale, die Zielfunktion minimierende Lésung ist j = (11117, was einem der

drei Level 4-Generatoren entspricht. [l
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3.2 Ganzzahlige lineare Optimierung

3.2.1 Algorithmen

Fir die Bearbeitung ganzzahliger linearer Extremwertaufgaben wurden in dieser Ar-
beit ausschlielich das Programmpaket von Michael Gensty [Gen05] und die unter
[BEN11] zu findende Software verwendet. Genstys Paket namens IntegerProgramming
wurde im Computeralgebrasystem Mathematica implementiert und nutzt optional das
Cutting-Plane- oder — in diesem Fall — das Branch-and-Bound-Verfahren (BAB)
zur Berechnung einer ganzzahligen, nichtnegativen Losung. Als Eingabeparameter er-

wartet der Branch—and-Bound—Algorithmus

die Angabe, ob die Zielfunktion zu minimieren oder maximieren ist,
die Matrix A, die das Gleichungssystem reprasentiert,

die rechte Seite 5,

die Zielfunktion und

weitere Nebenbedingungen.

AR

Fiir das Beispiel aus dem letzten Abschnitt sihe die Eingabe folgendermaflen aus:

BAB[
"Minimum",
{{1,-1,1,-1},{0,1,0,-1}},
{0,03%},
t[1]1+t [2]+t [3]+t [4],
{t[3]==1,t[4]==1}

Als Ergebnis liefert das Programm {{1,1,1,1},{4}}, also zum einen den Lésungsvek-

tor (1 111)7 und zum anderen den Wert der Zielfunktion, der in diesem Fall 4% ist.

Dieses Kapitel bildet den Abschluss der mathematischen und netztheoretischen Grund-
lagen. Es wurde deutlich, dass sowohl beim Losen der Zustandsgleichung als auch beim
Berechnen von Invarianten — unter Umstdnden mit bestimmten Nebenbedingungen —
lineare Gleichungssysteme gelost werden miissen. Ab dem néchsten Kapitel werden die
hier aufgefiihrten Methoden nun im Rahmen der Erreichbarkeitsfrage in S/T-Netzen

angewendet.
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4 Das Erreichbarkeitsproblem und
lineare Algebra: Existierende

Algorithmen

Im letzten Jahrzehnt beschaftigten sich einige Netztheoretiker mit der Erforschung
linear—algebraischer Methoden zur Losung des Erreichbarkeitsproblems [Kos08, RK04,
WW10]. Zwei der entwickelten Verfahren [Kos08, RK04] werden in den néchsten Ab-
schnitten beispielhaft vorgestellt, da einige ihrer Bestandteile den in den Kapiteln 6
und 7 diskutierten Ansétzen stark dhneln. Beide Methoden besitzen ihre Schwéichen
und sind nicht ausgereift genug, um fiir beliebige S/T-Netze die Erreichbarkeitsfrage

befriedigend zu l6sen.

4.1 Das Verfahren von Alexander Kostin

Das Verfahren von Alexander Kostin [Kos08] ist eine Kombination von linear—algebra-
ischen Berechnungen und Simulationsschritten zur Lésung des Erreichbarkeitsproblems
fiir schlingenfreie Netze. Es startet mit der Erweiterung eines S/T—Netzes N zu einem
Netz N, durch eine zusétzliche Transition t., die aus der Differenz von Startmarkierung
My und Zielmarkierung M (mit My # M) entsteht. Wenn ¢, unter Markierung M ein-
mal schaltet, wird My wieder erreicht. Falls es also eine Schaltsequenz My[o) M [t.) My

gibt, liegt Erreichbarkeit vor; gleichzeitig muss es aber auch eine T-Invariante

()
le
[Nc] ’ <Z> = 6

und t. = 1. Eine T-Invariante F und eine realisierbare, zu @ passende Schaltsequenz

geben mit

o zu finden ist nun die eigentliche Aufgabe, jedoch wird die Erreichbarkeitsanalyse

durch die theoretisch unendliche Menge von T-Invarianten erheblich verkompliziert.
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4 Das Erreichbarkeitsproblem und lineare Algebra: Existierende Algorithmen

Welche Linearkombination von T-Invarianten ist eine passende? Kostins Ansatz be-
schreibt eine Idee, wie die minimalen T—Invarianten von N, in Klassen eingeteilt und
zu moglicherweise passenden Linearkombinationen F addiert werden kénnen. Trotz
dieses grofien linear—algebraischen Anteils wird hier fiir jede berechnete Kombination
durch Simulationsschritte tiberpriift, ob sie die gesuchte Schaltsequenz ot. ist, die die
Anfangsmarkierung reproduziert. Es sei noch darauf hingewiesen, dass das Verfahren
im Fall keiner vorhandenen minimalen T—Invariante mit t. > 1 sofort stoppt, da damit
bereits Nicht-Erreichbarkeit nachgewiesen ist. Fiir das Netz N3 in Abbildung 4.1 wird
nun der Ablauf des Algorithmus beispielhaft erldutert. Das Verfahren gliedert sich in
die folgenden Schritte:

1. Erweiterung von N zu N,

2. Berechnung und Klassifizierung der T—Invarianten
3. Untersuchung auf strukturelle Beschréanktheit
4

. Simulation der kombinierten T-Invariante F

pga
@I

r(

2 2

Abbildung 4.1: S/T-Netz N3 aus [Kos08]

Erweiterung von N3 zu N3,

Fiir Netz N3 seien die Anfangs- und Zielmarkierung M3 = (200000000)% und M3 =
(200000001)” der Form (p; ... pg)” gegeben. Durch M3y — M3 = (00000000-1)"
erhilt man das um die Transition t. erweiterte Netz N3., wobei t. eine Marke von

Stelle pg nimmt.

Berechnung und Klassifizierung der T—Invarianten

Im néchsten Schritt werden die minimalen T—Invarianten mit Algorithmus 3.1 berech-
net. Das Level 3-Erzeugendensystem besteht aus den T-Invarianten F! bis F3 der
Form (t1...t10t)T, die in Abbildung 4.3 mit zugehorigen Netzdarstellungen gegeben

sind. Anschlieend werden diese klassifiziert. Dazu wird zunéchst ein sogenannter un-
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4.1 Das Verfahren von Alexander Kostin

gerichteter Relationsgraph erzeugt, dessen Knoten die Invarianten sind. Zwei Knoten
werden verbunden, wenn sie mindestens eine Stelle in ihren Netzdarstellungen gemein-

sam haben. Fiir das obige Beispiel sieht der Relationsgraph folgendermaflen aus:

@'@

*‘k

t9

B
o]

Abbildung 4.2: N3, — um ¢, erweitertes Netz N3.

Grundsétzlich kann ein Relationsgraph eines Petri-Netzes auch aus nicht miteinander
verbundenen Teilgraphen, sogenannten Zusammenhangskomponenten, bestehen. Das
ist genau dann der Fall, wenn verschiedene Gruppen von T-Invarianten keinerlei ge-
meinsame Stellen haben. Diese grobe Einteilung ist der erste Schritt der Klassifizierung:
Nur Invarianten, die in der gleichen Zusammenhangskomponente liegen, kénnen sich
prinzipiell gegenseitig Marken leihen, um realisierbar zu werden. T—Invarianten sind
schliefllich nur unter bestimmten Markierungen realisierbar, die jeweils erst einmal
erreicht werden miissen. Im zweiten Schritt werden darum alle Zusammenhangskom-
ponenten getrennt voneinander untersucht, in denen mindestens eine T—Invariante mit
t. > 1 existiert. Diese ist in diesem Beispiel durch F3 gegeben. In jeder Zusammen-
hangskomponente wird die Menge ®. der in ihr enthaltenen T—Invarianten wie folgt

anhand von t. klassifiziert:

{F7|t.=0} = nicht komplementire, minimale T-Invarianten (1)
{FV|t,=1} = singulire, komplementire T-Invarianten (2)
{F7|t.>1} = komplementiire, minimale T-Invarianten (3)

Mit Minimalitét ist hierbei die Minimalitdt der Tragermenge gemeint. Fiir obiges Bei-

spiel ist &, = {ﬁ |, Fy, ﬁg} Da zum Nachweis der Erreichbarkeit die Transition ¢, genau

33



4 Das Erreichbarkeitsproblem und lineare Algebra: Existierende Algorithmen

B

(a) F1=(00111010000)7 (b) F2=(11000110000)7

®

() F=(00000001111)7

Abbildung 4.3: Minimale T-Invarianten von Netz N3, mit jeweiligen Netzdarstellungen

einmal schalten muss, ist die zugehorige realisierbare T—Invariante F' eine Linearkom-

bination:
— — n — -
F=F,+) kiF]., kj€Ng (4)
j=1
Hierbei ist
F, = T-Invariante aus (2) oder Linearkombination aus

T-Invarianten von (2) und (3) mit ¢, =1

F). = eine von insgesamt n T—Invarianten aus (1)

nc
LR LR
Fiir das Netz N3, erhélt man somit folgende Linearkombination:

ﬁ:ﬁ3+k1'ﬁ1+k2'ﬁ2, k‘jE]NO
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4.1 Das Verfahren von Alexander Kostin

Nun stellt sich die Frage, wie oft jede T—Invariante in die Linearkombination eingehen
muss. Wie bereits erwéhnt, miissen die T-Invarianten sich eventuell gegenseitig Marken
leihen, um realisierbar zu werden. Durch Simulation, ausgehend von der Startmarkie-
rung, werden diese Markendefizite ermittelt. Unter der Startmarkierung M3 erhalt
man fiir F! bis F3 folgenden Bedarf, wobei positive Eintrige in einer Tabellenzelle
angeben, wie viele Marken sich eine T—Invariante auf der zugehérigen Stelle leihen
muss; negative Eintrage geben an, wie viele Marken auf der jeweiligen Stelle von der

T—Invariante produziert werden:

Pr | P2 | P3| P4 | P5 | P6 | Pr | P8 | P9
Fll 1| - | =1|-1]| 2 |-1| | - | -
F2l-1| -1 1| - |=1]-1| - | -] -
Bl | - -] -] - |2]|-1]-1]|=21

Beispielsweise muss F! sich auf ps zwei Marken leihen, F2 auf p3 eine und F3 auf D6
wiederum zwei. F! kann die eine Marke auf p3 bereitstellen, die F2 bendétigt. Zusam-
men kénnen F! und F? die zwei Marken auf pg liefern, die F3 braucht. Ob F?2 (als
einzige Moglichkeit!) zwei Marken auf ps fiir F! erzeugen kann, héngt davon ab, ob

die Netzdarstellung von F2 strukturell beschrinkt ist.

Untersuchung auf strukturelle Beschranktheit

Ist eine Netzdarstellung einer T-Invariante strukturell beschrankt, so kann die T—
Invariante unter Umstdnden nicht die Anzahl von Marken bereitstellen, die eine andere
benotigt. Durch den durch Satz 2.3 von Seite 15 gegebenen Schnelltest kann fiir die
Netzdarstellung jeder T-Invariante festgestellt werden, ob dies zutrifft. Hierzu wird mit
Hilfe von Algorithmus 3.1 nach nichtnegativen S—Invarianten gesucht. F3 geht ohnehin
nur einmal in die Linearkombination F ein und muss somit nicht untersucht werden.

Fir die beiden anderen T-Invarianten ﬁﬂw erhdlt man:

F: hat zwei minimale S-Invarianten (0 021 0)” und (1 11 0 1)7, in der Summe
also eine S-Invariante 7 = (1131 1)7 und ist strukturell beschrinkt. Sie geht
also maximal einmal in die Linearkombination (4) ein. Damit legen wir k1 = 1

fest, denn F'' muss einmal realisiert werden, um F?2 eine Marke auf p3 zu leihen.

F2: ist nicht von S-Invarianten iiberdeckt; der Schnelltest war nicht erfolgreich und

eine Aussage zu struktureller Beschranktheit kann noch nicht getroffen werden.
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4 Das Erreichbarkeitsproblem und lineare Algebra: Existierende Algorithmen

Falls F? strukturell unbeschrinkt ist, gilt die Unbeschrianktheit fiir mindestens eine

der n Stellen p; in der Netzdarstellung von F2. Dies ist gegeben, wenn
FeNy,t#0:[N]-t=AM >0, AM #0,

wobei AM ein n—stelliger Stellen—Vektor ist, der die Verdnderung der Marken im Netz

durch das Feuern der Transitionen in ¢ (Schaltreihenfolge irrelevant) angibt:
AM = (Amy ... Am; ... Amy,)
Fir obiges Beispiel werden mindestens zwei Marken auf Stelle p; bendtigt. Damit ist
AM =(00020)T.

Die Bedingungen werden in einem ganzzahligen linearen Optimierungsproblem zusam-
mengefasst:

v:i=11 + tg +tg + t7 — Min

[N]-T=AM

v>1,6>0Vie{l,2,6,7}
Insgesamt sollen also so wenige Transitionen wie moglich schalten; darum ist die Ziel-
funktion zu minimieren. Mindestens eine Transition (v > 1) muss jedoch feuern. Das
lineare Programm liefert als Losung den Vektor (¢ ty tg t7)T = (22 0 2)7, F? kann

also Marken auf ps fiir F! bereitstellen. Nun errechnet man eine obere Schranke da-

fiir, wie héufig F2 maximal realisiert werden muss, damit geniigend Marken erzeugt

k:mG;UD i=1267
ko = max ({ﬂ , ﬁ-‘ ) ﬁ)-‘ ) ﬁ-D =max(2,2,0,2) = 2.

T-Invariante F> geht somit zweimal in die Linearkombination F ein:

werden:

F=F34+F' 192.F?

Simulation von F'
Sobald eine Linearkombination gefunden ist, erfolgt der Simulationsschritt. Es wird nun

versucht, von M3; ausgehend mit den in F gegebenen Schalthéufigkeiten eine Schalt-
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4.1 Das Verfahren von Alexander Kostin

sequenz zu finden, die letztlich M3y reproduziert. Wird eine solche Sequenz unter allen
moglichen Linearkombinationen der Zusammenhangskomponente nicht gefunden, liegt
keine Erreichbarkeit vor. Fiir Netz N3 ist die Erreichbarkeit von M3 aus M3y nach-
weisbar: t3titotrtitotatststotiotststrtrt. ist eine passende Schaltsequenz, die M3y im

erweiterten Netz N3, reproduziert.

Zusammenfassung

Fir den in diesem Kapitel diskutierten Beispielablauf ist Kostins Algorithmus leicht
nachvollziehbar, da es insgesamt nur drei minimale T—Invarianten gab, die alle in die
finale Linearkombination eingingen. So simpel ist die Losung des Erreichbarkeitspro-
blems im Allgemeinen nicht: Bereits nach der Berechnung und Klassifikation der mi-
nimalen T—Invarianten finden Simulationsschritte statt, die fiir jede Netzdarstellung
einer Invariante {iberpriifen, ob sie unter der Startmarkierung realisierbar ist oder sich
Marken leihen muss. Der anschlieBende Schritt — geeignete T-Invarianten auszuwéh-
len und zu iiberpriifen, ob sie sich gegenseitig die notwendigen Marken leihen kénnen —
erfolgt zwar systematisch, ist aber dennoch bei grolen Netzen alles andere als trivial.
Unter Umstédnden miissen immer wieder neue Linearkombinationen aus T-Invarianten
gebildet und Schaltsequenzen simuliert werden. Allein die Addition von T—Invarianten
aus Gruppe (3) derart, dass am Ende stets t. = 1 gewahrleistet ist, ist unter Um-
standen mit erheblichem Aufwand verbunden (vgl. hierzu die Berechnung des Level
4-Erzeugendensystems ab Seite 24).

Die Héaufigkeit, wie oft eine T—Invariante in eine Linearkombination eingeht, ist
gegebenenfalls durch die moégliche strukturelle Beschranktheit ihrer Netzdarstellung
limitiert. Falls sie ausreichend Marken auf ausgewéhlten Stellen bereitstellen kann,
muss sie auch nicht hdufiger als das fir sie ermittelte Maximum realisiert werden: Ein
Uberschuss an Marken auf einer Stelle ist ebenfalls unerwiinscht, da er vielleicht nicht
von anderen T—-Invarianten getilgt werden kann. Damit ist die Anzahl der Linearkom-
binationen innerhalb einer Zusammenhangskomponente endlich. Im schlimmsten Fall

miissen alle konstruierbaren Linearkombinationen gebildet und simuliert werden:

“We can note only that the algorithm will spend most of its time calculating
minimal-support T-invariants, solving ILP problems, and trying to find
reachability paths for calculated T-invariants.” — [Kos06], S. 620
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4 Das Erreichbarkeitsproblem und lineare Algebra: Existierende Algorithmen

4.2 Das Verfahren von Ramachandran und Kamath

Das in diesem Kapitel vorgestellte Verfahren von Ramachandran und Kamath basiert
auf der Tatsache, dass in azyklischen S/T—Netzen die Zustandsgleichung nicht nur ein
notwendiges, sondern sogar ein hinreichendes Kriterium fiir die Erreichbarkeit einer
Markierung Mp aus einer Markierung M4 ist. Erreichbarkeit ist in diesem Fall also

genau dann gegeben, wenn die Gleichung
[N]-§=Mp —My=AM

eine nichtnegative, ganzzahlige Losung g besitzt. Ein beliebiges, aber auch — wie be-
reits in Kapitel 4.1 gefordert — schlingenfreies Petri-Netz wird Schritt fiir Schritt in
mehrere Schichten entfaltet, genauer gesagt vielfach kopiert und die Kopien (Schich-
ten) nach bestimmten Regeln miteinander verbunden. Auf diese Weise wird das Netz
in ein azyklisches Netz transformiert und die Zustandsgleichung ist als hinreichendes
Kriterium anwendbar. Ist Mp aus M4 erreichbar, so wird der Algorithmus nach einer
bestimmten Anzahl von n zusétzlichen Schichten stoppen, da eine passende Losung 4/
fiir die Zustandsgleichung gefunden wurde. Die einzelnen Schritte werden anhand von
Netz N4 mit Startmarkierung M4 = (2 0 0 0)7 und Zielmarkierung M4g = (00 0 2)7
der Form (p; ... p4)T genauer erldutert. Es gliedert sich in die folgenden Schritte:
1. Transformation/Entfaltung in ein azyklisches Netz

2. Berechnung einer T-Invariante bzw. Losung der Zustandsgleichung

Abbildung 4.4: S/T-Netz N4

Transformation/Entfaltung in ein azyklisches Netz

Bei der Transformation in ein azyklisches Netz werden als neue Schichten exakte Kopi-
en der Stellen des Originalnetzes erzeugt. Die Transitionen des urspriinglichen Netzes
bzw. deren Kopien verbinden die einzelnen Schichten so miteinander, dass ihre ein-
gehenden Kanten von den Stellen auf Schicht n kommen, ausgehende Kanten zu den

Stellen in Schicht n + 1 fithren. Zusétzliche ,Helfer“—Transitionen ¢, verbinden noch
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4.2 Das Verfahren von Ramachandran und Kamath

die exakten Kopien der Stellen auf zwei aufeinander folgenden Schichten miteinander,
um gegebenenfalls iibrig gebliebene Marken weiter zu reichen. Prézise formuliert exis-

tieren folgende Knoten im Netz, deren Label jeweils auf Schicht und Originalknoten

hinweist:
Daln Kopie von Stelle p, auf Schicht n
ylnyn+l : Kopie von Transition t,, die die Schichten n und n + 1 verbindet:
- .ty\n,n+1 - {pi\n ’ pi € .ty}a
e = (Pjnet [ D5 €15}
Colnntl »Helfer*~Transition, die die Stellen p,, und p|,+; verbindet.

Das Netz N4 nach dem ersten Entfaltungsschritt zeigt Abbildung 4.5. Zur Vergleich-

P1jo P2i0 P3jo @
2
3

C1|o,1 t1j0,1 taj0,1 C2|0,1 t3)0,1 t4j0,1 C3|0,1 ts10,1 tej0,1 C4)0,1

2 J—

@ P21 @ Y21

Abbildung 4.5: Netz N4 erweitert um eine zusétzliche Schicht.

barkeit mit den in Folgekapiteln vorgestellten Verfahren wird dieses Netz noch um zwei
zusédtzliche Transitionen t4 und tp erweitert. Transition t4 legt die Marken auf das
Netz, die der Anfangsmarkierung M4, entsprechen, d.h. zwei Marken auf p;. Durch
Transition ¢ g wird die Zielmarkierung M4g wieder vom Netz genommen, d.h. zwei Mar-
ken von p4. Transition ¢4 erzeugt hierbei immer die Startmarkierung auf der untersten
Schicht und tp ist stets mit der aktuell hochsten Schicht verbunden. Der Vorteil dieser
zwei zusétzlichen Transitionen ist, dass nun nach nichtnegativen T—Invarianten gesucht
werden kann, in denen t4 und tp genau einmal schalten. Bei positivem Suchergebnis
wird die leere Markierung reproduziert, was dem Erreichen der Zielmarkierung aus der

Startmarkierung entspricht. Zudem ist dann auch die Zustandsgleichung erfiillt.

Berechnung einer T—Invariante bzw. Losung der Zustandsgleichung

Fiir die Berechnung der T-Invariante bietet sich wiederum ein ganzzahliges lineares
Optimierungsproblem mit dem zusétzlichen Constraint 5(t4) = o(tp) = 1 an. Da nur
genau eine Losung gesucht wird, sollte dieses Verfahren dem der Ermittlung von Er-
zeugendensystemen vorgezogen werden. Alle Losungen (t4),7(tp) # 1 interessieren

nicht und sollten erst gar nicht berechnet werden.
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Fiir das Netz N4 werden insgesamt fiinf zusétzliche Schichten benétigt, bis das lineare
Programm eine Losung findet. Das finale Netz ist in Abbildung 4.6 dargestellt, der
Losungspfad grau unterlegt. Die Schaltreihenfolge der Transitionen t; entspricht der
Schaltsequenz, die im Originalnetz notwendig ist, um M4pg aus M4 4 zu erreichen. In

diesem Fall wére eine mogliche Sequenz also tot4t1tststs.

Stiarken und Schwichen des Verfahrens

Fiir ein gegebenes Erreichbarkeitsproblem, bei dem der Schalthéufigkeitsvektor bereits
bekannt ist, ist dieses Verfahren sehr einfach anzuwenden: Man fiigt maximal so vie-
le neue Schichten d wie die Summe aller Schalthdufigkeiten der Transitionen hinzu.
Dies ist die Obergrenze, wenn man vom ungiinstigsten Fall ausgeht, in dem auf einer
Schicht nur genau eine Transition schaltet. Konfliktfreie Transitionen, die nicht um
Marken konkurrieren, konnen auf der gleichen Schicht feuern. Gibt es nach maximal
d Schichten eine nichtnegative Losung fiir die Zustandsgleichung fiir einen gegebenen
Schalthaufigkeitsvektor, so liegt Erreichbarkeit vor. Wird keine solche Losung gefun-
den, so ist die Zielmarkierung fiir diese Schalth&ufigkeiten nicht erreichbar.

Allgemein ist die Zielmarkierung also genau dann erreichbar, wenn fir das um ei-
ne bestimmte Anzahl von Schichten erweiterte Netz eine nichtnegative Losung der
Zustandsgleichung existiert.

An dieser Stelle zeigt sich auch die Schwéche des Verfahrens: Ist eine Obergren-
ze d bekannt, so ist die Konstruktion des entfalteten Netzes und die Losung der Zu-
standsgleichung lediglich eine Frage des Rechenaufwands. Wenn jedoch keine maximale
Schichtenanzahl bekannt ist, d.h. der Losungsraum durch die Schalthéufigkeiten der
Transitionen nicht eingeschrénkt wurde, existiert im Fall der Nicht-Erreichbarkeit auch
kein Abbruchkriterium fiir den Algorithmus. Es ist letztendlich also nicht feststellbar,

nach welcher Schicht von Nicht-Erreichbarkeit auszugehen ist.
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Abbildung 4.6: Netz N4 erweitert um fiinf zusétzliche Schichten.
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5 Verfeinerung des
Erreichbarkeitsproblems im

Zusammenspiel mit linearer Algebra

In Kapitel 4 wurde bereits thematisiert, warum man bei einer linear—algebraischen An-
ndherung an das Erreichbarkeitsproblem schnell an seine Grenzen stoft, weil entweder
Simulationsschritte erforderlich sind (Abschnitt 4.1) oder ohne Einschrénkung des Lo-
sungsraums (Abschnitt 4.2) kein Abbruchkriterium fiir den Algorithmus existiert.

Dieses Kapitel greift diese Thematik wieder auf. Der néchste Abschnitt beschreibt
zundchst den Zusammenhang zwischen Lebendigkeit und der Reproduzierbarkeit der
leeren Markierung in einem beliebigen S/T-Netz, indem das Netz um zwei zusétzliche
Transitionen erweitert wird, die Anfangs- und Zielmarkierung reprasentieren. Aufbau-
end auf der Reproduzierbarkeit der leeren Markierung kann das allgemeine Erreichbar-
keitsproblem verfeinert und starke von schwacher Erreichbarkeit unterschieden werden.
Die Schwierigkeit, in diesen zwei neuen Erreichbarkeitsklassen die Reproduzierbarkeit
der leeren Markierung allein iiber die Berechnung von T—Invarianten nachzuweisen, ist
in den Kapiteln 5.3 und 5.4 beschrieben.

Unter Zuhilfenahme der Eigenschaften bestimmter Netzklassen (Synchronisations-
graphen) und Netzeigenschaften (S-Invarianten) wird abschliefend — als Grundlage
fiir die Kapitel 6 und 7 — ein Verfahren zur Berechnung der minimalen Kreise in einem

S/T-Netz und dessen Transformation in ein zyklenfreies Netz vorgestellt.

5.1 Lebendigkeit und Reproduzierbarkeit der leeren

Markierung

Die Fragestellung, ob eine Markierung Mp aus einer Markierung M4 erreichbar ist,
wurde bereits in den Abschnitten 4.1 (durch Hinzufiigen einer weiteren Transition) und
4.2 (durch Erweiterung um zwei Transitionen) in die Berechnung von T-Invarianten
transformiert. Letztere Methode fiithrt sogar dazu, dass durch die zwei zusétzlichen

Transitionen nach Schaltfolgen gesucht wird, die die leere Markierung reproduzieren.

43



5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

Dieses Verfahren wird im Detail in [Lau02] beschrieben und seine Korrektheit bewiesen.
Die Erweiterung eines Petri—-Netzes um diese zwei weiteren Transitionen wollen wir nun

zunachst formal definieren:

Definition 5.1 (erweitertes S/T—-Netz Nap) Ein erweitertes S/T-Netz Nap wird
aus einem S/T-Netz N = (S,T,F,W) mit Anfangsmarkierung M4 und Zielmarkie-
rung Mp folgendermaflen gebildet: Nap := (S, T*, F*, W) mit:

o T :=TU{ta,tp}

o Vp €S, Ma(p) 2 1: F*:= FU{(ta,p)}; W((ta,p)) := Ma(p);
e Vpe S, Mgp(p) >1: F*:=FU{(p,te)}; W((p,tg)) := Mp(p);
Die Anfangsmarkierung von Nyp ist die leere Markierung (). |

Eine zusétzliche Transition ¢4 legt also so Marken auf die Stellen von N4pg, dass die
Anfangsmarkierung M4 erzeugt wird. Eine weitere Transition ¢p nimmt die Marken
wieder herunter, die der Zielmarkierung Mp entsprechen. Im Netz N von Markierung
M 4 nach Mp zu gelangen ist also nun gleichzusetzen mit dem Ziel, im erweiterten Netz
Nap die leere Markierung zu reproduzieren, indem ¢4 und tp jeweils genau einmal
schalten. In Abbildung 5.1 sind ein S/T-Netz N5 mit Anfangs- und Zielmarkierung
M5, und Mb5g und das zugehorige erweiterte Netz N5ag dargestellt.

(a) Startmarkierung M55 (b) Zielmarkierung Mb5g (c) Erweitertes Netz N5ap

Abbildung 5.1: Netz N5 und erweitertes Netz N5ag
Die Reproduzierbarkeit der leeren Markierung in einem beliebigen S/T—Netz kann vom

Vorhandensein einer nichtnegativen T—Invariante ¥ und der Trap- und Deadlockfreiheit

der Netzdarstellung von 7 abhéngig gemacht werden (vgl. [Lau02]):
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5.1 Lebendigkeit und Reproduzierbarkeit der leeren Markierung

Theorem 5.1 (Reproduzierbarkeit der leeren Markierung) Sei N ein S/T-
Netz und 7 eine nichtnegative T—Invariante von N. Dann ist die leere Markierung ()
in N durch Realisierung von k-7 fiir ein k € IN reproduzierbar < Die Netzdarstellung
Ny von 7 enthdlt weder Traps noch Deadlocks. |

Lemma 5.1 (aktiviert unter der leeren Markierung) Jede Transition, die unter
der leeren Markierung als Startmarkierung im S/T-System (N, ) schalten kann, kann
beliebig oft in (N, () schalten. [ |

Wendet man Theorem 5.1 auf das Netz in Abbildung 5.1(c) an, so erkennt man bereits
fiir ¥ = 1 und k = 1 die Reproduzierbarkeit der leeren Markierung. Die Netzdarstellung
dieser T-Invariante entspricht N55g und hat weder Deadlocks noch Traps. Auch die
Aussage von Lemma 5.1 ist leicht ersichtlich: Die Transitionen t4 und t; sind als

Randtransitionen in (N5ag, #)) aktiviert und kénnen beliebig oft schalten.

Das Vorhandensein von Deadlocks und Traps in einem S/T-System (N, () hat zudem
direkte Auswirkungen auf dessen Lebendigkeit; Details und Beweise sind erneut in
[Lau02] zu finden:

Theorem 5.2 (Lebendigkeit, Deadlockfreiheit) Das S/T-System (N,0) ist le-
bendig < N enthdlt keinen Deadlock. |

Korollar 5.1 Das S/T-System (N, ) ist lebendig in beide Richtungen < N enthdlt
weder Traps noch Deadlocks. |

Lebendigkeit und Reproduzierbarkeit der leeren Markierung in einem solchen S/T-
System (N, ) héngen also zusammen — alle Transitionen im Netz miissen immer
wieder schalten kénnen, auch t4 und tg —, die Erreichbarkeit ist aber an die in Theo-
rem 5.1 aufgefithrten Bedingungen gekniipft: Moglicherweise miissen t4 und tp in 7
zur Reproduktion der leeren Markierung ungleich oft und mehr als einmal feuern. Im
néachsten Abschnitt werden nun zwei neue Begriffe eingefiihrt, die die Definition der

Erreichbarkeit unter diesem Gesichtspunkt prézisieren.
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5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

5.2 Starke und schwache Erreichbarkeit

Aufbauend auf der Reproduzierbarkeit der leeren Markierung definierte Kurt Lau-
tenbach die folgenden Begriffe der starken und schwachen Erreichbarkeit, durch die
das Erreichbarkeitsproblem in zwei verschiedene Problemklassen verfeinert wird. Die
,Chance“, dass eine Schaltsequenz von M4 nach Mp existieren konnte, wird als die

Klasse der schwach erreichbaren Fdlle definiert:

Definition 5.2 (schwache Erreichbarkeit) Sei Nyp ein erweitertes S/T—-Netz ge-
mdaf Definition 5.1. Die Markierung Mp heifit von My aus schwach erreichbar

-

Nyp besitzt eine nichtnegative T—-Invariante ¥ mit 7(t4) = 7(tg) = 1, deren Netzdar-
stellung weder Deadlocks noch Traps enthdlt und die fir ein k-7, k € IN realisierbar
ist. |

Fiir ein beliebiges Netz erweitert man dieses also zunachst um ¢4 und ¢ und iiberpriift,
ob eine T—Invariante ¥ mit den gewiinschten Eigenschaften existiert. Fiir Netz N2ag
(vgl. S. 14) in Abbildung 5.2 ist schwache Erreichbarkeit gegeben. Es besitzt genau
eine minimale T-Invariante 7= (111111 1)7. Ist diese aber auch realisierbar? Die
Klasse der stark erreichbaren Félle (als Unterklasse der schwach erreichbaren Fille)

beschéftigt sich mit dieser Realisierbarkeit von T—Invarianten:

(a) Startmarkierung M2x  (b) Zielmarkierung M2g (c) Erweitertes Netz N2ag

Abbildung 5.2: Netz N2 — schwache Erreichbarkeit
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5.3 Nachweis schwacher Erreichbarkeit mittels T—Invarianten

Definition 5.3 (starke Erreichbarkeit) Sei Nyp ein S/T-Netz gemajf$ Definition
5.1, in dem schwache Erreichbarkeit gegeben ist. Die Markierung Mp heifit von M4
aus stark erreichbar

=

Nap besitzt eine nichtnegative, realisierbare T—Invariante ¥ mit 7(t4) = 7(tg) = 1,

deren Netzdarstellung weder Deadlocks noch Traps enthdlt. |

Fiir Netz N2 ist keine starke Erreichbarkeit gegeben, da Transition ¢4 gemé&fl Definition
5.3 nur einmal schalten darf. Unabhéngig davon, ob danach t4 oder t5 feuert: das Netz
ist nach dem néachsten Schaltvorgang tot. Hier zeigt sich deutlich die in Theorem
5.1 beschriebene Eigenschaft: die leere Markierung ist nicht fiir 1 - 7, jedoch fiir 2 - 7

reproduzierbar; alle Transitionen miissen also zweimal schalten.

5.3 Nachweis schwacher Erreichbarkeit mittels

T—Invarianten

Wenn ein Algorithmus ausgehend von T—Invarianten auf starke Erreichbarkeit un-
tersuchen soll, muss schwache Erreichbarkeit zuvor nachgewiesen worden sein. Eine
T—Invariante mit den gewiinschten Eigenschaften zu finden ist jedoch keine triviale
Angelegenheit, da sie nicht unbedingt minimal sein muss. Es kann sich demnach auch
um eine Linearkombination minimaler T-Invarianten handeln. Grundsétzlich lasst sich
eine solche T-Invariante iiber die Berechnung von Erzeugendensystemen und manch-
mal auch aus der Losung einer linearen Optimierungsaufgabe gewinnen. Die Heraus-

forderungen beider Verfahren werden in den néchsten beiden Abschnitten diskutiert.

5.3.1 Verwendung von Erzeugendensystemen

Der in Abschnitt 3.1.2.1 vorgestellte Algorithmus 3.1 berechnet ein Level 3—Erzeugen-
densystem fiir ein gegebenes Netz Nap. Jedoch ist aus diesem Erzeugendensystem mog-
licherweise nicht erkennbar, ob eine T—Invariante mit 7(t4) = 7(tp) = 1 existiert. Das

S/T-Netz N6ag in Abbildung 5.3 hat beispielsweise folgende minimale T—-Invarianten:

t1 to t3 ts ts te ta tgm
70 0 0 14 7 7 0 0 3
721126 63 21 0 14 0 0 6
™ 63 0 21 0 14 0 63 6
4 0 0 0 0 14 21 0 3
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5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

Keiner der Generatoren erfiillt die Anforderung fiir schwache Erreichbarkeit. Zudem

3 2 3 3
7
we E Bl »E
2 6 2

Abbildung 5.3: Netz N6ag

ist auf den ersten Blick nicht ersichtlich, ob sich aus diesen T-Invarianten eine Line-
arkombination mit den erforderlichen Schalthaufigkeiten fiir ¢4 und ¢z bilden lasst.
Zur Erinnerung: Als Faktoren fiir die Linearkombination sind Zahlen aus Q" zugelas-
sen und die Kombinationsmoglichkeiten dadurch vielfaltig. Erschwerend kommt hinzu,
dass in keiner minimalen T—Invariante die Schalth&dufigkeiten von t4 und tp gleich sind,
was die Suche vereinfachen wiirde. Letzteres Problem lasst sich durch eine zusétzliche

Stelle pc 16sen, die dem Netz folgendermafien hinzugefiigt wird:

Definition 5.4 (erweitertes S/T-Netz Napc) Ein erweitertes S/T-Netz Napc
wird aus einem S/T-Netz Nap = (S, T, F,W) folgendermaflen gebildet:
NABC’ = (S*, T, F*, W) mit

o 5*:=5U{pc},
o [ :=FU{(tp,pc), (pc,ta)},
e W((tg,pc)) =W((pc,ta)) = 1.

Die Anfangsmarkierung Mo von Napco besteht aus einer Marke auf po. |

pc

&

Abbildung 5.4: Netz N6agc mit Anfangsmarkierung M6¢
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5.3 Nachweis schwacher Erreichbarkeit mittels T—Invarianten

Berechnet man nun fiir N6agc erneut das Level 3—Frzeugendensystem, so erhilt man

folgende minimale T—Invarianten:

ti to t3 T4 ts5 tg ta ip
1 9 0 41 19 21 0 9 9
21120 57 21 0 14 0 6 6
39 0 3 0 40 57 9 9

=

=3

=

Trotzdem erhélt man aber keine Aussage dariiber, ob eine T-Invariante mit 7(t4) =
7(tp) = 1 existiert. Man konnte nun bei dieser geringen Anzahl von Generatoren
versuchen, eine passende Linearkombination durch ,,Ausprobieren“ zu finden. Besser
ist jedoch, auf die Berechnung eines Level 4-Erzeugendensystems zuriickzugreifen. Der
Vorteil dabei sind die Faktoren aus IN fiir die Linearkombinationen: Es kénnen nur
ganzzahlige Vielfache minimaler T-Invarianten addiert werden. Falls eine T-Invariante
mit 7(t4) = 7(tp) = 1 existiert, muss sie aufgrund der neuen Stelle pc auf jeden Fall
unter den Level 4-Generatoren zu finden sein. Werden keine passenden T—Invarianten
gefunden — auch nicht als Linearkombination von Level 4-Generatoren —, so liegt
keine schwache Erreichbarkeit vor.

Es bleibt noch zu bedenken, dass der Berechnungsaufwand des IN-Erzeugendensys-
tems erheblich grofler sein kann als die Ermittlung minimaler T—Invarianten. Insbe-
sondere bei Netz N6agc, dessen Q—Generatoren bereits grofie ganzzahlige Werte ent-
halten, arbeitet Algorithmus 3.2 duflerst uneffektiv: Immer wieder muss der gleiche
Einheitsvektor hinzuaddiert und dazu stets ein Element vom Stack genommen und
wieder darauf gelegt werden. Jedoch ldsst sich der Algorithmus durch eine zusétzli-
che Abfrage verkiirzen. Es sind nur T-Invarianten interessant, in denen — auch in
Zwischenschritten der Berechnung — niemals 7(t4),7(tp) > 1 gilt. Ubergibt man Al-
gorithmus 3.2 (S. 25) neben der Inzidenzmatrix noch die Zeilenindizes tAlndex von ¢4
und tBlndex von tp im Loésungsvektor, in diesem Fall also 7 und 8, so kann vor Zeile

19 noch folgende Abfrage eingefiigt werden:

if ((i = tAlndex or i = tBlndex) and #(i) # 0) then
continue;
endif

Dadurch werden nur Losungsvektoren berechnet, in denen die Komponenten 7(t4),
7(tp) nur Werte < 1 annehmen konnen. Falls im aktuell betrachteten Vektor an einer
dieser Positionen schon der Wert 1 gesetzt ist, wird diese Komponente {ibersprungen

(,continue“), im Sinne des Algorithmus quasi ,eingefroren®. Die IN-Generatoren von
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5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

Netz N6agc, die diese Bedingung erfiillen, sind:

ti to tg ty ts tg ta tp
5 2 1 0 4 5 1 1
7215 2 3 1 3 2 1 1

Zum Test auf schwache Erreichbarkeit wird die Stelle pc wieder geldscht, das Netz
also auf Nyp zuriickgesetzt. Die Netzdarstellung von 7! enthélt weder Deadlocks noch
Traps und weist bereits schwache Erreichbarkeit nach. Allerdings ist diese T-Invariante
nicht realisierbar: Nach dem Schalten der Transitionen ¢ bis t3 ist das Netz tot, ta t4
nur einmal feuern darf. Der Generator 72 ist allerdings realisierbar und wiirde starke

Erreichbarkeit nachweisen. Eine mogliche Schaltsequenz wiére:
tatita (2-t1)ta (2-t1) tgty (2-t3)t5 (2 1) (2-t5) tp

Insgesamt kann der Test auf schwache Erreichbarkeit wie in Algorithmus 5.1 dargestellt
ablaufen. Eingabe ist die Inzidenzmatrix eines erweiterten Netzes Napc. Die Erzeu-
gendensysteme werden wie gewohnt durch die Algorithmen 3.1 und 3.2 (mit der oben
angegebenen Modifizierung) ermittelt. Gegebenenfalls reicht aber ein Generator 7 mit
7(ta) = 7(tp) = 1 nicht aus, da seine Netzdarstellung noch Deadlocks oder Traps ent-
halt. Moglicherweise missen noch T-Invarianten Z mit Z(t4) = Z(¢p) = 0 hinzuaddiert
werden. Hierbei geniigt es T—Invarianten Z zu wéhlen, die in der gleichen Zusammen-
hangskomponente liegen, also einen Einfluss auf die gleiche Menge von Stellen haben.

Der Relationsgraph wird wie bei Kostins Verfahren auf Seite 33 erzeugt.

Algorithmus 5.1: UBERPRUFUNG AUF SCHWACHE ERREICHBARKEIT

Eingabe: [Nagc] — Inzidenzmatrix von Netz Nagc, [Nag] — Inzidenzmatrix von Netz Nag

Ausgabe: ("schwach erreichbar", T—Invariante ) oder ("nicht schwach erreichbar")

L3:= Liste aller Level 3—Generatoren von [Nagc];
if (L3=0) or ((ta) =7(tg)=0 Ve L3)then
return ("nicht schwach erreichbar")
else » L3 nach passenden T—Invarianten durchsuchen
L34p := Liste aller T—Invarianten 7 in L3 mit 7(t4) = 7(tp) = 1;
if (L3ag # 0) then
if (Netzdarstellung Nagr~ mindestens eines Vektors in L34 hat keine Deadlocks und Traps)
then return ("schwach erreichbar", 7);
else

for i := 1 to |L345| do » L3-Invarianten kombinieren
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5.3 Nachweis schwacher Erreichbarkeit mittels T—Invarianten

7 := L3agli); » i-te T—Invariante auswahlen
L3p := Liste aller T—Invarianten & in L3 mit Z(t4) = Z(tp) = 0, die in der
Zusammenhangskomponente von 7 liegen;
if (L3, # () then
for j :=1 to |L3y| do
7:= 7+ L3[j];
if (Netzdarstellung Nags hat keine Deadlocks und Traps) then
return ("schwach erreichbar", 7);
endif
endfor
endif
endfor
endif
endif
» Suche in L3 war ergebnislos
L4 := Liste aller Level 4—Generatoren von [Nagc] mit 7(t4) = 7(tp) < 1;
L44p := Liste aller Level 4—Generatoren von [Nagc] mit #(t4) = 7(tg) = 1;
if (L4a # () then
if (Netzdarstellung Nagr mindestens eines Vektors in L44g hat keine Deadlocks und Traps)
then return ("schwach erreichbar", 7);
else
for i :== 1 to |L44p| do » L4-Invarianten kombinieren
7 := L4agli);
L4y := Liste aller T—Invarianten & in L4 mit Z(t4) = Z(tp) = 0, die in der
Zusammenhangskomponente von 7 liegen;
if (L49 # 0) then
for j :=1 to |L4| do
7:= T+ L4g[j);
if (Netzdarstellung Nagr hat keine Deadlocks und Traps) then
return ("schwach erreichbar", 7);
endif
endfor
endif
endfor
endif
return ("nicht schwach erreichbar");
else > L4 =10
return ("nicht schwach erreichbar");
endif

46 endif
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5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

Ob es — wie in Algorithmus 5.1 — sinnvoll ist, zuerst Level 3— und danach Level 4—
Generatoren zu berechnen, hingt konkret vom untersuchten Netz ab. Prinzipiell ist es
ausreichend, nur die T-Invarianten des IN-Erzeugendensystems mit 7(t4) = 7(tg) < 1

zu ermitteln und auf die Level 3—Generatoren zu verzichten.

Beispiel 5.1 (schwache Erreichbarkeit) Wendet man den Algorithmus auf das
um t4 und tp erweiterte Netz N4 von Seite 38 an, so muss dieses zundchst um die

zusitzliche Transition po erweitert werden (vgl. Abbildung 5.5). Im ersten Schritt
2 3

2
A,
o, OB W
‘2

Abbildung 5.5: Netz N4apc

[N

werden nun dessen Level 3—Generatoren berechnet:

t1 to t3 t4 t5 tg ta tp
712 0 2 0 2 0 1 1
710 2 0 2 0 2 1 1
™10 8 4 6 10 0 5 5
715 0 3 1 0 4 2 2

Somit erhélt man
L3sp=1{(2020201 1), (0202021 1)T}.

Keine der beiden Netzdarstellungen dieser T-Invarianten ist frei von Traps (Zeile 7
im Algorithmus) und es gibt keinerlei Generatoren, in denen t4 und tp nicht schalten,
daher ist L3y = 0 (Zeile 11 im Algorithmus) fiir alle Zusammenhangskomponenten.
Dennoch kann noch nicht entschieden werden, ob schwache Erreichbarkeit vorliegt.
Aus den zwei T—Invarianten in L34p lésst sich méglicherweise eine passende Linear-
kombination bilden. Um dies zu iiberpriifen, wird darum im néchsten Schritt das IN—

Erzeugendensystem von Netz N4agc mit der zusitzlichen Bedingung 7(t4) = 7(tp) < 1
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5.3 Nachweis schwacher Erreichbarkeit mittels T—Invarianten

(Zeile 24 im Algorithmus) berechnet, welche sich aus der auf Seite 49 diskutierten An-
derung ergibt. Man erhélt folgende Level 4—Generatoren:

t1 to t3 T4 ts tg ta tp
710 2 0 2 0 2 1 1
711 1 1 1 1 1 1 1
™12 0 2 0 2 0 1 1

Die Netzdarstellung N4agr2 der neu hinzugekommenen T-Invariante 72 (eine Line-
arkombination von 7! und 7?) hat keine Deadlocks und Traps. Somit ist schwache

Erreichbarkeit fiir N4ag nachgewiesen. O

Fazit:

Aus obigen Beispielen ist ersichtlich, dass schwache Erreichbarkeit spétestens iiber die
Berechnung eines IN-Erzeugendensystems mit den erwdhnten Modifizierungen iiber-
priifbar ist, falls nach der Ermittlung der Level 3—Generatoren keine passende T-—
Invariante gefunden wurde. Dennoch ist bei groflen Netzen der Rechenaufwand keines-

falls zu unterschétzen.

5.3.2 Losung einer ganzzahligen linearen Extremwertaufgabe

Betrachtet man das Finden einer geeigneten T—Invariante als ganzzahlige lineare Ex-
tremwertaufgabe, zeigt sich sehr schnell die Schwéche dieses Verfahrens. Ein passender
Algorithmus liefert keine oder genau eine Losung, und diese kann — muss aber nicht!
— eine T—Invariante mit den gewiinschten Eigenschaften sein. Fiir Netz N4agc sieht

die Eingabe fiir Genstys Programmpaket [Gen05] in Mathematica folgendermafen aus:

BAB[
"Minimum",
{{-1,-2,0,1,0,0,2,0},{2,1,-3,-1,1,0,0,0},{0,0,1,1,-1,-1,0,0},
{0,0,0,0,1,1,0,-2},{0,0,0,0,0,0,-1,1}},
{0,0,0,0,03},
t[1]1+t[2]+t [3]+t [4]+t [5]+t[6],
{t[7]==1,t[8]==1}
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5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

Eingabe sind die Inzidenzmatrix [N4agc], die rechte Seite 6, die zu minimierende Ziel-
funktion t[1] + ... + t[6] (die Transitionen ¢ bis tg sollen in der Summe moglichst
wenig schalten) und die Nebenbedingung #(t4) = 7(tp) = 1 (hierbei durch t[7] und
t [8] représentiert).

Die Ausgabe ist {{0,2,0,2,0,2,1,1},{6}}, also eine der minimalen T—Invarianten
des vorherigen Abschnitts, und ein Zielfunktionswert von 6. Die Netzdarstellung dieser
Losung ist wie bereits erwéhnt nicht frei von Traps, so dass sie keine schwache Erreich-
barkeit nachweist. Zudem kann nur mit dieser einen Losung nicht entschieden werden,
ob man moglicherweise durch andere T—Invarianten doch noch ein positives Ergebnis
erhélt.

Fiir das Beispiel in Abbildung 5.4 auf Seite 48 wiederum erhélt man die Losung

{5,2,3,1,3,2,1,1}, also eine T—Invariante, die schwache Erreichbarkeit nachweist.

Fazit:

Die Berechnung von T-Invarianten auf diese Weise liefert nicht garantiert eine Losung,
deren Netzdarstellung frei von Deadlocks und Traps ist. Schwache Erreichbarkeit ist
also nicht immer nachweisbar. Nur durch zusétzliche Constraints konnte der Losungs-
raum weiter eingeschrankt und eine passende T-Invariante ermittelt werden. In der
Regel ist es nicht trivial, die notwendigen Constraints zu finden, da sich die Schalth&u-

figkeiten der von t4 und tp verschiedenen Transitionen kaum einschranken lassen.

5.4 Nachweis starker Erreichbarkeit mittels

T—Invarianten

Vor der Untersuchung auf starke Erreichbarkeit wird im Folgenden immer davon aus-
gegangen, dass bereits schwache Erreichbarkeit nachgewiesen wurde. Es existiert also
eine T—Invariante, deren Netzdarstellung frei von Deadlocks und Traps ist. Geméaf
Theorem 5.1 ist mit dieser T-Invariante oder einem Vielfachen k die leere Markierung
im Netz in jedem Fall reproduzierbar. Man kann also Simulationsschritte ausfithren
und zunéchst ¢4 nur einmal schalten lassen. Reichen an irgendeiner Stelle die Token
nicht aus, so muss t4 mehr als einmal feuern und tg am Ende entsprechend oft. In
diesem Fall ist keine starke Erreichbarkeit gegeben, da damit im urspriinglichen Netz
(ohne t4 und tp) nur aus einem Vielfachen der Anfangsmarkierung ein Vielfaches
der Zielmarkierung erreicht wurde. Lasst sich die starke Erreichbarkeit aber auch rein
linear—algebraisch nachweisen? Wieder stehen die Berechnung von Erzeugendensyste-

men und das Losen eines ganzzahligen linearen Programms zur Verfiigung.
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5.4 Nachweis starker Erreichbarkeit mittels T—Invarianten

5.4.1 Verwendung von Erzeugendensystemen

Bereits in Abschnitt 5.3.1 wurde erklirt, dass allein durch die Berechnung eines Q*—
oder IN-Erzeugendensystems nicht immer eine passende T—Invariante gefunden wird.
Unter Umsténden miissen Linearkombinationen gebildet werden. Genauso ist damit
in der Regel auch keine starke Erreichbarkeit unmittelbar nachweisbar. Eine passende
T-Invariante 7 mit 7(t4) = 7(tp) = 1 liefert noch keine Information dariiber, ob nicht
erst ein Vielfaches k - 77, k > 1, ein realisierbarer Schalthdufigkeitsvektor ist. Die T—
Invariante 7 des Beispiels in Abbildung 5.2 auf Seite 46 ist erst fiir 2 - 7 realisierbar.
Da aber die Generatoren der Q- und IN-Erzeugendensysteme immer kanonisch —
der grofite gemeinsame Teiler aller ihrer Komponenten ist 1 — sind, kann 2 - 7 niemals

unter den direkt berechneten Losungen sein.

Fazit:

Zum Nachweis starker Erreichbarkeit in einem Netz Ny p kommt man letztendlich nicht
ohne Simulationsschritte aus, wenn zuvor schwache Erreichbarkeit iiber die Berechnung
von Erzeugendensystemen und dem Nachweis einer passenden T-Invariante 7 fiir das
Netz Napc nachgewiesen wurde. Jedoch ist sichergestellt, dass ein Vielfaches k - 7 auf
jeden Fall realisierbar ist. Von k abhingig weist man durch die Simulationsschritte
demnach starke (k = 1) oder nur schwache (k > 1) Erreichbarkeit nach.

5.4.2 Losung einer ganzzahligen linearen Extremwertaufgabe

Wie beim Nachweis schwacher Erreichbarkeit durch Losen eines ganzzahligen linearen
Programms ist auch in der Regel keine starke Erreichbarkeit unmittelbar iiberpriifbar.
Es wird vom Programm entweder keine oder nur eine Losung ermittelt, die zwar durch
den Constraint 7(t4) = 7(tp) = 1 stets eine notwendige Bedingung erfiillt, jedoch in
ihrer Netzdarstellung noch Deadlocks und/oder Traps enthalten kann.

Fazit:

Im giinstigsten Fall erhdlt man eine geeignete T—Invariante, iiber die durch Simula-
tionsschritte starke Erreichbarkeit bewiesen werden kann. In der Regel ist dies aber
nicht der Fall.

5.4.3 Zusammenfassung

Die letzen beiden Abschnitte verdeutlichen, warum die Berechnung von Erzeugenden-
systemen oder das Losen einer linearen Extremwertaufgabe fiir ein Netz Napc allge-

mein nicht zum Nachweis starker Erreichbarkeit ausreicht. Die gesuchte T—Invariante
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5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

muss nicht in der Lésungsmenge enthalten sein. Selbst wenn T—Invarianten in verschie-
dene Klassen sortiert und Linearkombinationen gebildet werden, gibt es kein Patent-
rezept fiir das schnelle Auffinden der gewiinschten Losung. Letztendlich kommt man
ohne Simulation, die die Realisierbarkeit der T—Invariante {iberpriift, nicht aus. Der
Grund hierfiir ist nach wie vor das Vorhandensein von Kreisen im Netz und wann eine
T-Invariante aktiviert ist: Die lineare Algebra kann dann nicht unterscheiden zwischen
mausreichend Marken haben und nehmen* und ,,Marken nicht haben und deshalb leihen
miissen und spéter zuriickgeben®.

Wie lassen sich diese Probleme 16sen? Es ist leicht ersichtlich, dass prézisere In-
formationen benotigt werden, um sowohl die T-Invarianten einzugrenzen als auch Si-
mulationsschritte zu vermeiden. Die Erweiterung des Netzes zu einem Synchronisa-
tionsgraphen ist eine solche Moglichkeit. Aufgrund der fiir diese Netzklasse geltenden
Eigenschaften kann das Netz dann trotz der noch vorhandenen Kreise einfacher fiir eine
Erreichbarkeitsanalyse herangezogen werden. Eine entsprechende Idee wird in Kapitel
6 diskutiert. Ein zweiter Ansatz ist die Transformation des Netzes in ein zyklenfreies
Aquivalent. Sind die Kreise eliminiert, so kann die Zustandsgleichung als hinreichen-
des Kriterium herangezogen werden. Verfahren zum Auffinden aller Kreise und zur

Umformung des Netzes werden im néchsten Abschnitt beschrieben.

5.5 Zusatzlicher Informationsgewinn

Bei der Gewinnung zusétzlicher Information iiber ein S/T-Netz, beispielsweise die
Anzahl seiner Kreise, ist es sinnvoll, das Netz zunéchst in ein verhaltensgleiches, ver-
einfachtes Netz zu transformieren. Grundsétzlich wird in dieser Arbeit davon ausge-
gangen, dass das Netz zusammenhdngend ist, es also fiir zwei beliebige Knoten x und
y aus S UT einen ungerichteten Weg von = nach y gibt. Es gibt also keine vollstdndig
voneinander getrennten Teilnetze. Zur Reduzierung des Rechenaufwands sollten zudem
so wenig Knoten und Kanten wie moglich betrachtet werden miissen.

Ein erster Schritt, das Netz — falls moglich — unter Erhaltung der Verhaltens-
gleichheit um einige Knoten und Kanten zu reduzieren, kann durch die Elimination

einfacher Stellen erfolgen:

Definition 5.5 (einfache Stelle, nicht—einfache Stelle, Grenzstelle) Sei N ein
S/T-Netz. Eine Stelle p € S ist eine

einfache Stelle & %l =p*| =1 und W((ts,p)) = W((p,ty)),
tz € °p, ly € Pty # ly;
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nicht—einfache Stelle < || = |p®| = 1;
Grenzstelle < % >1VIp* > 1 [ |

Einfache Stellen besitzen also genau eine Ein- und Ausgangskante mit gleichem Kan-
tengewicht, haben nicht die gleiche Vor- und Nachtransition und reichen somit Mar-
ken im Netz lediglich weiter. Nicht—einfache Stellen besitzen auch je eine Eingangs-
und Ausgangskante, sind aber beziiglich der Kantengewichte nicht eingeschrankt und
kénnen somit auch Schlingen jeglicher Art beschreiben. Grenzstellen sammeln und
verteilen Marken im Netz.

Bei der Elimination der einfachen Stellen werden sowohl Vor- und Nachtransition
zu einer neuen Transition als auch deren Vor- und Nachbereiche zusammengefasst.
Gegebenenfalls dadurch entstandene mehrfache Kanten zwischen zwei Knoten werden
durch eine Kante und die Summe aller Kantengewichte ersetzt. Hierbei gilt es allerdings
zu beachten, dass diese Reduktion einfacher Stellen nur erlaubt ist, wenn dadurch
keine neuen Deadlocks oder Traps im Netz entstehen, da sich sonst das Verhalten des
Netzes &ndern wiirde. Diesen Sachverhalt veranschaulicht Abbildung 5.6. Links ist das
urspriingliche Netz abgebildet, rechts dessen um die einfache Stelle ps reduzierte Kopie.
Durch das Entfernen von ps; wurden die Transitionen t3 und ¢4 verschmolzen und die
von po ausgehenden Kanten durch eine Kante mit Gewicht 3 ersetzt. Dadurch ist ein

neuer Trap {p2,ps} entstanden, denn

{p2,pa}® = {t2, t3} C {ta,t1,t2,t3} = *{p2,pa}.

Im linken Netz ist Transition t3 durch je einmaliges Schalten von t4 und to aktiviert,
im reduzierten Netz ist dies nicht moglich. Vor jeder Elimination einer einfachen Stelle
muss also iiberpriift werden, ob neue Deadlocks oder Traps entstehen konnen. Algo-
rithmus 5.2 beschreibt den Reduktionsvorgang, wobei die Uberpriifung auf Deadlocks
und Traps nicht explizit aufgefiihrt ist.

2
®

Abbildung 5.6: Unzuldssige Reduktion der einfachen Stelle ps
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5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

Algorithmus 5.2: ENTFERNEN EINFACHER STELLEN

Eingabe: S/T—Netz N = (S, T, F, W)
Ausgabe: R := N ohne alle einfachen Stellen, die eliminiert werden diirfen

for i :=1 to |S| do
if (p; ist einfache Stelle und der durch ihre Reduktion bedingte Umbau des Netzes erzeugt
keine neuen Deadlocks oder Traps im Netz) then
t := Vortransition von p;;
ty := Nachtransition von p;;
if (t; =ta oder t, = tp) then
continue;
endif
for all p; € ¢} do
Fige die Kante (¢, p;) mit Kantengewicht W ((t,,p;)) dem Netz hinzu;
Losche die Kante (t,,p;);
if (I(te, py)| > 1)
w := Summe der Kantengewichte aller Kanten von t; nach p;;
Fiige eine neue Kante (t;,p;) mit Kantengewicht w hinzu.
Losche alle anderen Kanten (¢, p;);
endif
endfor
for all p; € °t, auBer p; do
Fige die Kante (pj,t,) mit Kantengewicht W ((p;,t,)) dem Netz hinzu;
Losche die Kante (p;,t,);
i ((pjs ta)] > 1)
w := Summe der Kantengewichte aller Kanten von p; nach t;
Fiige eine neue Kante (p;,t,) mit Kantengewicht w hinzu.
Losche alle anderen Kanten (p;,t,);
endif
endfor
Lésche p;, seine aus— und eingehenden Kanten und ,;
endif
endfor

Beispiel 5.2 (Elimination einfacher Stellen) In Abbildung 5.7 sind die einfachen
Stellen pa, p4, p7 und pg in Netz N3ag (das um t4 und tp erginzte Netz von Seite 32)
grau unterlegt. Nach dem Reduktionsvorgang um diese vier Stellen und weitere vier
Transitionen hat das Netz die in Abbildung 5.8 dargestellte Form. g
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te
2
2

Abbildung 5.7: Netz N3ap

Tl
[~

2 ]

[ ——@) N\ []

Abbildung 5.8: Netz R3 := N3ag ohne einfache Stellen

Bei allen weiteren Umformungs- oder Reduktionsschritten in Folgekapiteln wird nun
davon ausgegangen, dass das zugrunde liegende Netz auf diese Art und Weise zu einem

Netz R reduziert wurde.

5.5.1 Ermitteln minimaler Kreise tiber S—Invarianten

Die entscheidende Frage ist nun, wie man die Kreise im Netz findet. Zum einen lassen
sie sich mit géngigen Graphenalgorithmen berechnen. Zum anderen kénnen aber auch
einige Eigenschaften der Petri—Netze selbst fiir die Berechnung der Kreise hilfreich
sein. Es sind zunachst nur die minimalen Zyklen interessant, d.h. Zyklen mit minima-
ler Anzahl von Transitionen. Oft kénnen zwei oder mehr dieser minimalen Kreise zu
grofleren vereint werden, da sie in Grenzstellen beginnen und enden. Ein guter Schritt

ist es, diese Grenzstellen derart ,auftzutrennen®, dass nur minimale Zyklen gefunden
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5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

werden. Dies gelingt durch die Transformation des Netzes in einen (erweiterten) Syn-

chronisationsgraphen:

Definition 5.6 (Synchronisationsgraph, Weg, Kreis) Fin Synchronisations-
graph ist ein S/T-Netz N = (S, T, F) mit der folgenden Eigenschaft: ¥p € S : |%| =
|p*| = 1. Eine Folge m = (po, p1, ..., pn) von Stellen in N heifit Weg der Lange n, falls
firi=1,2,...,n gilt: p;_; = *p;. ™ heifit Kreis in N, wenn gilt:

VL EN:0<i<n0< <y #D;

— *po =Dp5- u

In einem Synchronisationsgraphen hat jede Stelle also genau eine eingehende und eine
ausgehende Kante und alle Kantengewichte sind 1. Zwei wichtige Eigenschaften dieser

Netzklasse beschreiben die folgenden Sétze:

Satz 5.1 Sei N ein Synchronisationsgraph und sei m = (po, p1, .., Pn) €in Kreis von
N. Dann gilt fir alle Markierungen M € [My) :

n n
> M(p) = Mo(p:),
i=0 i=0
d.h. die Markensumme ist fiir alle von der Anfangsmarkierung aus erreichbaren Mar-

kierungen immer gleich. |

Satz 5.2 Sei N ein Synchronisationsgraph. N ist lebendig < Jeder Kreis m von N

enthdlt mindestens eine unter Startmarkierung Mo markierte Stelle. |

Die Kreise in einem Synchronisationsgraphen koénnen folglich durch die Berechnung
von S-Invarianten ermittelt werden (Satz 5.1). Auch Satz 5.2 kommt spéter noch zur
Anwendung: Besitzt ein Synchronisationsgraph keine Kreise, so ist er damit automa-
tisch lebendig: Jede Stelle hat aufgrund der Definition der Netzklasse auf jeden Fall eine
Vortransition. In einem kreisfreien Synchronisationsgraphen muss es demnach mindes-
tens eine Randtransition geben, die immer aktiviert ist und das Netz mit ausreichend
vielen Marken versorgen kann und somit lebendig halt.

Man koénnte nun ein S/T-Netz R in einen Synchronisationsgraphen transformieren,
es miissten aber auch alle Kantengewichte auf 1 reduziert werden. Stattdessen geniigt

es, einen erweiterten Synchronisationsgraphen zu erzeugen:
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Definition 5.7 (erweiterter Synchronisationsgraph) FEin erweiterter Synchro-
nisationsgraph ist ein S/T-Netz N = (S,T, F,W) mit folgenden Eigenschaften:

— VpeS:[pl=1pl=1

— Vpe Sty ety ep® : W((te,p)) =W((p,ty)) >1 [ |

Die Stellen eines erweiterten Synchronisationsgraphen sind also ausschliellich einfache
Stellen. Durch mogliche Kantengewichte gréfler als 1 ist Satz 5.1 so nicht mehr zutref-

fend, es gilt die allgemeiner gefasste Eigenschaft fiir S—Invarianten ¢ dieses Netzes:
VM € [Mp) :70 M =1io My

Nicht—einfache Stellen und Grenzstellen sollen nun ersetzt werden. Algorithmus 5.3
beschreibt das gesamte Verfahren der Transformation eines Netzes R in einen erwei-
terten Synchronisationsgraphen ES. Zunéchst werden hier die nicht—einfachen Stellen
durch zusétzliche Stellen und Transitionen entweder in Grenzstellen umgewandelt oder
— falls sie Schlingen beschreiben — geeignet ersetzt. In Abbildung 5.9 sind die ver-

schiedenen Fiélle dieser Transformation mit konkreten Kantengewichten visualisiert.

; . Transformation
[t ) =
diff > 0

p; wird Grenzstelle

. ; Transformation
=
diff < 0

p; wird Grenzstelle

2 Transformation
=
2
diff = 0

Schlinge entfernen

Abbildung 5.9: Beispiel: Ersetzen nicht—einfacher Stellen
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5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

Algorithmus 5.3: TRANSFORMATION EINES S/T-NETZES IN EINEN ERWEITERTEN SYN-
CHRONISATIONSGRAPHEN

Eingabe: S/T—Netz R = (S, T, F, W)

Ausgabe: ES := R transformiert in einen erweiterten Synchronisationsgraphen

for i :=1 to |5] » nicht-einfache Stellen ersetzen
if (p; ist nicht—einfache Stelle) then

t. := Vortransition von p;;

t, := Nachtransition von p;;

diff :== W ((tz, pi)) — W((ps, ty)):

if (diff > 0) then
S:=SU{pi1};
T:=TU{t;1};
F = FU{(ts,pi1), (pi1, tin), (i1, pi) };
W((tz; pin)) = W((pia,tia)) = W((tz 1,pi)) = diff
W((te,pi)) == W((pi ty)):

else if (diff < 0) then
S:=8SU{pi1}:
T:=TU{t1};
F:=FU{(piti1), ti1,pi1), (Pir,ty) s
W((pistia)) = W((tia, pin)) = W((pi1,ty)) = |diff;
W((pi,ty)) :== W((te, ps));

else if (diff=0) then » Schlinge
T:=TU{T};
S:=5U {pibx:pidx};
F IZFU{(tx,pmx%(sz,ﬂ) (Tzapzm) (Pivast )},
W((tz, pice)) == W((Pi, ta)); W((Piaz, T3)) := W((pi, ta));
W((T pivs)) = W(Birta)): W((Diverts)) = W(pita)):
Fi= F\ {(pisty), (e )} S 1= S\ {pik:

endif

endif
endfor
for i :=1 to |S| do
if (p; ist Grenzstelle) then » Grenzstellen ersetzen

T:=TU{T;};

for all t; € °p; do
S = SU{pigj };
F = FU{(t),pigj); (Picj, Ti) }:
W ((tj, piaj)) = W((Pigj, Ti)) := W((t5,p:));
Fi=F\{(t;p)}

endfor

for all ¢; € p? do

62



38

39

40

41

42

43

44

5.5 Zusdtzlicher Informationsgewinn

S = SU{pi;};

F:=FU {(Tiapibj)> (pwj,tj)};

W((Ti, pivj)) = W((Pinj, t5)) == W((Dis t5));
F=F\{(pi,t;)}

endfor
S:=8S\{p:}; » Grenzstelle l6schen
endif
endfor

Fir Netz R3 von Seite 59 erhélt man das in Abbildung 5.10 dargestellte Netz ES3.
Im néchsten Schritt werden nun dessen S—Invarianten, insgesamt neun Stiick und in
Tabelle 5.1 gelistet, berechnet. Diese beschreiben geméfl Satz 5.1 alle minimalen Krei-
se. Uber diese Zyklen kann das urspriingliche Netz nun in ein kreisfreies Aquivalent

umgeformt werden. Ein passendes Verfahren beschreibt der nédchste Abschnitt.

2 o
69

Abbildung 5.10: ES3 — erweiterter Synchronisationsgraph zu R3
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Tabelle 5.1: S-Invarianten des Netzes ES3
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5.5.2 Umformung in ein zyklenfreies Netz

Die Positionen, an denen nun die fiir R ermittelten Kreise aufzuschneiden sind, damit
man ein zyklenfreies Netz erhéilt, konnen ebenfalls {iber die S—Invarianten des zuge-
horigen Netzes ES ermittelt werden. Algorithmus 5.4 beschreibt in Pseudocode ein
Verfahren zum Auffinden dieser Schnittstellen.

Hierbei wurde insbesondere Wert, darauf gelegt, deren Anzahl gering zu halten: Im
Regelfall laufen mehrere Kreise durch die gleiche Kante; wird diese aufgeschnitten,
werden also sofort mehrere Zyklen unterbrochen. Bei diesem Algorithmus wollen wir
0.B.d.A. stets die Kanten hinter Transitionen des urspriinglichen Netzes aufschneiden.
Von Transitionen y ausgehende Kanten sind im Netz ES durch Stellen der Art p,,
reprasentiert oder fithren zu einer nicht eliminierten einfachen Stelle p. Vor Stellen
pz.1, die durch die Transformation nicht—einfacher Stellen entstanden sind, soll nicht
aufgeschnitten werden. Das Loschen einer Stelle p,, in E'S entspricht dem Loéschen der
Kante (ty,p;) in R. Die Anzahl der minimalen Kreise, die durch die Stellen p,, bzw.
noch vorhandene einfache Stellen verlaufen, wird iber eine Hiufigkeitstabelle ermittelt.

Algorithmus 5.4 erwartet neben dem Netz E.S noch zwei weitere Eingabeparameter:
L: n-stellige Liste der S-Invarianten von E.S; wird stets aktuell gehalten.

KH: Array aller einfachen Stellen (# p,.1) und Stellen der Art p,q, (als Schliissel) und
ihren Auftrittshéufigkeiten A in den S-Invarianten (als Werte). Ein Element von
KH ist somit ein Tupel (p, h), wobei KH(p) den zu p gehorigen Wert h liefere.
KH wird in Bezug auf die Liste L stets aktuell gehalten (update(KH)).

Einzelne Schritte des Ablaufs miissen bei einer Implementation noch spezifiziert wer-
den, jedoch verdeutlicht der Pseudocode die Zusammenhinge zwischen den Netzen R

und ES besser und wurde darum hier bevorzugt.

Algorithmus 5.4: ERMITTELN DER AUFZUSCHNEIDENDEN KANTEN ANHAND VON S—INVARI-
ANTEN

Eingabe: Netz ES, L, KH.
Ausgabe: Liste K der Stellen, die in ES geloscht werden.

1 K = 10;

2 fore:=1ton do

3 m := Anzahl der Eintrége in L[e], die > 0 sind;

4 if (m =2 mit L[e] = {p;,p;}) then

5 if (p; vom Typ prqy und p; vom Typ puyy) then

6 K = KU{p}; » Schlinge.
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7 else

8 K :=KU{p}, > Kreis aus zwei einfachen Stellen.
9 endif

10 endif

11 endfor

12 while (ES \ K hat noch Kreise) do » Stellen K in ES |6schen und weiterrechnen.

13 L := S—Invarianten von ES \ K
14 update (KH);
15 Sei max die aktuell groBte Auftrittshaufigkeit h in KH;

16 if (maxz kommt mehr als einmal in KH vor) then

17 if (max = KH(ps<y) irgendeiner Stelle p,q, mit Parallelstelle p;q,.1) then

18 K := K U{psay, Pzaz.1}; » Nicht-einfache Stellen zuerst abarbeiten.
19 else if (max = KH(psqy) irgendeiner Stelle p,q,) then

20 K := KU {psa}; » Dann immer vor normalen Grenzstellen aufschneiden.
21 else if (max = KH(p) einer einfachen Stelle p) then

22 K = KU {p}; » Erst dann vor einfachen Stellen aufschneiden.
23 endif

214 else if (es gibt genau einen gréBten Wert max = KH(p) und p ist vom Typ pq, mit
Parallelstelle p,.«..1) then

25 K = K U{pyay; Poaz.1}; » Nicht-einfache Stellen zuerst beriicksichtigen.
26 else

27 K :=KU{p} » Sonst Stelle p zu K hinzufiigen.
28 endif

29 endwhile

Im ersten Schritt werden zunéchst genau die Stellen als zu eliminierende Stellen ge-
speichert, die Schlingen oder einen Kreis mit zwei einfachen Stellen im Netz R repré-
sentieren. Falls damit noch nicht alle Kreise im Netz aufgeschnitten sind, werden im
zweiten Schritt nach und nach diejenigen Stellen ausgewahlt, durch die laut Haufig-
keitstabelle die meisten Kreise verlaufen. Falls zwei oder mehr Werte in der Tabelle
gleich sind, werden die Stellen in einer bestimmten Reihenfolge abgearbeitet. Es gibt
in R drei Klassen von Stellen, deren eingehende Kanten in E'S wie folgt représentiert

werden:

e nicht-einfache Stellen: durch p,«, mit einer , Parallelstelle® p,qz.1,
e Grenzstellen: durch pgqy,

e cinfache Stellen: unverandert.

Nicht—einfache Stellen p, wurden bei der Konstruktion des erweiterten Synchronisati-

onsgraphen — wie in Abbildung 5.9 auf Seite 61 dargestellt — gegebenenfalls durch
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eine zusétzliche Stelle p, 1 und Transition ¢, 1 zunéchst in Grenzstellen umgewandelt
und dann durch Transitionen T, und deren Ein- und Ausgangsstellen ersetzt. Durch
diese Aufteilung der urspriinglichen Stelle verlaufen durch py«;.1 und pqy gleich viele
minimale S-Invarianten (falls vorhanden). Wenn der Fall maz = KH(p,qy) eintritt und
eine Parallelstelle (pyq.1) existiert, miissen also beide Stellen im Synchronisationsgra-
phen zu K hinzugefiigt werden, da nur beide Stellen gemeinsam die Kante t, — p,
im Originalnetz repriasentieren. Der Sachverhalt ist in Abbildung 5.11 veranschaulicht.

Die minimalen S-Invarianten 7 und Héufigkeitswerte fiir alle Stellen der Art p,q, fiir

Abbildung 5.11: Nicht—einfache Stellen représentierende ,Parallelstellen®

dieses Netz sind in der folgenden Tabelle aufgefiihrt:

P1«l.1 | P2«2.1 | P11 | P2.1 | P1al | P12 | P2<2 | P2s1

il 0 0 0l o] 1 1 1 1
i2 0 4 0| 41| 3 3 0 3
i3 4 0 4 10| o0 3| 3] 3
it 4 4 4 1410 3 0 3
KHp): | - [ - [ -[-[2]-[]2]-

Die beiden Haufigkeitswerte sind hier gleich. Es wird also die erste, eine nicht—einfache
Stelle représentierende, Stelle der Art p,,, hier p141, in K iibernommen, gleichzeitig

aber auch ihre Parallelstelle p141.1. Ohne diese beiden Stellen ist das Netz kreisfrei.

Die Héufigkeitstabelle wird mit jedem Durchlauf der while-Schleife aktualisiert, d.h. die
Stelle(n) im Netz gelscht, S-Invarianten berechnet und die Werte in KH angepasst.

Beispiel 5.3 (Ermitteln der Schnittstellen) Auf Seite 63 ist Netz ES3 mit seinen
neun S-Invarianten gegeben. Die Haufigkeitstabelle KH sieht fiir dieses Netz folgen-
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dermaflen aus:

p1<17‘p3<3 ‘p3<1 ‘pfml ‘p544‘p641 ‘p6<14‘p6<19‘
6 | 3|22 |1 ]2]4]1]

k|7
2]

Sie lésst sich schnell berechnen, indem fiir jede Stelle vom Typ p,, deren Vorkommen
in den neun S-Invarianten gezéhlt wird. Stellen mit Haufigkeit Null liegen nicht auf
einem Kreis und sind darum hier nicht aufgefithrt. Die in Netz R3 vorhandenen Schlin-
gen werden in ES3 durch die S—Invarianten it bis i3 reprasentiert. Die zu l6schenden

Stellen sind damit

K = {p6«9, P5at, P3a1 }-

Entfernt man diese in ES3, so hat das aktualisierte Netz immer noch Kreise. Der
grofite Wert max = 5 in KH wird nach wie vor fiir Stelle p147 gefunden. Nun wird p147
in K aufgenommen. Schlussendlich ist ES3 nach Loéschen dieser Stelle kreisfrei. Fiir
das Originalnetz R3 bedeutet dies nun, dass folgende Kanten aufgeschnitten werden:

to — pe, t4 — ps, t1 — p3 und t7 — pr. g

Mit diesen Informationen wird nun ein zyklenfreies Netz wie folgt konstruiert: Die
durch die Stellen in K beschriebenen Kanten werden in R ersetzt, so dass an Stelle
jeder aufzuschneidenden Kante (t,,p,) je zwei Transitionen (¢, ,,t; ) und eine Stelle
sy wie in Algorithmus 5.5 beschrieben treten.

Algorithmus 5.5: TRANSFORMATION IN EIN ZYKLENFREIES NETZ

Eingabe: Netz R = (S,T,F, W), K.
Ausgabe: zyklenfreies Netz R°f

for i :=1to |K| do
Pr = Klil; ty = *pa;

if (p, Stelle vom Typ p,qr.1) then continue; » . Parallelstelle” ignorieren.
endif
S:=SU{sys}; » 2 neue Stellen und 1 Transition hinzufiigen.

T:=TU{ty , ty )

F=FU{(ty,sy.a), (Sy.arty.c)s (U2, P2) i

W((ty, sy.z)) := W((ty,pz)); » Kantengewichte iibernehmen.

W ((sy.z:ty.0)) == W((ty, pa));

W((ty.2p2)) = W((ty, pz));

F:=F\{(ty,p2)}; » Kante (t,,ps) l6schen.
endfor
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5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

Beispiel 5.4 (Erzeugen eines zyklenfreien Netzes) Die in Beispiel 5.3 ermittel-
ten Stellen K werden Algorithmus 5.5 iibergeben und aus Netz R3 ein neues, kreisfreies
Netz R3 erzeugt. Das Ergebnis ist in Abbildung 5.12 dargestellt, die neu hinzugekom-
menen Stellen und Transitionen sind grau unterlegt. An der Dynamik des Netzes wird
nichts verdndert, wenn jedes Paar (t;.x,t;’.x) immer genauso héufig schaltet wie die
zugehorige Transition ¢,,. O

Abbildung 5.12: R3¢ — zyklenfreies Netz R3

5.5.3 Exkurs: Eine ,,universale® Markierung

Nun stellt sich die Frage, ob aus den S—Invarianten des erweiterten Synchronisations-
graphen noch weitere hilfreiche Informationen gewonnen werden kénnen. S—Invarianten
beschreiben zunéchst nur Stellenmengen, deren gewichtete Markensumme immer gleich
der Markensumme bei der Anfangsmarkierung ist. Es gibt aber noch eine weitere Be-
sonderheit: Aufgrund der Struktur dieses erweiterten Synchronisationsgraphen besitzt
dieser selbst eine iiberdeckende T—Invariante, bei der jede Transition einmal schaltet,
aber auch die Netzdarstellungen seiner S—Invarianten sind gleichzeitig T—Invarianten:
Eingangs- und Ausgangskantengewichte jeder Stelle sind identisch, so dass also bei
einmaligem Schalten jeder Transition immer genau so viele Marken von Stellen herun-
ter genommen wie darauf gelegt werden. Auch der erweiterte Synchronisationsgraph
ES ist darum lebendig, wenn alle seine Kreise ausreichend markiert sind. Ausreichend
bedeutet hier: Auf eine beliebige Stelle im Kreis miissen genau so viele Marken gelegt
werden, wie ihre Nachfolgetransition bendtigt, um aktiviert zu sein.

Die Auswahl, welche Stelle im jeweiligen Kreis zu Beginn markiert wird, ist will-

kiirlich. Jedoch liefert Algorithmus 5.4 auf Seite 64 bereits eine minimal notwendige
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5.5 Zusdtzlicher Informationsgewinn

Anzahl von Stellen: In der von ihm erzeugten Liste K sind all die Stellen enthalten,
durch die die durch S-Invarianten beschriebenen minimalen Kreise des Netzes verlau-

fen. Sind genau diese Stellen ausreichend markiert, so ist das Netz lebendig.

Beispiel 5.5 Fiir das Netz in Abbildung 5.10 auf Seite 63 wurde die Stellenmenge

K = {p6<9, P5a4, P31, P17 }

ermittelt. Eine passende Startmarkierung fiir ES3 besteht damit aus je einer Marke
auf p147 und p3q1 und je zwei Marken auf psq4 und pgqg. Eine mogliche Schaltfolge zur

Realisierung der iiberdeckenden T—Invariante des Netzes lautet damit
taTits T3ty Tsta Totrtoletp,

jede Transition schaltet genau einmal und die Startmarkierung wird reproduziert. [J

5.5.3.1 Realisierbarkeit der minimalen T—Invarianten im Originalnetz

An dieser Stelle bietet sich ein Vergleich mit dem Verfahren von Alexander Kostin
an: Auf Seite 35 ist der Markenbedarf aufgelistet, der den minimalen T—Invarianten
des Originalnetzes N3 zur Realisierbarkeit fehlt. Benotigt wurden eine Marke auf ps
sowie jeweils zwei Marken auf ps und pg. Vergleicht man diese Werte mit obiger Liste
K, so erkennt man die Parallelen: Der Markenbedarf entspricht der fir die Kreise in
ES3 erforderlichen Startmarkierung — mit Ausnahme von Stelle pi47, die in Kostins
Verfahren kein Aquivalent besitzt, da dort durch die Anfangsmarkierung bereits genug

Marken auf p; vorhanden sind.

Es liegt also die Vermutung nahe, dass aus dem Netz ES auch eine Art ,univer-
sale“ Markierung fiir das Netz R abgelesen werden kann, unter der alle minimalen

T—Invarianten und deren Linearkombinationen in R realisierbar sind:

Um die Markierung fiir die entsprechenden Stellen in R zu erhalten, betrachtet
man die Eingangstellen von Transitionen 7; und einfache Stellen in ES, die in R
nicht eliminiert werden durften. Einfache Stellen, die mit t4 oder tg verbunden sind,
werden ignoriert. Fiir den Vorbereich der 7; gilt: Das Maximum aller eingehenden
Kantengewichte wird als Markierung fiir die Stelle p; in R iibernommen — mit einer
Ausnahme: Das Kantengewicht W ((p;«i.1,T;)) einer ,Parallelstelle* wird zuséitzlich auf
die Markierung von p; addiert — symbolisch also das urspriingliche Kantengewicht

in R wiederhergestellt, welches bei der Ersetzung nicht—einfacher Stellen aufgeteilt
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5 Verfeinerung des Erreichbarkeitsproblems im Zusammenspiel mit linearer Algebra

wurde. Auf diese Weise werden immer so viele Marken auf die Stellen gelegt, wie deren
Vortransition liefern kann (im Fall der einfachen Stellen) bzw. maximal durch einfaches

Schalten einer Transition im Vorbereich einer Grenzstelle produziert werden kénnen.

Unter der Markierung My sind also alle minimalen T—Invarianten eines Netzes R
und folglich auch deren Linearkombinationen realisierbar: M liefert zu Beginn bereits
jeder T—Invariante genau die Marken, die sie sich sonst ,leihen“ miisste, um realisierbar
zu sein. My iibersteigt unter Umstédnden aber die minimal erforderliche Markierung —

eine T—Invariante kann auch mit weniger Marken realisierbar sein.

Algorithmus 5.6: BERECHNUNG EINER UNIVERSALEN MARKIERUNG My

Eingabe: Netz ES = (Ss, T3, Fs, Ws), R = (Sg, Tk, Fr, Wr)
Ausgabe: universale Markierung My,

1 My(p;) == 0; » zunachst eine leere Markierung erzeugen.
2 for i :=1 to |Ss| do
3 if (p; ist aus R Gbernommene einfache Stelle und *p; # ¢4 und p;* # tp) then

4 My (p:) == W((t,pi)); » Hierbei sei t = *p;
5 else if (p; ist vom Typ p;q, mit Parallelstelle p;q; 1 und *p;qy # t4) then

6 My (pi) == max(W ((piay, T3)) + W ((pici1, T3)), M (p:));

7 else if (p; ist vom Typ p;q, ohne Parallelstelle und *p;q, # t4) then

8 My (pi) == mazx(W ((picy, T3)), Mu (ps));

9 endif

10 endfor

Abbildung 5.13: S/T-Netz R3 mit universaler Markierung M3y
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5.5 Zusdtzlicher Informationsgewinn

Beispiel 5.6 (Universale Markierung) In Abbildung 5.13 ist Netz R3 mit univer-
saler Markierung dargestellt. Alle Transitionen des Netzes — bis auf tg — sind unter
dieser Markierung aktiviert. In der Tat sind auch alle minimalen T—Invarianten des
Netzes ((to,ta,tn), (t1,ts,t7) und (t3,t4,t7)) und somit auch beliebige Linearkombi-
nationen realisierbar; My wird stets reproduziert.

Alle Netzdarstellungen dieser T—Invarianten enthalten Kreise. Es werden genau die
oder sogar mehr Marken geliehen, die sonst beim Durchlaufen der T-Invariante auf der
jeweiligen Stelle produziert und die néchste Transition aktivieren wiirden. Durch die
zwei Marken auf pg werden beispielsweise Transition tg ausreichend Marken geliehen,

die sie nach dem Schalten sofort zuriickgibt. O
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6 Losungsansatz I: Berechnung eines

Synchronisationsgraphen

Im letzten Abschnitt wurde eine universale Markierung gefunden, unter der alle T—
Invarianten in einem Netz R realisierbar sind. Wie sieht es aber nun mit der Repro-
duzierbarkeit der leeren Markierung aus? In der universalen Markierung wurden fiir
jede Transition moéglicherweise notwendige Marken zur Verfiigung gestellt, die bei der
leeren Startmarkierung nicht verfiigbar sind. Bei der Reproduktion der leeren Markie-
rung gilt fiir jede Stelle: Es miissen genauso viele Marken produziert wie konsumiert
werden. Die Summen aller eingehenden und ausgehenden Kantengewichte einer Stelle
in Abhéngigkeit von den Schalthdufigkeiten der Transitionen miissen daher gleich sein.
Wie findet man aber nun eine die leere Markierung reproduzierende T—Invariante?
Ein erster Versuch, schwache und starke Erreichbarkeit mittels T—Invarianten nach-
zuweisen, wurde in den Abschnitten 5.3 und 5.4 diskutiert. Nun wird ein diese Metho-
den erweiterndes Verfahren vorgestellt, das wir auf eine Unterklasse der (um einfache

Stellen reduzierten) S/T—Netze Napc mit folgenden Eigenschaften anwenden wollen:

(1) Unter den minimalen T-Invarianten von Njpc existiert eine T-Invariante 74p
mit 7ap(ta) = Tap(tp) = 1, deren Netzdarstellung noch Deadlocks und/oder
Traps enthélt. Diese T-Invariante muss daher zum Nachweis schwacher und star-

ker Erreichbarkeit noch mit anderen kombiniert werden.

(2) Ist 74p nicht die einzige minimale T—Invariante ihrer Zusammenhangskompo-
nente im Relationsgraphen, in der t4 und tp genau einmal feuern, so muss durch
die Berechnung eines IN-Erzeugendensystems mit der zusédtzlichen Bedingung
7(ta) = 7(tg) < 1 ein weiterer Vektor gefunden werden, der eine Kombination
dieser minimalen T—Invarianten ist. In diesem Fall wird mit dieser neuen Line-

arkombination fortgefahren.

(3) Mit einem solchen Vektor aus (2) noch zu kombinierende T-Invarianten sind

demnach alle diejenigen, in denen t4 und tp nicht schalten.

Das Verfahren gliedert sich in die folgenden Schritte: Zunéchst werden die S—Invarian-

ten im Netz ES fiir einen weiteren Informationsgewinn herangezogen. Dieses neue
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6 Lésungsansatz I: Berechnung eines Synchronisationsgraphen

Wissen, Hinweise auf die erforderliche Schalthédufigkeit einzelner Transitionen, wird
zur préziseren Auswahl einer geeigneten Linearkombination minimaler T—Invarianten
verwendet. Anstatt nun die Linearkombination im Netz zu simulieren, kann deren
Netzdarstellung als sogenannter ,,Pseudo—Synchronisationgraph“ modelliert und deren
Realisierbarkeit durch die Berechnung eines in diesem Netz existierenden kreisfreien

Synchronisationsgraphen linear—algebraisch nachgewiesen werden.

Zur Einfiihrung betrachten wir erneut die minimalen T—Invarianten von Netz R3:

|t [t 1o |07 |10 | ta |t
Fllol1]|1]lo]|1]0]0
F2l1lo]lo|l1]1]0]0
FBlolololo|o|1]|1

Fiir dieses Netz ist bereits bekannt, dass starke Erreichbarkeit vorliegt (siehe Abschnitt
4.1) und welche Linearkombination von T-Invarianten den Nachweis liefert. Wir unter-
suchen nun die S—Invarianten des erweiterten Synchronisationsgraphen ES3 (abgebildet
in Tabelle 5.1 auf Seite 63) und in ihnen insbesondere die Ubergéinge an Grenzstellen
reprasentierenden Transitionen T;, die in R3 Schnittstellen zwischen unterschiedlichen

minimalen T—Invarianten entsprechen.

Tabelle 6.1 zeigt zwei S-Invarianten von ES3, in denen es einen interessanten Uber-
gang von ps«; nach pss4 gibt, was dem Ubergang von Transition ¢; iiber ps nach ¢4 in R3
entspricht. Marken, die von t; auf ps gelegt werden, haben in der S—Invariante offenbar
eine groBere Gewichtung als die Marken, die t4 von ps nimmt. Ubersetzt man dies ins
Originalnetz R3, liegt die Vermutung nahe, dass t; auch eine , groflere” Gewichtung

als t4 hat: t; muss zweimal schalten, damit ¢4 einmal feuern kann.

In der Tat ist dies auch der Fall: In R3 (vgl. Abbildung 5.8 auf S. 59) ist ¢4 neben ¢;
die einzige Eingangstransition von ps. Transition t4 — die mit p5 eine Schlinge bildet
— hat das bekannte Problem: Sie miisste sich zwei Marken auf ps leihen, um schalten
zu koénnen, und gibt diese sofort wieder zuriick. Nur durch zweimaliges Feuern von ¢

koénnen diese fehlenden Marken bereitgestellt werden. Ein neuer Ansatz ist nun, die

pll9[1<Al>3[1p11a71>B|3<3[3>13<1|3>4[56115>4/5145>6[6>76<11]614[6<19|6>9
i%o| 0 O] 0| O [|2]f1ffO0O]O0O}|2]0]2]0]|O0
o o 2010 ojof2]of2|0]o0

[e=]
V)
)
[en]
[e=]

~

9

(]
o
V]
o

2

<

Tabelle 6.1: “Kritische® Uberginge reprisentiert durch S-Invarianten in ES, in diesem Fall
fiir ES3
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6.1 Auswahl einer geeigneten Linearkombination von T—Invarianten

T-Invariante, die ¢; enthélt, zweimal in die Linearkombination der drei minimalen T—
Invarianten einflieen zu lassen. Als Linearkombination F := F! + 2. F2 4+ F3 erhilt

man somit:

b | ts | ta | b6 | tr | to | ta |t
Fllo|1|1]0]|1]l0]0]O
F2l1]0|l0|1]|1]l0]0]O
F3lololojojo|1]1]1
Fl2l1]|1]2|3]1|1]1

Mit den Schalthéufigkeiten jeder Transition ist die Summe der eingehenden Kanten-
gewichte jeder Stelle gleich der Summe ihrer ausgehenden Kantengewichte. Nun kann,
wie bereits erwdhnt, fiir diese Linearkombination zum einen durch Simulationsschritte
auf starke Erreichbarkeit getestet werden. Eine andere Variante ist die Transformation
der Netzdarstellung von F in einen Synchronisationsgraphen, so dass die Sétze von Sei-
te 60 tiber die Lebendigkeit von Synchronisationsgraphen wieder als einschrénkendes
Kriterium herangezogen werden koénnen.

Zunéchst muss allerdings noch geklart werden: In welchen Féllen lassen sich Faktoren
wie oben dargestellt aus den S-Invarianten fir Linearkombinationen von T—Invarianten
ablesen? Schliefllich gibt es auch Netze mit mehr als drei minimalen T—Invarianten, in
denen eine Linearkombination nicht eindeutig konstruierbar ist. Die Vorgehensweise

zum Umgang mit dieser Problemstellung wird nun anhand von Beispielen erldutert.

6.1 Auswahl einer geeigneten Linearkombination von

T—Invarianten

Fir die Auswahl einer geeigneten Linearkombination werden zunédchst nur die T-
Invarianten in ndhere Betrachtung gezogen, die in der gleichen Zusammenhangskom-
ponente eines Relationsgraphen' liegen. Fiir eine Linearkombination aus dieser Zu-
sammenhangskomponente muss schwache Erreichbarkeit nachweisbar sein. Im Fol-
genden wird davon ausgegangen, dass unter diesen T—Invarianten der Zusammen-
hangskomponente keine einzelne T-Invariante geeignet fiir den Test auf starke Er-
reichbarkeit ist. Eine Linearkombination zu finden — notfalls unter Einbeziehung des
IN-Erzeugendensystems — ist also unumgénglich. Im ersten Schritt werden nun die

S-Invarianten des Netzes E'S und insbesondere Markenzahlen auf den Grenzstellen be-

!Zur Erinnerung: Die Knoten eines Relationsgraphen sind die minimalen T-Invarianten des Netzes.
Zwei Knoten werden verbunden, wenn ihre Netzdarstellungen mindestens eine gemeinsame Stelle
haben.
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6 Lésungsansatz I: Berechnung eines Synchronisationsgraphen

trachtet. Interessant sind alle Uberginge an Transitionen T} der Form p;q, — T; — Divy-
Jeder Ubergang, fiir den

W((pmxy )) > W((Tupzby))

gilt, ist fiir die Bildung von Linearkombinationen von Bedeutung. Im Originalnetz Nap
bedeutet ein solcher Sachverhalt, dass Transition t; W ((pja, T;))—mal schalten muss,
damit Transition t, W ((T3, piy))-mal feuern kann. Wenn Transitionen ¢, und ¢, zu
unterschiedlichen T-Invarianten gehoren, die sich gegenseitig bei ihrer Realisierbar-
keit helfen, muss diese Gewichtung ebenso beriicksichtigt werden wie auch bei einer
T-Invariante, in der beide Transitionen feuern. Allerdings miissen die Ubergéinge an
Transitionen 7;, die bei der Ersetzung nicht—einfacher Stellen entstanden sind, nicht
betrachtet werden: Jede minimale T—Invariante, die durch Vor- und Nachbereich ei-
ner nicht—einfachen Stelle (jeweils nur eine Transition) verlduft, muss die passende
Gewichtung (,,so viele Marken produzieren wie konsumieren*) in ihrem Schalthiufig-
keitsvektor ausdriicken; ob sie letztendlich realisierbar ist, hdngt von der gegebenen
Markierung ab. Transitionen T;, die eine Stelle der Art p;o;.1 oder ps;.1 in ihrem Vor-

oder Nachbereich haben, werden also nicht betrachtet.

Beispiel 6.1 (Linearkombination nicht ablesbar) In Abbildung 6.1 ist der erwei-
terte Synchronisationsgraph fiir das Netz N4 von Seite 38 dargestellt. Start- und Ziel-
markierung entsprechen den Angaben von Seite 38 und sind durch t4 und tp représen-

tiert. Die zugehorigen S-Invarianten sind in Tabelle 6.2 aufgefiihrt, kritische Ubergiinge
&
t 10 e 6 IQ ] t@
oS B

Abbildung 6.1: Netz ES4

sind hervorgehoben und betreffen die S-Invarianten i2und 73. Die Netzdarstellung von
i2 enthilt die Transitionen to und t4, die Netzdarstellung von i3 die Transitionen t3 und
t5. Betrachtet man jedoch die T-Invarianten des um p¢ erweiterten Netzes Ndagc (ab-
gebildet auf Seite 53), die fiir eine Erreichbarkeitsanalyse tiberhaupt in Frage kommen,

und vergleicht sie mit den Transitionspaaren aus den S—Invarianten, erkennt man die
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6.1 Auswahl einer geeigneten Linearkombination von T—Invarianten

|[1<Allaqiv1ie2(245212<22>32>4[[3<33<4[3>5[3> 6|4 <5[4<6]4> B
dlol2]2]oflof1]olol2]folofofoffofo]o
2| o 0 ojoj2|ol2(ofofo|ofo|o]|o
@l ofofo]o 0o of[3]of3]ofo]o]o
“lofojojoffr]jojofol1jof1|1]ofo]o]o

Tabelle 6.2: S-Invarianten von ES4

Unbrauchbarkeit der Ergebnisse der S—Invariantenberechnung: Beide Transitionspaare
gehoren auch in N4agc zu je einer T-Invariante 7 mit 7(t4) = 7(tp) = 1. Keine dieser
T—Invarianten kommt allein als Kandidat fir eine Erreichbarkeitsanalyse in Frage, da
die Netzdarstellungen noch Deadlocks und Traps enthalten, und muss daher noch mit
der jeweils anderen kombiniert werden. Fiir dieses Netz musste bereits zum Nachweis
der schwachen Erreichbarkeit ein IN-Erzeugendensytem ermittelt werden. Dabei wird
eine Linearkombination gefunden, in der jede Transition des Netzes einmal schaltet
und mit der sofort auf starke Erreichbarkeit — ohne Beachtung der S—Invarianten —

getestet werden kann. O

Bei Netzen, in denen tatsichlich eine T-Invariante 7 mit 7(t4) = #(tp) = 1 noch
mit mindestens einer anderen T—Invariante kombiniert werden muss, sind notwendige
Voraussetzungen fiir die Einbeziehung der Information aus den S-Invarianten gegeben:
Zum einen muss nun eine Linearkombination gefunden werden, deren Netzdarstellung
frei von Deadlocks und Traps ist. Zum anderen muss an jeder Stelle, abhédngig von der
Schalthaufigkeit der mit ihr verbundenen Transitionen, die Summe ihrer Eingangskan-
ten gleich der Summe ihrer Ausgangskantengewichte sein: Es miissen immer so viele
Marken produziert wie konsumiert werden. In Folge ldsst sich aus den S—Invarianten
moglicherweise die Gewichtung ablesen, wie oft eine T—Invariante in eine Linearkom-
bination eingeht. Aber: In der Regel ist starke Erreichbarkeit nicht nur durch eine
spezifische zusammengesetzte T—Invariante nachweisbar, sondern verschiedene Linear-
kombinationen liefern das gleiche Ergebnis. Auch hier gibt es also eine Vielzahl von

Kombinationsmoglichkeiten, die schlimmstenfalls alle getestet werden miissen.

Beispiel 6.2 (Ermitteln einer Linearkombination) Das in Abbildung 6.2 darge-
stellte S/T-Netz N7ag stammt aus [Kos08], einfache Stellen wurden bereits eliminiert
und ¢4 und tp entsprechend der in [Kos08| gegebenen Anfangs- und Zielmarkierung
hinzugefiigt. Bis auf p5; handelt es sich bei allen Stellen um Grenzstellen. Das um p¢ er-

weiterte Netz N7agc besitzt die in Tabelle 6.3 aufgefithrten minimalen T—Invarianten.
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6 Lésungsansatz I: Berechnung eines Synchronisationsgraphen

Alle gehoren zur gleichen Zusammenhangskomponente im Relationsgraphen.

Unter diesen T-Invarianten befindet sich mit ! nur genau eine, in der ¢4 und tg jeweils
einmal schalten. Allein ist diese T-Invariante nicht realisierbar, ihre Netzdarstellung
enthélt sowohl Deadlocks als auch Traps. Welche Generatoren mit 7! kombiniert eine
die leere Markierung reproduzierende T—Invariante ergeben, ist nicht unmittelbar er-
kennbar. Die Voraussetzungen fiir eine weitere Analyse mittels der S-Invarianten sind
jedoch erfiillt. Im néchsten Schritt wird somit der erweiterte, in Abbildung 6.3 darge-
stellte, Synchronisationsgraph ES7 erzeugt. Die S—Invarianten von ES7 sind in Tabelle
6.4 abgebildet. Es gibt einen einzigen kritischen Ubergang von Stelle pago zu Stelle
pasg. In N7ag muss 9 folglich dreimal schalten, damit tg zweimal schalten kann. Oder

verstandlicher ausgedriickt: Damit tg aktiviert ist, muss o mindestens

F;‘ —mal = 2-mal
gefeuert haben. Die einzige T—Invariante aus Tabelle 6.3, in der to und tg gemein-
sam vorkommen, erfiillt diese Bedingung bereits — in ihrer Netzdarstellung muss die
Gewichtung schlielich beriicksichtigt sein. Sie kann also zu 7' addiert werden. An-
dernfalls miisste man mindestens zwei andere T-Invarianten miteinander kombinie-
ren. Die Linearkombination ¥ = #1 + 76 = (2210012 0 1 1 1)T besitzt in ihrer
Netzdarstellung weder Deadlocks noch Traps und die Summen der Eingangs- und Aus-
gangskantengewichte sind fiir jede Stelle ausgeglichen. Durch Simulation kann starke
Erreichbarkeit fiir das Netz N7ag nachgewiesen werden. Eine mdgliche Schaltfolge, die

die leere Markierung reproduziert, ist:

tAat27t3>t17t27t6>t97t77t77t17t3

Abbildung 6.2: Netz N7ap
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6.1 Auswahl einer geeigneten Linearkombination von T—Invarianten

t1 |to |t3|ta|l5|te |t7|tg|to|ta|lB
Frlfolololofololo]o|1]1]1
72l 212(1]0|3l0]0|0|0O]0O]O
mlolololo|3|1]0|2l0]0]O
FAall1l1l2(3l0lolo|l0o|l0O]0O]O
mllolol3|6]0l1]0[2|0]01|0
7l 2(2(1l0l0o|1]|2/0/0|01|0
FPllololojo|lof1]|1|1|l0]0]O

Tabelle 6.3: Minimale T-Invarianten von N7agc

Abbildung 6.3: Netz ES7

Fazit:

Durch die Betrachtung der S-Invarianten im erweiterten Synchronisationsgraphen und
den zusétzlichen Informationsgewinn kann in einigen Féllen eine Linearkombination,
mit der auf starke Erreichbarkeit getestet werden soll, schneller und préziser gefunden
werden als es bisher der Fall war. Diese ,zielorienterte Analyse“ zeigt dennoch erneut,
dass ein rein linear—algebraischer Nachweis starker Erreichbarkeit durch eine passende
Linearkombination von T-Invarianten schwer moglich ist. Hat man jedoch eine Li-

nearkombination gefunden, deren Netzdarstellung keine Deadlocks und Traps besitzt

1<1]l1<All>Bl1>2[[2<2]2<8]2> 32> 512> 6(|13<3|3<9|3>1|13>4(|3>9(|4<164<19/4>8|41>941> 7||ps
il o 0 0 0 0Ol0O|]O0|O07]O 0 1 0|0 1 o0 O 0 0 ||0
i2ll o 0 0 0 0OlO0O]O0|O0]O 0Ol0|]O0|O0]O 0 1 0 1 0 ||0
i3l o 0 0 0 0| 2 00| 2 0Ol0|]O0|0]O 310 6 0 0 ||0
i4] 2 0 0 2 1 0 2 0 0 1 0 2 0 0 0 0 0 0 0 |0
i3] o 0 0 0 0| 2 6 | 010 3100|016 0 3 6 0 0 ||0
6| 0| 0]6 000 oj6[6[0]0f3]o0o]o0o]|3]o]o

Tabelle 6.4: Minimale S-Invarianten von ES7
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6 Lésungsansatz I: Berechnung eines Synchronisationsgraphen

und in der ein ausgeglichenes Eingangs-/Ausgangskantenverhéltnis fiir jede Stelle ge-
geben ist, so kann mittels der in den néchsten Abschnitten vorgestellten Erfahren rein

rechnerisch auf starke Erreichbarkeit getestet werden.

6.2 Vom erweiterten Synchronisationsgraphen zum

Synchronisationsgraphen

Mit einer im letzten Abschnitt gefundenen Linearkombination 7 kénnte nun durch
Simulationsschritte auf starke Erreichbarkeit getestet werden. Es gibt aber auch die
Moglichkeit, den Nachweis rein rechnerisch zu erbringen, indem das Netz ES unter Be-
riicksichtigung der Schalthéufigkeiten der Transitionen in der T-Invariante ¥ umgebaut
wird. Auf das transformierte Netz lassen sich spéter die Eigenschaften von Synchroni-

sationsgraphen anwenden. Zunéchst wird ES* aus ES folgendermafien erzeugt:

e Jede Transition ¢; in 7 mit 7(¢;) =: j > 1 wird dem Netz ES* genau j — 1-mal als
Kopie mit zugehorigem Vor- und Nachbereich und Kanten hinzugefiigt. Durch
die Ersetzung nicht—einfacher Stellen muss beim Kopieren noch ein Sachverhalt

beachtet werden:

— Falls t; die Vor- oder Nachtransition einer nicht—einfachen Stelle p,, ist, ist sie
mit einem Pfad p,1 — tz1 — Prar.1 0der puse1 — tr1 — Pr1 verbunden.
Bei der Umwandlung in den Synchronisationsgraphen wollen wir nur noch

die Stellen p, 1 dieser Konstrukte erhalten.

e Jede Transition ¢; in # mit 7(¢;) = 0 wird in Netz ES® mit ihrem gesamten
Vor- und Nachbereich geloscht. Durch die Ersetzung nicht—einfacher Stellen muss

wiederum beachtet werden:

— Falls t; die Vor- oder Nachtransition einer nicht—einfachen Stelle p, ist, so

muss auch das gesamte Konstrukt, das p, représentiert, geloscht werden.

e Auflerdem werden alle Kantengewichte eliminiert: Jede Stelle p, mit ein- und
ausgehenden Kantengewichten [ > 1 wird (I — 1)-mal als Kopie eingefiigt. Ein-

und ausgehende Kantengewichte aller Kopien werden auf 1 gesetzt.

Algorithmus 6.1 beschreibt dieses Verfahren mit erforderlichen Umbenennungen von
Stellen und Transitionen, um Namenskonflikte zu vermeiden. Beim Léschen von Stellen
oder Transitionen wird implizit davon ausgegangen, dass ein- und ausgehende Kanten

ebenfalls entfernt werden.
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6.2 Vom erweiterten Synchronisationsgraphen zum Synchronisationsgraphen

Im Folgenden seien Vor- und Nachbereich von Transitionen jeweils als Listen p gegeben;
hierbei entspreche p[k] dem k—ten Element in der Liste. Abbildung 6.4 zeigt ein Beispiel

fiir die Transformationen, die beim Ersetzen einer nicht—einfachen Stelle erfolgen.

Algorithmus 6.1: TRANSFORMATION DES ERWEITERTEN SYNCHRONISATIONSGRAPHEN IN
EINEN SYNCHRONISATIONSGRAPHEN

Eingabe: erweiterter Synchronisationsgraph ES = (S, T, F, W), Linearkombination 7
Ausgabe: Synchronisationsgraph ES* = (S*,T*, F* W*)

ES* := ES;
for i :=1 to |7 do » Nur Transitionen in 7 betrachten.
if 7(¢;) = 0 then
if (Stelle vom Typ p,.1 ist Teil des Vorbreichs oder Nachbereichs von ¢;) then
S* =S\ {*T,, T2 };
T :=T*\{Ty,tz1};

endif
S* = S*\ {*t, 12}
T :=T*\ {t;};

else if 7(¢;) > 1 then
for j :=1 to 7(¢;) do
T* :=T*U {t!};

pi=*t; » Liste der Stellen im Vorbereich von ¢;.
for k:=1 to |p| do » Vorbereich von / umbauen
if (Stelle p[k] ist vom Typ p.»;) then > T = *pupi

for [ :=1 to W((pzpi,ti)) do
S* i = 8* U{pypiin };
F* = F*U {(Tz,pgjma‘l)a (pzbiivlatg)};
W*((szpzwfl)) =1
W*((papist, 1)) = 1;
endfor
else if (Stelle p[k] ist vom Typ p,.1) then > fe1 = Pe
for [ :=1to W((ps.1,t;)) do
§* = 8*u{plL};
F*:=F*U {(Tl-,pi}’.ll), (pfc’.lptf)}?
W*((To, p34)) = WH((024, £)) = 1
endfor
5* := S*\ {pava1 hi
T =T\ {tan };
else if (Stelle p[k] ist vom Typ p,) then » restliche Stellen, ¢, = *p,
for [ :=1 to W((pg,t;)) do
§* = S*u{pi'};
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6 Lésungsansatz I: Berechnung eines Synchronisationsgraphen

33 F* = F* U {(ty, ), (o', t)};

34 W*((tyapg:’l)) =1

35 W=(( ja.:’latg)) =1

36 endfor

37 endif

38 endfor

10 pi=t" » Liste der Stellen im Nachbereich von t;.
40 for k:=1 to |p| do » Nachbereich von ¢ umbauen
41 if (Stelle p[k] ist vom Typ p«;) then > T =pia
12 for [ :=1 to W((t;, py«i)) do

43 S* = S* U {pgyaiit };

" F*:= F* U{(t], pocirt), (Praist, To) )

45 W*((ti,pmﬂ)) =1

46 W*(Pgaiits Tw)) == 1;

a7 endfor

48 else if (Stelle p[k] ist vom Typ p,.1) then >t =Doy
19 for [ :=1 to W((t;,ps.1)) do

50 S* =5V {pgc’.ll '

51 -Fhk = F* U{(tgapi’ﬁ%(pi’.llvTI)};

52 W*((t37pil1)) =W*((ph, Tn)) = 1;

53 endfor

54 S* = 5*\ {Praz.1};

55 T* :=T*\ {tz1};

56 else if (Stelle p[k] ist vom Typ p,) then » restliche Stellen, ¢, = p,
57 for [ :=1 to W((t;,p.)) do

58 S* = 5"U {pg;l};

59 F* = F*U{(tf,pi’l)v(pé’lyty)}:

60 W*((tﬁ,PZ;’l)) =1

61 W*((pi’l,ty)) =1

62 endfor

63 endif

64 endfor

65 endfor

66 S* = S*\ {*t;, 2}

67 T* :=T*\ {t;};

68 endif

69 endfor
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Abbildung 6.4: Beispiel: Behandlung nicht—einfacher Stellen bei der Umwandlung in einen
Synchronisationsgraphen
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Abbildung 6.5: Synchronisationsgraph ES7* unter Einbeziehung der Schalthiaufigkeiten von
T-Invariante 7

w
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6 Lésungsansatz I: Berechnung eines Synchronisationsgraphen

Beispiel 6.3 Fiir das Netz aus Abbildung 6.3 von Seite 79 erhilt man nach Anwen-
dung des Algorithmus mit T-Invariante ¥ = (221001201 11)” den in Abbildung
6.5 dargestellten Synchronisationsgraphen. Die Transitionen t4, t5 und tg, die in 7 nicht
auftreten, wurden in das neue Netz nicht iibernommen. Verdoppelt werden mussten
die Transitionen #; (in ¢} und ?) sowie ¢o und ¢;7. Bei der Ersetzung der Kantenge-
wichte durch neue Stellen und Kanten mit Gewicht 1 wurde beispielsweise der Pfad

T 3, D26 3, te durch insgesamt 3 neue Pfade ersetzt:

TQ — p2l>61*1 — t(l;
T2 — Dopgli2 — té
T2 — DParpl.3 — té

Schlussendlich kann noch die Anzahl der Eingangs- und Ausgangskanten jeder Tran-
sition T; kontrolliert werden. Ist sie gleich, so wurde der Synchronisationsgraph auf

Basis der T-Invariante 7 korrekt modelliert. O

@ @
5%

Abbildung 6.6: Ersetzen der Transitionen 7; durch Gruppen von Transitionen, dargestellt
fiir Ty aus Netz ES7*.

Konstruktion des ,,Pseudo—Synchronisationsgraphen*
Damit mit den ermittelten Schalthdufigkeiten nun linear—algebraisch auf starke Er-

reichbarkeit getestet werden kann, muss dieser Synchronisationsgraph wieder so in ein
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6.2 Vom erweiterten Synchronisationsgraphen zum Synchronisationsgraphen

dem Originalnetz dhnliches Netz transformiert werden, dass dieses die Netzdarstellung
von 7 reprasentiert und auch die urspriinglichen Schaltvorgéinge durch die Grenzstel-
len reproduzierbar sind: Dazu ersetzt man Transitionen 7; durch Gruppen von neuen
Transitionen derart, dass jede erdenkliche Schaltfolge von *7; nach T, mdglich ist, denn
insbesondere hier, wo Marken {iber Grenzstellen flielen, ist die genaue Schaltsequenz
fiir 7 schlieffilich noch nicht bekannt. Die Anzahl der Transitionen ergibt sich aus der
Anzahl der Stellen im Vor- und Nachbereich von 7T;: Bei « := *T; und y := T.® wird T;
durch insgesamt |z| Gruppen zu je |y| Transitionen ersetzt. Von jeder Eingangsstelle
von T; sollen nun Marken zu jeder Ausgangsstelle transportiert werden kénnen. Hierzu
verbindet jede der |y| Transitionen einer Gruppe die Eingangsstelle dieser Gruppe mit
je einer Ausgangsstelle. Ein Beispiel ist in Abbildung 6.6 dargestellt, Algorithmus 6.2

beschreibt den Umbauprozess.

Algorithmus 6.2: TRANSFORMATION IN EINEN PSEUDO—SYNCHRONISATIONSGRAPHEN

Eingabe: Synchronisationsgraph ES* = (S*,T*, F*)
Ausgabe: Pseudo—Synchronisationsgraph PG = (S, T, F)

PG := ES*;
fori:=1to |T| do
if (Transition T'[7] vom Typ 7;) then » Nur Transitionen T; betrachten.
z = *T%; » Liste der Stellen im Vorbereich von T;.
y:=1T2; » Liste der Stellen im Nachbereich von T;.
k:=1;
for n:=1 to |z| do » Fiir genau |z| Gruppen...
for m:=1 to |y| do » werden jeweils |y]...
T :=TU{TF}; » .. Transitionen erzeugt, ...
F:= FU{(z[n],TF), (TF,y[m])}; » ...Kanten generiert und...
k=k+1; » ...die neuen Transitionen nummeriert.
endfor
endfor
T:=T\{T;}; » Die alte Transition T; wird (inkl. Kanten) entfernt.
endif
endfor

Beispiel 6.4 In Abbildung 6.7 ist das von Algorithmus 6.2 generierte Netz PG4
dargestellt, welches aus einem Synchronisationsgraphen ES4* konstruiert wurde, der

durch Elimination der Kantengewichte in ES4 von Seite 76 entstanden ist. Da hier 7 = 1
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6 Lésungsansatz I: Berechnung eines Synchronisationsgraphen

gilt, alle Transitionen des Netzes also schalten, mussten insgesamt fiinf Stellen aufgrund

der Kantengewichte > 1 vervielfacht werden. Diese sind im Netz grau unterlegt. O

Die 7 zugehérige T-Invariante in PG sei von nun an durch ¥pg bezeichnet, wobei die
k Kopien einer urspriinglichen Transition ¢; mit Schalthdufigkeit k je einmal, in der
Summe also k—mal, feuern. Wir sprechen hier aus gutem Grund von einem , Pseudo—
Synchronisationsgraphen“: In dem nun neu entstandenen Netz PG ldsst sich in jedem
Fall eine Schaltsequenz finden, die auf Basis der T—Invariante rpo schwache Erreich-
barkeit nachweist: Realisierbar ist entweder ¥p¢, dann ldge starke Erreichbarkeit vor,
oder ein Vielfaches von 7pg. Wenn 7pg selbst realisierbar ist, muss Folgendes gelten:

Jede Transition im Netz schaltet hochstens einmal: 7 wurde so in 7pg transformiert,
dass mehrfache Schalthdufigkeiten einer Transition ¢; durch das jeweils einmalige Schal-
ten aller Kopien t{ realisiert werden kénnen. Ebenso wurden alle Kantengewichte > 1
eliminiert. Durch das Hinzufiigen der zusétzlichen Transitionen in Algorithmus 6.2 ist
die Korrektheit des Schaltvorgangs sichergestellt, er wird lediglich auf mehrere Zwi-
schenschritte aufgeteilt.

Dies hat konkrete Auswirkungen auf die linear—algebraische Berechenbarkeit einer
Losung: Da jede Transition hochstens einmal schaltet, muss der Losungsvektor cha-
rakteristisch sein, d.h. er darf als Komponenten nur Nullen (Schalthdufigkeit = 0)
oder Einsen (Schalthdufigkeit = 1) enthalten. Zudem werden wir nun zeigen, dass eine

realisierbare T-Invariante rpg folgende Eigenschaften erfiillen muss:

(a) Die Netzdarstellung der Losung ist ein Synchronisationsgraph.

(b) Die Netzdarstellung der Losung ist kreisfrei.

(a) Die Netzdarstellung der Losung ist ein Synchronisationsgraph.

Bis auf die Eingangsstellen z; und Ausgangsstellen y; der aus T; entstandenen Transi-
tionsgruppen erfiillen alle anderen Stellen in PG bereits die Eigenschaft nur einer ein-
und ausgehenden Kante eines Synchronisationsgraphen. Auflerdem gilt bereits |*z;| = 1

und |y?| = 1.

e Jede Eingangsstelle x; hat also genau eine eingehende Kante. Wenn jede Tran-
sition héchstens einmal schalten darf, kann jede Stelle x; somit auch nur eine
Marke erhalten, die von genau einer Transition aus der zu x; gehorigen Transiti-

onsgruppe wieder konsumiert wird. Damit gilt in jedem Fall |%;| = |2?| = 1.

e Jede Ausgangsstelle y; der Transitionsgruppen muss eine Marke erhalten, damit

ihre einzige Nachfolgetransition aktiviert wird. Wiirde eine Stelle mehr als eine
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6 Lésungsansatz I: Berechnung eines Synchronisationsgraphen

Marke von verschiedenen Vortransitionen aus den Transitionsgruppen bekom-
men, so wiirden diese zusétzlichen Marken auf anderen Ausgangsstellen fehlen.
Fine andere Nachfolgetransition kénnte demnach nicht schalten. Somit kénnen
also niemals zwei Transitionen aus den Transitionsgruppen Marken auf die glei-

che Stelle legen und es gilt auch hier |%;| = |y?] = 1.

Die Netzdarstellung einer realisierbaren T—Invariante 7pg muss demnach ein Synchro-

nisationsgraph sein.

(b) Die Netzdarstellung der Losung ist kreisfrei.

Nun bleibt noch die Frage der Kreisfreiheit zu klaren: Wir wissen bereits, dass ein Syn-
chronisationsgraph lebendig ist, wenn zu Beginn alle seine Kreise ausreichend markiert
sind. Die Netzdarstellung der gesuchten Losung ist in jedem Fall ein Synchronisations-
graph, dessen Startmarkierung die leere Markierung ist. Dadurch ist zu Beginn kein
Kreis ausreichend markiert. Zum Nachweis der starken Erreichbarkeit ist das Finden

einer T-Invariante 7pg, deren Netzdarstellung kreisfrei ist, also unabdingbar.

6.3 Berechnung der kreisfreien Synchronisationsgraphen

Alle T-Invarianten von PG lassen sich wie gewohnt durch Algorithmus 3.1 berechnen.
Jedoch gelten aufgrund des Synchronisationsgraph—Kriteriums folgende Einschréankun-
gen fiir Losungsvektoren 7pg: Im Nachbereich jeder Stelle x; darf nur genau eine Tran-

sition schalten (7;[j] sei hierbei die j-te Transition im Nachbereich von x;):

Beispiel 6.5 Fiir den Teilausschnitt des Netzes PG7 in Abbildung 6.6 auf Seite 84

erhélt man folgende Regeln:

zf]: Fpa(TT) + Tra(T7) + Fpa(Tf) =1
Tpa(Tt) + Fpa(T7) + Tpa(TP) =1
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6.3 Berechnung der kreisfreien Synchronisationsgraphen

Fpa(TV) + Fpa(T}) + Tpa(T7) = 1

[y

*il:  Tra(T!) + Pra(T}) + Fra(TV) = 1
Fpg(TI) + Fpg(Tf)) + FPG(TS) =1
Fpa(T7) + Fpa(I7) + Fpa(17) = 1

[\
—_

—
—

0

Die Transitionen des Originalnetzes und deren k& Kopien schalten je einmal. Insgesamt
stellen alle potentiellen Losungen 7pg somit wie bereits erwdhnt einen charakteristi-
schen Vektor dar. Algorithmus 3.1 von Seite 23 berechnet systematisch Linearkombi-
nationen, testet sie auf Minimalitdt und dividiert sie durch den grofiten gemeinsamen
Teiler aller Komponenten. Die Inzidenzmatrix enthédlt nur drei verschiedenartige Ein-
trage, ndmlich 0, 1 oder —1. Durch diese Eigenschaften und obige Regeln gelten im

Algorithmus nun diese Einschrankungen fiir die Bildung von Linearkombinationen:

e Fiir die Faktoren o und 8 muss bei der Bildung jeder Linearkombination
a-U._+p-U, +,,

stets a = 8 = 1 gelten. Werte mit einem Betrag > 1, die auch in allen anderen
Spalten als der aktuellen Spalte k£ durch Linearkombination entstehen kénnen,
fithren sonst im Allgemeinen zu Werten > 1 im neu kombinierten Vektor und
dieser wére nicht mehr charakteristisch. Vor Zeile 19 im Algorithmus kann genau
dieser Sachverhalt durch eine zusétzliche Abfrage hergestellt werden: Sind die
Eintrdge Uy ; und U; ; in einer beliebigen anderen Spalte? j # k identisch und

von Null verschieden, so wiirde die Addition der beiden Vektoren einen Wert

erzeugen. Darum wird mit dem folgenden Code festgelegt, dass solche Vektoren
nicht zuléssig sind (break) und stattdessen mit der Bildung der néchsten Line-
arkombination fortgefahren wird (continue). Auflerdem kann die Division durch

den grofiten gemeinsamen Teiler von Zeile 25 eingespart werden.

boolean breakPoint := false;
for Spalten j :=1 to n+ m do
if (j # kand U ; =U;, #0) then

2Zur Erinnerung: U = [A|Y] ist eine (m x (n + m))-Matrix.
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breakPoint := true;
break;
endif
endfor
if breakPoint then
continue;
endif

e Die Bedingung, nur Losungen mit 7pg(ta) = 7pg(tp) = 1 zu berechnen, ist
durch obigen Code gleichermafien erfiillt: In den zuldssigen T—Invarianten miis-
sen t 4 und tp jeweils einmal schalten, um die leere Markierung zu reproduzieren.
Ein Nicht-Schalten einer dieser Transitionen kénnte nur — falls iiberhaupt mdog-
lich — durch unerlaubtes mehrfaches Schalten einer anderen Transition im Netz

ausgeglichen werden.

Durch den zusétzlichen Code wird die Berechnung der ,interessanten“ Losungen er-
heblich verkiirzt, da alle Linearkombinationen, die keine charakteristischen Vektoren
darstellen, gar nicht erst gebildet werden. Da der grofite Rechenaufwand in Algorith-
mus 3.1 durch das Bilden und Testen dieser Linearkombinationen entsteht, gewinnt er
durch den zuséitzlichen Code deutlich an Leistung. Die Anzahl und auch Gestalt der

charakteristischen T-Invarianten lésst sich aber sogar im Voraus ermitteln:

Aufwandsabschitzung fiir die Berechnung charakteristischer Vektoren

Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, dass eine Transition 7; durch genau |x?| Transi-
tionsgruppen mit je |%;| Transitionen ersetzt wird3. Da in zulidssigen T-Invarianten
nur eine Transition jeder Gruppe schalten darf, gibt es eine berechenbare Anzahl von

Kombinationsmoglichkeiten:

Satz 6.1 Sei PG ein Pseudo—Synchronisationsgraph gemdfs Algorithmus 6.2 und sei
L eine Liste der Transitionen vom Typ T;, welche bei Erzeugung von Netz PG durch
Transitionsgruppen ersetzt wurden. Sei |L| die Anzahl der Elemente von L. Dann ist
die Anzahl der charakteristischen T-Invarianten 7pg mit Tpg(ta) = Fpa(tp) = 1

folgendermafien berechenbar:
|L|

[TA°LIE]Y)

k=1

3Durch ein ausgeglichenes Eingangs-/Ausgangskantenverhiltnis gilt iibrigens immer |z$| = |®;].
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Beispiel 6.6 Bei der Erzeugung von Netz PG4 in Abbildung 6.7 wurden die Tran-
sitionen L = {T1,T5,T3,T4} durch Transitionsgruppen ersetzt. Die Anzahl der T—

Invarianten geméafl Satz 6.1 ist damit:

L]
[T Lkl = TT (LK) = 3! - 41- 2! - 21 = 576
k=1 k=1

O

Beispiel 6.7  Auch fiir das Netz ES7* von Seite 83 ist L = {T1,T5,73,14}, die
Anzahl der T-Invarianten jedoch aufgrund des gréfieren Vor- und Nachbereichs zweier

Transitionen erheblich grofier:
|L|
LT LIE) = JT(I°LIK]|) = 3! -41- 31 41 = 20736
k=1 k=1

O

Die beiden Beispiele zeigen sehr deutlich, dass bereits bei sehr kleinen Netzen die

Anzahl der T-Invarianten erheblich grof3 werden kann.

Tatséchlich miissen die T-Invarianten aber nicht berechnet, sondern kénnen aufgrund

der Regeln fiir die Transitionsgruppen manuell konstruiert werden:

Satz 6.2 Sei PG ein Pseudo—Synchronisationsgraph gemdfl Algorithmus 6.2 und sei
L eine Liste der Transitionen vom Typ T;, welche bei Erzeugung von Netz PG durch
Transitionsgruppen ersetzt wurden. Sei |L| die Anzahl der Elemente von L und |*T;|!
die Anzahl der Kombinationsmaglichkeiten in den Transitionsgruppen T;. Dann ist die

Liosungsmenge der charakteristischen T—-Invarianten rpg mit
Tpa(ta) =7Tpa(tp) =1

folgendermafien konstruierbar:

e Es wird vorab die Anzahl n der Liosungsvektoren gemdfl Satz 6.1 berechnet und

dementsprechend n Nullvektoren initalisiert.

o Jede Transition auflerhalb einer Transitionsgruppe schaltet genau einmal. Dies

wird in jeden Nullvektor eingetragen.
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o Jede Kombinationsmaglichkeit von Transitionsgruppen T; wird systematisch wie-
derholt in die T-Invarianten eingetragen. Bei |*T;|! Kombinationsmdglichkeiten

fiir T; sind dies genau ﬁ Iterationen der |*T;|! verschiedenen Kombinationen.
Al

Beispiel 6.8 Das Netz in Abbildung 6.8 ist der zu Netz 2.1 von Seite 9 gehorige
Pseudo—Synchronisationsgraph. Genau eine Transition, 77, wurde durch Transitions-
gruppen ersetzt. Es gibt in diesem Fall sowohl n := |*T}|! = 3! = 6 T-Invarianten
sowie Kombinationsméglichkeiten innerhalb der Transitionsgruppen. Gemafl Satz 6.2

werden nun also sechs T-Invarianten 7pg initalisiert, fiir die jeweils gilt:
Tra(th) = Tra(th) = Tra(ty) = Fra(ty) = 1
Die sechs zuldssigen Kombinationen fiir die Transitionen T}, ..., T} sind:
(T, 17, 1Y), (11, 79, 17), (T3, T4, 1), (1%, 19, 1), (T3, T4 ), (17 17, 1)

Jede Kombination wird nun in eine der sechs T-Invarianten eingetragen, fiir die erste

Kombination erhélt man also beispielsweise
— 1\ _ = 5\ _ = 9\ _
7pc(1y) = Tpc(1Y) = Tra(T7) = 1.

Damit sind alle moglichen charakteristischen T—Invarianten konstruiert. O

Abbildung 6.8: Pseudo—Synchronisationsgraph PG1
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6.4 Ermitteln und ,Verbieten* der Kreise

Ein Aspekt, der noch nicht betrachtet wurde, ist die Frage nach der Kreisfreiheit der
Netzdarstellungen dieser T—Invarianten. Im Nachhinein miissen viele Losungen wie-
der verworfen werden und nur ein Bruchteil der T—Invarianten besitzt die gewiinschte
Eigenschaft: Jede Losung geméfl Satz 6.1 ist zwar ein Synchronisationsgraph, jedoch
nicht zwingend kreisfrei. Das gleiche Problem entsteht auch, wenn man statt der Be-
rechnung aller T-Invarianten auf ein lineares Programm zuriickgreift und nur genau
eine Losung ermittelt: Diese ist, ohne zusétzliche Constraints, die alle Kreise im Netz
yverbieten“, im Allgemeinen nicht zyklenfrei und damit unbrauchbar. Grundsétzlich

gibt es zwei Moglichkeiten, kreisfreie Losungen zu berechnen:

(a) Nachtragliches Loschen aller T-Invarianten aus der Losungsmenge, deren Netz-

darstellungen nicht kreisfrei sind.
(b) ,Verbieten“ aller Kreise vor der Konstruktion der T-Invarianten.

Zu (a):

Hat man alle T-Invarianten berechnet, kann man aus deren Menge genau diejenigen
auswahlen, deren Netzdarstellungen nicht kreisfrei sind. Jede Netzdarstellung einer Lo-
sung kann mittels gingiger Graphenalgorithmen auf Zyklen getestet und die Lésung
gegebenenfalls verworfen werden, die Berechnung konkreter Kreise ist gar nicht not-

wendig.

Zu (b):

Um nur T-Invarianten zu erhalten, deren Netzdarstellungen kreisfrei sind, miissen zu-
néchst alle Kreise bekannt sein und dem Konstruktionsverfahren als zusétzliche Cons-
traints hinzugefiigt werden. In Abschnitt 5.5.1 wurde bereits beschrieben, wie sich die
minimalen Kreise des Netzes iiber S—Invarianten berechnen lassen. Auch im Netz PG
sind diese Kreise noch existent, lediglich das Schalten der Transition 7; wird durch das
Schalten von Transitionen Tij ersetzt. Jedoch sind dies nicht die einzigen Kreise die-
ses Netzes. Neben den minimalen Kreisen gibt es noch eine endliche Anzahl weiterer
elementarer Zyklen. Elementare Kreise sind solche Kreise, die bis auf Anfangs- und
Endknoten keinen Knoten doppelt enthalten (vgl. Definition 5.6 auf Seite 60). Jeder
minimale Kreis ist somit auch ein elementarer Kreis. Erst, wenn auch diese Zyklen
im Netz ,verboten“ sind, enthalt man nur zyklenfreie Losungen. Zur Berechnung al-
ler elementaren Kreise sind die Algorithmen von Johnson [Joh75] und Tarjan [Tar72]
empfehlenswert. Eine Implementation des Algorithmus von Johnson in Java ist unter
[Mey11] zu finden.
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6 Lésungsansatz I: Berechnung eines Synchronisationsgraphen

Beispiel 6.9 Im Netz aus Abbildung 6.7 (S. 87) existieren die folgenden minimalen

Kreise (zur besseren Ubersicht wurden verbindende Stellen eingespart):

o TV =t TS —ti - 17 o T} = ti Ttk - T4
o TV —ti - TJ2 =t — 17 o T —»ti > T —>tl - T3
o T8 —td -~ TJ6 ¢l - T8 o T5 =ty =Ty =ty — T
o TP =t - Tf6 ¢l — 17 o T =ty — T8 —tt =Ty

Einer der insgesamt zwolf zusétzlichen elementaren Kreise, berechnet mit dem Pro-

gramm aus [Mey11], ist
T =t =Ty —ts =T —tt = T8 —th — 17,

er ist nicht unter den acht minimalen S—Invarianten zu finden. Im gesamten Netz

miissten also 20 elementare Kreise verboten werden. O

Wie verbietet man aber nun diese Kreise? Damit ein Kreis nicht durchlaufen werden
kann, diirfen niemals alle Transitionen dieses Kreises schalten. Fiir jeden elementaren

Kreis kann demnach folgende Regel aufgestellt werden:

Satz 6.3 Sei PG ein Pseudo—Synchronisationsgraph gemdfl Algorithmus 6.2, Tpa
eine charakteristische T—-Invariante von PG und sei E die Liste aller elementaren
Kreise von PG. Seien (y1,...,yn) die verschiedenen Transitionen eines Kreises e aus

E. Dann ist dieser Kreis e genau dann nicht in ¥pa enthalten, wenn gilt:

Fra(y1) + 7pa(y2) + ... +7pa(yn) <n—1 u

Beispiel 6.10 Fiir den ersten minimalen Kreis aus Beispiel 6.9, T{ — t1 — T8 —
ti — TY, erhiilt man den Constraint 7pg(T7) + Fpa(t1) + Fpa(T5) + Fpa(th) < 3, der

das Schalten mindestens einer Transition dieses Kreises verbietet. O

Einen kreisfreien Losungsvektor ¥'pg erhdlt man nun einerseits iiber ein lineares Pro-
gramm, andererseits konnen die Constraints dem oben beschriebenen Konstruktions-

verfahren fiir charakteristische T—Invarianten hinzugefiigt werden.

Beispiel 6.11  Ein lineares Programm zur Berechnung einer Lésung 7pg; im Netz
PG1 hat in diesem Fall folgende Struktur:
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6.4 Ermitteln und ,Verbieten“ der Kreise

(01) f(Ppg1) = 10 7pg1 — Min

(02) [PG1] - pe1 = 0

(03) Tpg1 >~ 0

(04) Tpc1 < 1

(05) pe1(ty) = pc1(tp) = pci(t]) = Tpci(ty) = 1
(06) mp61(T}) + 7pc1(T7) + pca (T7) = 1
(07) mpe1(T1) + a1 (T7) + a1 (1) = 1
(08) mpa1(TT) + a1 (1Y) + i (T7) = 1
(09) mpe1(T1) + a1 (1Y) + i (1) = 1
(10) 7p61(TT) + 7pc1(T7) + pc1 (TT) = 1
(11) 7pG1(T7) + a1 (T7) + fpai(T7) = 1
(12) pc1(TY) + a1 (ty) < 1

(13) pc1(T}) + pci(ty) <1

Die ersten vier Zeilen beschreiben die Berechnung einer minimalen T—-Invariante, die
charakteristisch sein muss und aufgrund ihrer Eigenschaften in jedem Fall # 0 und # 1
ist. Jede Transition des urspriinglichen Netzes soll genau einmal feuern (Zeile 5). Die
Zeilen 6 bis 11 reprasentieren die Regel, dass pro Transitionsgruppe nur eine Transition
Tl-j auf je eine Ausgangsstelle schalten darf. Alle zu verbietenden elementaren Kreise
(TF — t3 — TF und TY — t5 — T7) sind schlieflich in den Zeilen 12 und 13 als
Constraints formuliert. Ubrigens koénnte die zu minimierende Zielfunktion aufgrund
aller sehr eng gehaltenen Nebenbedingungen eingespart werden. In der Ausgabe des

linearen Programms sind die schaltenden Transitionen
1 41 41 41 3 5 7
tAvtht17t27T1 7T17T17

die Netzdarstellung dieser Losung ist ein kreisfreier Synchronisationsgraph und weist
folglich starke Erreichbarkeit nach. O

Beispiel 6.12 Bei der Berechnung aller minimalen T-Invarianten mit kreisfreier
Netzdarstellung fiir Netz PG1 mit m Stellen und n Transitionen muss das Netz durch
zusétzliche Stellen z; und gegebenenfalls Transitionen, die gemeinsam die Constraints
reprasentieren, zu einem neuen Netz PG1* erweitert werden. Man erhélt bei insgesamt
¢ zusétzlichen Constraints dadurch insgesamt m + ¢ Stellen und statt der normalen

Gleichung [PG1] - 7pg1 = 0 ein Ungleichungssystem

[PG]-*] : 7:’F’Gl* < ga g: (blv s 7bma bm+17 s 7bc)T7
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6 Lésungsansatz I: Berechnung eines Synchronisationsgraphen

wobei by = ... = by, = 0 gilt und die Werte by,11,...,b. durch die Constraints festge-
legt werden. Dieses Ungleichungssystem wird nun durch Subtraktion der rechten Seite

b in ein homogenes Gleichungssystem iiberfiihrt,
[PGL*| b - (’”T“) =0,

wobei b durch eine zusitzliche Transition b reprasentiert wird, die nur einmal schalten
darf. Fiir die Modellierung der Constraints im Netz sind folgende Félle zu unterschei-

den:

e Einfache Constraints, die Gleichungen der Form

!
> ipere(tr) =1, leN
k=1

darstellen, also Schalthadufigkeiten fiir urspriingliche Transitionen oder innerhalb
der Transitionsgruppen reprisentieren, werden dem Netz der Reihe nach als neue
Stellen z; mit *z; = {t1,...,4;}, 27 = b hinzugefiigt. Fir unser Beispiel erhalten

wir:
— 2z mit %z = {t4}, 2} = b,
— 2o mit %29 = {tL}, 23 =10,
— 23 mit ®23 = {t1}, 23 = b,
— z4 mit ®z4 = {t3}, 2} = b,
— 25 mit *z5 = {T}, T2, TP}, 22 = b,
— 26 mit *2¢ = {T}, TP, TP}, 28 = b,
— 27 mit %27 = {T7, 1%, T}, 23 =0,
— 2zg mit %25 = {T}, T4, T}, 28 = b,
— 29 mit *2¢ = {TE, TP, TP}, 2§ = b,

— 210 mit %27 = {T7, T7, 17}, 235 =b.

e Constraints, die Ungleichungen der Form
n
> pere(ty) < b, neN
k=1

darstellen, also Kreise ,yverbieten“, miissen durch Schlupfvariablen sv ergénzt
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6.4 Ermitteln und ,Verbieten“ der Kreise

leh s e | a2 || o | of |78 | o) | 18| 10| sv[sva| b
Praata || 1| 0] 0| O] —-1|—-1|[—=1| 0| 0| 0| 0| 0| 0| 0| 0] 0
prats || Of O 1| o] of o o|—-1|—=1|—-1] 0| o] 0o 0| 0| 0
Prgin || O O0fO| 1| o] of o of 0| Of-1|—-1|—=1| 0| 0] 0
ppia || O[=1l 0| o 1| of of 1| of of 1| o] o o 0] o0
Prsain || O O[O|=1] o 1| o of 1| of of 1| 0o 0| 0] 0
Puwot2 || O 0l O0[—=1] o o 1| of of 1| o] o 1| o o] o

Pyt o|-1{o0| 1| of of o of of o of o/ 0o 0| Of O
2 1 ofol of of of of of of of of of of o] o0]-1
22 0| 10| of of of o of o of 0| 0| 0| 0| 0f-1
23 o ol 1] ol of of o] of of of o o o of 0f-1
Z o olo| 1| o of o o of of o 0| o o o0f-1
s 0| oo of 1| 1| 1| o] o o o o 0| 0] 0]-1
2 o olo| of of of of 1| 1| 1| o] 0| o 0| 0]-1
27 0| oo of of of of o of of 1| 1| 1] 0] 0]-1
s o ool of 1 of of 1| o o 1| o o 0] 0]-1
29 0| oo of of 1| of o 1| o o 1| 0] 0] 0]-1
210 o oo of of of 1|/ o] o 1| o o 1] 0] 0]-1
z11 0| oo 1| of of of o o o o 1] 0| 1] 0]-1
212 o oo 1| of of of o o of o o 1] 0] 1]-1

—

Tabelle 6.5: Inzidenzmatrix [PG1*| — b

werden. Statt ¢ < b schreiben wir nun ¢ + sv = b, wobei sv eine neue Transition

reprasentiert. Fiir die Constraints aus unserem Beispiel erhdlt man damit:
: 1
— 211 mit %211 = {T9 ¢}, sv1}, 23 = b,

: _ 9 41 _
— z12 mit *z190 = {17, t3, sva}, 275 = b.

Die Inzidenzmatrix dieses erweiterten Netzes PG1* ist in Tabelle 6.5 abgebildet. Be-
rechnet man fiir dieses Netz die minimalen T—Invarianten, so erhélt man zwei Losungen
(th t} T2 TP 3 T t5) und (¢l t} TP TP t5 T t}), die kreisfreie Synchronisations-
graphen darstellen und damit starke Erreichbarkeit nachweisen. Die Transitionen b,
sv1 und svy konnen nachtraglich wieder gestrichen werden. Die zweite T—Invariante

entspricht dem Ergebnis von Beispiel 6.11. O

Die bereits durch die Inzidenzmatrix angedeutete, sehr uniibersichtliche Struktur von
Netz PG1* zeigt sehr deutlich, wie schnell durch Modellierung der Constraints im Netz
dessen Grofle wiachst. Bei Netzen mit einer viel grofleren Anzahl elementarer Kreise
wird zwar die in Satz 6.1 definierte Gesamtzahl von T—Invarianten auf die kreisfreien

reduziert, jedoch wird die Inzidenzmatrix durch die modellierten Constraints zunéchst
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6 Lésungsansatz I: Berechnung eines Synchronisationsgraphen

erheblich erweitert. Aulerdem sind die Losungen hier im Allgemeinen nicht mehr cha-
rakteristisch, da die Transitionen sv; moglicherweise mehr als einmal schalten miissen.
Nur die ,,urspriinglichen® Transitionen und die ,rechte Seite* b diirfen hochstens einmal
schalten, der gerade erst vereinfachte Algorithmus miisste demnach fiir diese Bedin-

gungen wieder erweitert werden.

6.5 Zusammenfassung und Fazit

Das gesamte in diesem Kapitel 6 vorgestellte Verfahren basiert auf der Annahme,
eine T—Invariante 7 gefunden beziehungsweise berechnet zu haben, die schwache Er-
reichbarkeit belegt und sich als vielversprechend zum Nachweis starker Erreichbarkeit
erweist. Durch kluge Betrachtung der S-Invarianten und Uberginge an Grenzstellen
konnte aus minimalen T—Invarianten eine neue Linearkombination i gebildet werden.
Anschlielend wurde ein Pseudo—Synchronisationsgraph konstruiert, der die Netzdar-
stellung von 7 unter Elimination aller Kantengewichte reprisentiert, wobei jede Tran-
sition im Netz hochstens einmal feuern darf und damit Schalthdufigkeiten 7(¢;) > 1
durch Kopien von t; im Netz verteilt werden.

Die Berechnung von 7 bildet den ersten Schwachpunkt des Verfahrens: Bei einer
groen Anzahl minimaler T—Invarianten ist das Auffinden einer méglicherweise ,,pas-
senden“ Linearkombination nicht trivial. Der zweite Schwachpunkt ist eindeutig durch
die Grofle des Netzes und Anzahl der Eingangs- und Ausgangskanten einer Grenzstelle
gegeben: Bei einer grofien Menge von Grenzstellen mit vielen Eingangs- und Aus-
gangskanten wird der entstandene Pseudo—Synchronisationsgraph so grof3, dass die
Anzahl seiner charakteristischen T—Invarianten den Aufwand einer Berechnung keines-
falls rechtfertigt. Selbst das Hinzufiigen von Constraints sowohl direkt ins Netz als auch
in ein lineares Programm fithrt schon bei sehr kleinen Netzen zur Erkenntis, stattdessen
besser durch manuelle oder automatisierte Simulation mit 7 auf starke Erreichbarkeit
zu testen. Der einzige Vorteil einer tatsdchlich errechneten kreisfreien Losung dieses
Verfahrens ist die Gewinnung einer eindeutigen Schaltfolge, die ins urspriingliche Netz
ibertragbar ist.

Durch gezielte Betrachtung bestimmter (moglicherweise linearkombinierter) T—Inva-
rianten gelangt man letzten Endes demnach immer an den Punkt, an dem Simulati-
onsschritte sinnvoller als rein linear—algebraische Berechnungen sind. Es bleibt nun
noch die Frage zu kliaren, ob ohne Betrachtung bestimmter T—Invarianten, aber be-
reits nachgewiesener schwacher Erreichbarkeit, trotzdem ein rein rechnerisches Verfah-

ren existiert, um starke Erreichbarkeit nachzuweisen.
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7 Losungsansatz II: Entfaltung des

Netzes in kreisfreie Schichten

Die Ergebnisse der vorherigen Kapitel zeigen mehr als deutlich, dass die Suche und
Betrachtung bestimmter T—Invarianten einen Schwachpunkt jedes vorgestellten Ver-
fahrens darstellt. Darum soll bei diesem Ansatz die Analyse bestimmter T—Invarianten
vollig auler Acht gelassen werden. Lediglich schwache Erreichbarkeit muss gegeben und
das Netz um die Transitionen t4 und tp erweitert worden sein.

Nun wird ein solches S/T-Netz in kreisfreie Schichten (d.h. miteinander verbunde-
ne Kopien seiner selbst) entfaltet, indem seine Kreise hinter geeigneten Transitionen
aufgeschnitten werden: Diese von Transitionen ausgehenden Kanten werden so um-
geleitet, dass sie nicht in Stellen der gleichen Schicht, sondern in Stellen der Schicht
darunter enden. Die Grundlagen dieser Entfaltung werden in Kapitel 7.1 beschrieben.
Auf der untersten Schicht bleibt damit nur die Wahl, die Kreise zu erhalten oder das
Netz mit Hilfe des in Abschnitt 5.5.2 vorgestellten Verfahrens in ein zyklenfreies Netz
zu transformieren.

In jedem auf diese Art entfalteten Netz existiert bei gegebener schwacher Erreich-
barkeit eine T-Invariante 7, die die leere Markierung reproduziert. Auch starke Er-
reichbarkeit muss, falls gegeben, auf diese Weise nachweisbar sein. Zur Berechnung der
T—Invarianten wird jeweils ein ganzzahliges lineares Optimierungsproblem gelést. Ab-
héngig davon, ob die Kreise auf der untersten Schicht erhalten oder eliminiert wurden,
miissen verschiedene Nebenbedingungen definiert werden. In den Kapiteln 7.2 und 7.3

werden die zwei Verfahren und deren Besonderheiten besprochen.

7.1 Grundlagen der Entfaltung

Die Entfaltung des Netzes erfolgt nach klar definierten Regeln. Grundsétzlich wird ein
Netz Njp zunéchst unverdndert als Schicht 0 des entfalteten Netzes Nap|o definiert,
Stellen ¢ und Transitionen j wollen wir hier fiir die eindeutige Zuordnung in p;jo und ¢
umbenennen. Jede neu hinzukommende Schicht n mit Stellen p;),, und Transitionen ¢,
ist eine exakte Kopie von Netz Nap mit der zusétzlichen Eigenschaft der Kreisfreiheit.
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Dazu wird nach dem Verfahren aus Kapitel 5.5.2 einmalig ermittelt, hinter welchen
Transitionen welche Kanten ,aufgeschnitten* werden. Auf jeder Schicht n > 0 wird
nun jede Kante (|, p;j,) dieser Art durch eine Kante (¢;|,,, pj,—1) ersetzt, sie wird also
auf die darunter liegende Schicht ,,umgeleitet”. Die Transitionen t4 und tp existieren
jeweils nur einmal im Netz, wobei tp mit den Stellen auf Schicht 0 und ¢4 immer mit

den Stellen der aktuell obersten Ebene verbunden ist.

Somit entspricht die Reproduktion der leeren Markierung in diesem Netz dem ,,Her-
unterreichen“ der Marken von der obersten in die unterste Schicht durch die Rea-
lisierung einer bestimmten T-Invariante, in der t4 und tp gleich oft schalten: Die
der T—Invariante entsprechende Schaltsequenz im urspriinglichen Netz Njap wird auf
die einzelnen Schichten verteilt realisiert. Damit keine Marken im Netz ,hingen blei-

“

ben“, weil sie keine Transition in ihrer Schicht aktivieren, werden gleiche Stellen p;
auf tibereinander liegenden Schichten n und n+1 noch durch Hilfstransitionen ¢;j, 41,

verbunden.

Eine spezielle Herausforderung stellt die Frage dar, ob auf Schicht 0 besser ein zy-
klenfreies Netz geméfl Algorithmus 5.5 erzeugt wird oder die Kreise erhalten bleiben
sollten. Dies wird, wie bereits erwahnt, in den Abschnitten 7.2 und 7.3 diskutiert.
Zunéchst beschreibt Algorithmus 7.1 das Hinzufiigen einer neuen Schicht zu einem
Netz Napl|n, mit bereits n Ebenen. Als Eingabeparameter erhilt er N (Vorlage fiir
die Erzeugung der Kopien) und Njp|, mit aktuell n Schichten sowie die Liste K der

aufzuschneidenden Kanten aus Algorithmus 5.4.

Algorithmus 7.1: ADD—LAYER — HINZUFUGEN EINER NEUEN SCHICHT

Eingabe: Netz N = (S, T, F,W), Nag|., K.
Ausgabe: Netz Nypl|ny1 = (S*,T*, F*, W*)

for i :=1 to |S| do

Di i= Dijn+1; » Umbenennung von Stellen.
endfor
for j:=1to |T| do

tj :=tjjnt1s » Umbenennung von Transitionen.
endfor
Naglnt1 := N UNag|n; » N als Schicht n + 1 hinzufiigen.
for i :=1 to |S| do » Hilfstransitionen ¢; hinzufiigen.

T =T*U {cz-|n+17n};

F* := F* U{(Dijn+15 Cijn+1,n)> (Ciln+1,n> Pijn) 1
W*((pi|n+1vci\n+1,n)) —
W*((Ci|n+1,n7pi|n)) =1
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endfor
for i :=1to |K| do » Kreisfreiheit von Schicht n + 1 herstellen.
if (K[i] = Stelle vom Typ pys.1) then
continue;
else if (K [i] = Stelle vom Typ py«, oder p,) then

t, = *K][i];
F*:=F*U {(ty\n+1apm|n)}: » Neue Kante hinzufiigen.
W*((ty|n+1sPain)) = W*((tyint1s Pajnt1));
F* i= F*\ {(tyjnt1,Papnt1) }: » Alte Kante l6schen.
endif
endfor

Sei L :=t% eine Liste der Stellen im Nachbereich von ¢ 4;
fori:=1to |L| do » ¢4 auf oberste Schicht verschieben.
Daln = L[d];
F* = F*U{(ta,Pajnt1)};
W*((t4; Pant1)) = W*((t4; Pajn));
F* o= F*\{(ta, pzn) };
endfor

Beispiel 7.1 (Hinzufiigen einer weiteren Schicht) Abbildung 7.1 zeigt das um
eine Schicht erweiterte Netz N1 aus Abbildung 2.1 von Seite 9. Hier wurde der einzige
Kreis, p; — to — p1, in der untersten Ebene noch nicht aufgeschnitten. Der erweiterte
Synchronisationsgraph ES1, iiber dessen S—Invarianten dieser Kreis ermittelt wurde,
ist in Abbildung 2.3 auf Seite 10 zu finden. Auf Ebene 1 verlduft die Kante von 5

Schicht 1 : Schicht 0

ta t11 t1)0 tB
) ! ‘
P11 C1j1,0—>{ P10
2 J 2
e} e
C2|1,0

Abbildung 7.1: Netz N1|;
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7 Losungsansatz 1I: Entfaltung des Netzes in kreisfreie Schichten

nun aber nicht mehr nach pyj;, sondern wird nach p;p umgeleitet. Damit ist diese
Ebene kreisfrei. Die Hilfstransitionen ¢; sind grau unterlegt. Das Hinzufiigen weiterer

Schichten erfolgt nach dem gleichen Prinzip. O

In Algorithmus 5.4 wurde bereits festgelegt, dass alle ermittelten Kreise immer hinter
Transitionen aufgeschnitten werden miissen. Warum die Kreise nicht hinter Stellen
unterbrochen werden diirfen, ist in Abbildung 7.2 schnell ersichtlich. Sie entspricht
dem Netz aus Abbildung 7.1, wobei der Kreis p; — to — p; auf der ersten Schicht
nicht hinter ¢5, sondern hinter p; aufgeschnitten wurde. Dies fiihrt jedoch zu einer
strukturellen Verdnderung im Netz, die die Schaltregel fiir ¢t verdndert und darum
unzuldssig ist:

Transition Zy); fehlt eine eingehende Kante; sie wird dadurch auf der obersten Schicht
zu einer immer aktivierten Randtransition und kann unabhéngig von der Markenzahl
auf py|; schalten. Auf Schicht 0 hat die Kopie dieser Transition, ¢, eine zusétzliche
eingehende Kante und verletzt damit ebenfalls die urspriingliche Struktur des Netzes.
Solche Unzuldssigkeiten treten immer auf der obersten Schicht n und untersten Schicht
0 in einem entfalteten Netz auf. Zwischenschichten ¢ mit 0 < ¢ < n sind davon nicht
betroffen.

Im Gegensatz hierzu dndert das Aufschneiden hinter Transitionen nichts an Struktur
und Verhalten eines Netzes: Die Anzahl der Kanten im Vor- und Nachbereich einer
Transition ist auf jeder Schicht identisch, und iiber die Hilfstransitionen ¢; kénnen
iibrig gebliebene Marken auf einer Stelle von Schicht zu Schicht weitergereicht werden.
Jedes nach dieser Regel entfaltete Netz ist somit also verhaltensgleich zum Original und
muss eine T—Invariante besitzen, die schwache und gegebenenfalls starke Erreichbarkeit

nachweist.

Nun muss préaziser beschrieben werden, wie sich starke Erreichbarkeit fiir ein mit Hilfe
von Algorithmus 7.1 entfaltetes Netz mit einer bestimmten Anzahl von n Schichten
nachweisen ldsst. Gesucht ist genau eine nichtnegative, realisierbare T—Invariante 7,
in der t4 und tp genau einmal schalten und deren Netzdarstellung frei von Deadlocks
und Traps ist. Die Schalthédufigkeiten der einzelnen Transitionen in 7 lassen sich in eine
ebenso realisierbare T-Invariante 7,;, des urspriinglichen Netzes umrechnen: In 7.,
miissen t4 und tp ebenfalls genau einmal schalten; zusétzlich gilt fiir jede Transition

t; des Originalnetzes:
n

Fom’g (tz) = Z (tz|k)

k=0
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Schicht 1 : Schicht 0

ta ti1 C1)1,0 t1)0 tp
I ! 1

2
@ Pijo Je—
2
<_ Lo D2jo a0

C2|1,0

Abbildung 7.2: Netz N1|; mit hinter Stellen aufgeschnittenen Kanten

Die Schalthédufigkeiten aller Kopien einer Transition t; auf den einzelnen Schichten 0
bis n werden folglich addiert. Die Hilfstransitionen ¢; existieren im urspriinglichen Netz

nicht und werden ignoriert.

Beispiel 7.2 (Umrechnung der T-Invariante 7" in 7,.,) Eine realisierbare T

Invariante, die starke Erreichbarkeit fiir das Netz in Abbildung 7.1 nachweist, ist

7= (tats tio tajo ciro 20 tip top)”

=(11000111)%,

Damit ist 7,44 also:

Forig = (ta tp t1 t2)T

1 1 T
~(11 S T ()
k=0 k=0
= (1 1 ty0+t11 too +tan)”
=117 a

Da nur genau eine T-Invariante gesucht wird, ist es ratsam, deren Berechnung als
ganzzahliges Optimierungsproblem zu formulieren. Das Verhalten des Programms, das
das GLOP lést, ist von den Eingabeparametern und insbesondere von der Struktur der
untersten Schicht (Erhaltung der Kreise oder Kreisfreiheit) abhingig. Darum werden
diese beiden Félle in den Abschnitten 7.2 und 7.3 einzeln betrachtet.
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7.2 Entfaltung in ein vollstandig kreisfreies Netz

Um Zyklenfreiheit auch auf der untersten Schicht eines entfalteten Netzes zu gewéhr-
leisten, kommt der auf Seite 67 vorgestellte Algorithmus 5.5 zur Anwendung: Anhand
der Liste K der aufzuschneidenden Kanten, die schon fir das Aufschneiden der Krei-
se auf hoheren Schichten herangezogen wurde, wird nun auch Schicht 0 durch zwei
zusitzliche Transitionen und eine Stelle pro Kreis in ein zyklenfreies Aquivalent trans-

formiert:

Definition 7.1 (kreisfreies Schichtennetz) Sei Nap = (S,T,F,W) ein S/T-Netz,
in dem schwache Erreichbarkeit gegeben ist. Ein kreisfreies Schichtennetz Nagl|/ =
(S*,T*, F*,W*) erhdlt man aus N und der Liste K der aufzuschneidenden Kanten,
indem man gemdf§ Algorithmus 7.1 nacheinander n Schichten zu Nap hinzufiigt und
schlieflich mit Algorithmus 5.5 die Kanten auf Schicht 0 ersetzt. Hierzu wird Algorith-
mus 5.5 nur auf Schicht 0 angewendet, die Umbenennungen "|o“ der Stellen auf der

untersten Schicht werden hierbei ignoriert. |

Eine kreisfreie Version von Netz N1[$F (cf steht hierbei fiir cycle-free, d.h. zyklenfrei)
zeigt Abbildung 7.3. Dem einmaligen Schalten von Transition ¢y, entspricht nun das
je einmalige Schalten von ty)g, t5; und t5,. Die Netzdarstellung jeder T-Invariante
dieses Netzes ist ebenfalls kreisfrei und die Zustandsgleichung ist in diesem Fall ein
hinreichendes Kriterium fiir den Nachweis starker Erreichbarkeit. Wie lisst sich aber
nun starke Erreichbarkeit im Allgemeinen nachweisen? Das ganzzahlige lineare Opti-

mierungsproblem enthélt verschiedene Constraints, die im Folgenden aufgefiihrt sind.

7.2.1 Nebenbedingungen des ganzzahligen linearen Programms

Damit eine realisierbare T—Invariante 7 liberhaupt starke Erreichbarkeit nachweist,
muss zum einen 7(t4) = 7(tg) = 1 gelten. Zum anderen ist das Ziel eine Losung zu fin-
den, in der die Hilfstransitionen ¢}, ¢/ auf der untersten Schicht nicht schalten — denn
ein Schalten dieser Transitionen kann dem ,Leihen“ (¢ liefert Marken, die gebraucht
werden) und ,,Zuriickgeben® (¢, gibt die Marken zuriick) von Marken entsprechen und
simuliert somit das Durchlaufen eines Kreises. Feuert keine dieser Hilfstransitionen, ist

das erste Teilziel also erreicht. Alle notwendigen Bedingungen sind:

o 7(t;) = 7(t}) Vi

Die Transitionen t; und ¢ miissen gleich oft schalten, da sie gemeinsam das Feu-
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7.2 Entfaltung in ein vollstdndig kreisfreies Netz

Schicht 1 : Schicht 0

ta t1)1 t1)0 tp
I I ‘
Pit Cij1,0—{ P1jo J«— t}, thq
2 2
<— ta1 D210 J+— t2j0 —
C2|1,0

Abbildung 7.3: Zyklenfreies Netz N1|§*

ern der Transition ¢; vervollstdndigen. Es diirfen nicht mehr Marken produziert

als konsumiert werden und umgekehrt.

o (ta)=7(tg) > 1
t4 und tp missen ebenfalls gleich oft schalten, jedoch mindestens einmal. Im
Fall starker Erreichbarkeit wird eine Losung gefunden mit 7(t4) = 7(tg) = 1.
Falls nur schwache Erreichbarkeit vorliegt, existiert eine Losung k-7 mit 7#(t4) =
F(tB) =k>1.

o > (F(t)) + 7(t])) — Min

i
Eine mindestens schwache, im besten Fall starke Erreichbarkeit nachweisende
Losung ist genau dann gefunden, wenn keine der Hilfstransitionen ¢}, ¢!/ in der
T-Invariante 7 schaltet. Als Zielfunktion des GLOP gilt es also die Summe der
Schalthdufigkeiten dieser Transitionen zu minimieren. Bei einem Zielfunktions-

wert von 0 erhdlt man das gewiinschte Resultat.

7.2.2 Nachweis schwacher Erreichbarkeit

Da bei diesem Verfahren bereits davon ausgegangen wird, dass schwache Erreichbarkeit
gegeben ist, muss diese auch zwingend als Losung eines GLOP gefunden werden. Die
Suche nach einer solchen Losung verlduft folgendermaflen: Zunéchst wird Netz Nyp
als Schicht 0 des zu entfaltenden Netzes Ny B|8f festgelegt, Stellen p; und Transitionen

tj wollen wir von nun an p;o und ¢;o nennen. Es wird um die nétigen Hilfstransitionen

Jl
t,t! gemafl Liste K (vgl. Algorithmus 5.4 auf Seite 64) ergénzt. Anschlieend werden

2771
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7 Losungsansatz 1I: Entfaltung des Netzes in kreisfreie Schichten

mit Hilfe von Algorithmus 7.1 von Seite 100 nach und nach neue Schichten hinzugefiigt.
Nach jeder neuen Schicht n wird Nag|¢/ mit den Constraints und der Zielfunktion als
GLOP formuliert und nach einer Losung gesucht. Wird keine Lésung mit Zielfunktions-
wert 0 gefunden, muss eine weitere Schicht hinzugefiigt werden. Nach einer bestimmten
Anzahl von m Schichten wird schliefllich eine T-Invariante berechnet, in der alle ¢/, ¢/

nicht schalten. Dann ist schwache Erreichbarkeit nachgewiesen.

Beispiel 7.3 (Nachweis schwacher Erreichbarkeit) Das in Abbildung 7.4 dar-
gestellte Netz R2|‘if ist die um einfache Stellen reduzierte und um t4 und tp ergéinzte
Variante des Netzes N2 von Seite 14. Eine zusétzliche Schicht wurde bereits hinzugefiigt
und Kreisfreiheit hergestellt. In diesem Netz ist nur schwache Erreichbarkeit gegeben.
Das GLOP sieht fur die gesuchte T-Invariante 7 folgendermaflen aus (Ganzzahligkeit

und Nichtnegativitdt von  sind hier nicht explizit aufgefiihrt):

Als Ergebnis bei einer zusétzlichen Schicht liefert das IntegerProgramming—Paket aus

[Gen05] den Losungsvektor
7= (tatp tay tao cj0 Copo thy t41)" = (1101101 1)"

und einen Zielfunktionswert von 2 (da 7(t} ;) = 7(t};) = 1). Nachdem t4 geschaltet
hat, verschiebt die Hilfstransition cy; o die erzeugte Marke von py); auf pyjo. Anschlie-
Bend muss 7 ; schalten um zwei Marken zu leihen, die zum Aktivieren von ¢4y benétigt
werden. Nach dem Schalten von ¢4y wird dieser Markeniiberschuss von t) 1 getilgt. Dies
entspricht dem Durchlaufen der Schlinge p; — t4 — p; in R2. Anschliefend kann tp
schalten und die leere Markierung ist reproduziert.

Da der Zielfunktionswert noch nicht 0 ist, wird noch eine weitere Schicht hinzugefiigt
und R2|§" zu R2[S erweitert (Abbildung 7.5). Fiir dieses Netz wird nun die Lésung

7= (ta tp tao tap tajp C111,0 C211,0 Crj2,1 Co2,1 thy tho)”

=(22110020100)7

mit dem gewiinschten Zielfunktionswert 0 berechnet. Die Schaltsequenz, die die leere
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7.2 Entfaltung in ein vollstdndig kreisfreies Netz

Markierung reproduziert, ist:

tata tys ty Co2,1 Co1,0 C2/1,0 tB tB

Das Durchlaufen des Kreises p; — t4 — p1 wurde auf die Ebenen 2 bis 0 entfaltet:

D12 = ta2 = P11 = a1 = P1jo

Jedoch wird der Kreis insgesamt zweimal durchlaufen: ¢ 4 muss zweimal schalten, damit
fiir 4o geniigend Marken verfiigbar sind. Dieser Uberschuss wird durch ein zusétzliches
Schalten von t4; und zweimaliges Schalten von tp ausgeglichen. Es gibt auch keine
Moglichkeit, die Schalthdufigkeiten von t 4 und ¢p auf 1 zu reduzieren: t4 muss auf jeden
Fall auf irgendeiner Schicht schalten, um die Marke auf ps zu erzeugen, die tp bendtigt.
Stelle p; ist auf jeder Schicht immer die einzige Stelle im Vorbereich von t4, und auf
der obersten Ebene kann nur t4 als einzige Vortransition von p; die zwei Marken
bereitstellen, die t4 aktivieren. Transition ¢4 muss also definitiv zweimal schalten, was
sich auch durch das Hinzufiigen weiterer Schichten nicht dndert. In R2 liegt also nur

schwache, aber keine starke Erreichbarkeit vor. O

Schicht 1 : Schicht 0

2 1" /
Pin C1|1,0 —>( P1]0 J*+— 4 ta1

2 2
2
2 2
@ t4‘1 ‘— t4|0 —>

C2|1,0

Abbildung 7.4: Erweiterung um eine Schicht: Netz R2|S*

Algorithmus 7.2 fasst nun die einzelnen Schritte zum Nachweis der schwachen Erreich-
barkeit zusammen. Begonnen wird mit der untersten, kreisfreien Schicht N4 B\Sf eines
Netzes Nap. Das Programm, das das ganzzahlige Optimierungsproblem 16st — im
Algorithmus GLOP genannt — wird mit der Inzidenzmatrix [Nag|¢/] des aktuellen

Netzes, der Zielfunktion ZF und der Liste cons der Nebenbedingungen aufgerufen. Als
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Schicht 2 Schicht 1 Schicht 0
ta tp
i ]
P12 C12,1 —{ P1]1 C11,0 —>( P1jo <] &4 %
2 2 2
J 2
2 2 2
el b G
C22,1 C2|1,0

Abbildung 7.5: Erweiterung um 2 Schichten: Netz R2|Sf

Ergebnis liefert es immer einen Tupel (7, zfwert), bestehend aus einer T-Invariante 7

und dem berechneten Zielfunktionswert zfwert.

Algorithmus 7.2: NACHWEIS SCHWACHER ERREICHBARKEIT IM KREISFREIEN NETZ

Eingabe: N, Nag|f = (S, T,F,W), K.

Ausgabe: T—Invariante 7, die schwache Erreichbarkeit nachweist, und zugehériges Netz Np|¢f

1 ZF :=0; » Initialisierung.
2 cons := {7(ta) = 7(tp) > 1};

3 for i :=1 to |T| do » Zielfunktion und Constraints generieren.
4 if (Transition ¢ ist vom Typ ¢;) then

5 ZF = ZF + #(t)) + #(t));

6 cons := cons U {7(¢}) = 7(¢/)};

7 endif

s endfor

o Nagl|d = NAB|8f; »n:=0
10 (7, zfwert) := GLOP(Nag|¢/, ZF — Min, cons); » GLOP fiir Lage 0 lésen.
11 while (zfwert # 0) do » Solange zfwert # 0...
12 Napl|¢l, := ADD-LAYER(N, Nap|/,K);  » ...weitere Schicht (mit Alg. 7.1) hinzufiigen...
13 (7, zfwert) := GLOP(Nap|% ,, ZF — Min, cons); » ...und jeweils das GLOP lésen.
14 n:=n-+1; » Schichtenanzahl hochzahlen.

15 endwhile
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7.2 Entfaltung in ein vollstdndig kreisfreies Netz

7.2.3 Nachweis starker Erreichbarkeit

Nun stellt sich die Frage, ob starke Erreichbarkeit durch ein ebenso einfaches Verfah-
ren nachweisbar ist. Dies ist jedoch zu verneinen. Die Suche nach einer Lésung # mit
7(ta) = 7(tp) = 1, in der die Hilfstransitionen ¢/, ¢ nicht feuern, gestaltet sich inso-
fern schwieriger, dass eine solche Lésung gar nicht existieren muss. Im allgemeinen Fall
wird moglicherweise — dies muss aber nicht der Fall sein — zunéchst eine schwache
Erreichbarkeit nachweisende Losung & - 77, k > 1, mit Zielfunktionswert 0 gefunden, je-
doch ist damit wie bereits erwahnt nur ein Teilziel erreicht: Es gilt nun herauszufinden,
ob sich die Schalthdufigkeiten von t4 und tp noch auf 1 reduzieren lassen, und dies
geschieht durch das gewohnte Hinzufiigen weiterer Schichten und Losen eines linearen
Optimierungsproblems. Eine T-Invariante k - 7, k > 1, die in einem Netz Nyp|¢/ mit

m Schichten gefunden wird, beschreibt zundchst den folgenden Sachverhalt:

(1) Hier feuern die Transitionen ¢, und ¢/ nicht mehr. Es geniigen also m Schich-
ten, um die leere Markierung zu reproduzieren. Sie reichen jedoch nicht aus, um
auf allen Stellen derart geniigend Marken zu erzeugen, dass jeder Kreis, der zur
Reproduktion der leeren Markierung durchlaufen werden muss, bei nur einma-
ligem Schalten von t4 auch wirklich ausreichend oft durchlaufen werden kann.
In k£ - 7 konnen die Marken aber durch das k-malige Schalten von t4 bereits
auf der obersten Schicht m geliehen werden und Kreise werden frither und &fter
durchlaufen. Transition tp tilgt diese tiberschiissigen Marken durch mehrfaches
Schalten.

(2) Liegt starke Erreichbarkeit vor, so kénnen die von t4 zusétzlich gelichenen Mar-
ken nur genau dann vom Netz selbst erzeugt werden, wenn ein oder mehr Krei-
se im Netz haufiger durchlaufen werden als es bei den momentan m Schichten
moglich ist. Darum miissen weiter Schichten hinzugefiigt und Losungen 7(t4) =
7(tp) < k gesucht werden, bis eine T-Invariante mit 7(t4) = #(tp) = 1 errechnet

wurde.

(3) Bei nur schwacher Erreichbarkeit &ndert das Hinzufiigen weiterer Schichten ab
einer bestimmten Schichtenanzahl nichts mehr am Zielfunktionswert: Es wird

eine Losung kumiy - 7 ermittelt und ki, > 1 ist nicht weiter reduzierbar.

Aus den Punkten (2) und (3) ergibt sich unmittelbar die Frage nach einem passenden

Abbruchkriterium fiir den Algorithmus.
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7 Losungsansatz 1I: Entfaltung des Netzes in kreisfreie Schichten

Abbruchkriterium bei der Untersuchung auf starke Erreichbarkeit
Die Frage nach dem Abbruchkriterium ist gleichzusetzen mit der Frage, ab welcher

Anzahl von Schichten entschieden werden kann, ob

(a) eine Losung kpyin - 7 mit kymin > 1 gefunden ist, die sich nicht mehr auf £ = 1

reduzieren lasst, oder

(b) weiter Schichten hinzugefiigt werden miissen, da eine Losung & = 1 noch gefunden

werden kann.

Hierzu wollen wir das GLOP zur Berechnung der Lésung durch eine verédnderte Ziel-
funktion verfeinern: Wie beim Nachweis der schwachen Erreichbarkeit gilt es eine
T-Invariante zu finden, in der die Hilfstransitionen ¢},¢/ nicht mehr feuern. Zusétz-
lich muss immer eine Losung 7 berechnet werden, in der die Schalthdufigkeiten der
Transitionen t4 und ¢p minimal sind. Existiert also beispielsweise eine Losung mit
7(ta) = 7(tg) = k, so soll der Algorithmus, der das GLOP 16st, keine T-Invariante mit
7(ta) = 7(tp) > k ausgeben. Nur so kann sichergestellt werden, dass man beim Hin-
zufiigen weiterer Schichten die Anderung des Zielfunktionswertes nachverfolgen kann.
Aufgrund dieser neuen Bedingung muss die Zielfunktion folgendermafien erweitert wer-

den:
(Z h- (F(t) + F(tQ’))) +7(ta) +7(tg) — Min, heN

Hierbei ist A immer eine sehr grofle natiirliche Zahl, die aus folgendem Grund bend&tigt
wird: Durch diese stérkere Gewichtung der ¢ und ¢/ in der Zielfunktion im Vergleich zu
t4 und tp wird der Algorithmus zunéchst versuchen, diese Werte zu minimieren — was
dem Nicht-Schalten der Hilfstransitionen entspricht. Anschliefend bleibt als Zielfunk-
tion nur noch 7(t4) +7(tp) — Min iibrig, so dass auch fiir diese zwei Transitionen die
geringstmoglichen Schalthdufigkeiten berechnet werden. Durch die Konstante h muss
sichergestellt sein, dass die tatsichliche Schalthadufigkeit von t4 oder tp den Wert
h - #(t)) = h-7(t]) fiir keine Hilfstransition tibersteigt. Darum muss fiir h, abhdngig
vom untersuchten S/T-Netz, eine ausreichend grofe natiirliche Zahl gewéhlt werden.
Fir alle Beispiele dieser Arbeit hat sich der konstante Wert h = 100 als ausreichend
erwiesen.

Nun verlduft die Berechnung von Losungsvektoren anders: Es wird nicht mehr nach
irgendeiner Losung gesucht, in der die Hilfstransitionen nicht mehr schalten, sondern
nach einer Losung, in der auch t4 und tp so selten wie moglich — im idealen Fall
genau einmal — feuern. Mit jeder zusétzlichen Schicht wird also ein fiir diese Schicht

optimales Ergebnis berechnet. Das Resultat ist abhéngig von den Kreisen im Netz.
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Die minimalen Kreise werden mit jeder zusétzlichen Schicht neu aufgetrennt. Auf jeder
Schicht wird ein Kreis begonnen und in der Regel auf der darunter liegenden Schicht
beendet. Demnach stellt jede weitere Ebene einen Gewinn beim Vollenden von Kreisen
dar, was bereits in Punkt (1) auf Seite 109 erldutert wurde: Kreise konnen frither
durchlaufen werden und enden nicht auf Schicht 0, wo Transitionen ¢, ¢/ aushelfen
miissten. In manchen Féallen — abhéngig vom zugrunde liegenden Netz — konnen durch
mehrmaliges Schalten von t4 so viele Marken geliehen werden, dass manche Kreise
haufiger und schneller durchlaufen werden kénnen als es beim einmaligen Schalten von
t o der Fall wére. So kann eine schwache Erreichbarkeit nachweisende Losung k-7 bereits
bei weniger zusétzlichen Schichten gefunden werden als es fiir starke Erreichbarkeit

moglich wiére.

Beispiel 7.4 (Durchlaufen von Kreisen und Leihen von Marken) Abbildung
7.6 zeigt das S/T—Netz N6ag von Seite 48, in dem starke Erreichbarkeit nachgewiesen
werden soll. Die starke Erreichbarkeit nachweisende Schaltfolge einer T-Invariante 7

ist in diesem Fall:
taty taty to (3 . tl) t3 ty (2 . t3) ts (2 . t6) (2 . t5) tp

N6ag besitzt drei minimale Kreise, die durch die Transitionen (t1,¢2), (t3,t4) und
(t5,t6) verlaufen. Transition t3 kann nur schalten, wenn ¢; auf Stelle py drei Marken
produziert hat. Dafiir benotigt ¢1 auf p; ebenfalls drei Marken, die durch das zweimalige

Durchlaufen des Kreises (t1,t2) von ty erzeugt werden.

In Abbildung 7.7 auf Seite 113 ist das um vier zusétzliche Schichten entfaltete Netz
N6AB|zC;f dargestellt. Damit ¢9 zweimal schalten kann und der durchlaufene Kreis voll-
standig auf die Schichten entfaltet wurde (d.h. keine der Hilfstransitionen ¢, , t5 ; muss
feuern), sind in jedem Fall zwei zusitzliche Ebenen notwendig. Jedoch gelangen bei
nur einmaligem Schalten von ¢4 in N6AB|§f die erzeugten Marken dann nicht mehr auf

p4, ohne dass andere Hilfstransitionen auf Schicht 0 schalten missen.

Fiir das GLOP wird aber bereits in N6AB]§f eine Losung! 3 - 7 gefunden. Die drei
Marken, die ¢1)5 auf py)p bendtigt, werden also von ¢4 erzeugt. Sie werden so schneller
zu py|o propagiert, alle tiberschiissigen Marken durch héufigeres Schalten der anderen
Transitionen und letztlich durch das dreimalige Feuern von tp getilgt. Die exakte
Schaltfolge fiir N6AB]§f ist in Tabelle 7.1 zu finden. O

! Abbildung 7.7 kann das Netz N6ag|S' reprisentieren, indem man die Schichten 3 und 4 und zugehérige
Hilfstransitionen c;j4,3 und c;j3,2 ausblendet und t4 mit p;j» verbindet.
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t1 ts ts

ta [— P1 P2 D3 D4 tp

to ta te

Abbildung 7.6: S/T-Netz N6ag

Da, wie bereits erwihnt, jede Schicht einen ,,Gewinn“ fiir ein entfaltetes Netz darstellt,
kann auf jeder Schicht auch mindestens eine Kopie einer Transition des Originalnetzes
schalten: Schwache Erreichbarkeit liegt vor und t,4 ist stets auf der obersten Schicht
aktiviert. Kann eine Transition in einer Schicht nicht schalten, so fehlen ihr noch Mar-
ken, die sie entweder von Transitionen aus der gleichen oder einer dariiber liegenden
Schicht erhalt. Kommt eine Schicht hinzu, werden mehr Marken ,,auf natiirliche Weise®,
das heifit durch normale Schaltvorgénge, erzeugt und miissen nicht durch mehrmaliges
Schalten von t 4 geliehen werden. Ist wie in Netz N6AB\§f bereits eine schwache Erreich-
barkeit nachweisende T—Invariante k-7 gefunden, kann eine weitere zusétzliche Schicht

zu folgenden verschiedenen Ergebnissen fithren:

(a) Der Zielfunktionswert sinkt nicht = Die zusétzliche Schicht ist nutzlos.
(b) Der Zielfunktionswert sinkt = Mehr Marken wurden ohne Hilfe von
ta erzeugt.

Tatsichlich sinkt ab N6ag|ST der Zielfunktionswert mit jeder weiteren Schicht streng
monoton: in N6ag|§ betriigt er 4 (7(ta) = #(tp) = 2) und in N6ag|§ ist eine starke
Erreichbarkeit nachweisende T-Invariante gefunden (Zielfunktionswert = 2). Die Er-
gebnisse fiir die Netze N6ag ](CJ‘C bis N6ag \j‘c sind mit zugehorigen Zielfunktionswerten und
Schalthéufigkeiten in Tabelle 7.1 abgebildet. Es liegt also die Vermutung nahe, dass
der streng monoton fallende Zielfunktionswert ein vielversprechendes Abbruchkriteri-
um fiir den Test auf starke Erreichbarkeit liefert: Falls der Wert durch Hinzufiigen der
néchsten Schicht nicht sinkt, konnen also keine weiteren Marken ohne Zuhilfenahme
mehrmaligen Schaltens von t4 bereitgestellt werden, obwohl eine neue Schicht einen
weiteren Durchlauf der Kreise im Netz erlaubt. Auch alle im folgenden Kapitel 8 aufge-
fithrten Anwendungsbeispiele bekriftigen die Theorie der strengen Monotonie: In den
Féllen, in denen schwache vor (das heifit durch weniger Schichten) starker Erreichbar-
keit nachgewiesen wurde, sinkt der Zielfunktionswert mit jeder zusédtzlichen Schicht.
Falls starke und schwache Erreichbarkeit gleichzeitig durch eine T—Invariante 7 mit

7(ta) = #(tp) = 1 bewiesen werden, liegt selbstverstédndlich keine strenge Monotonie
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P4|a

C4)4,3

P49

C4|3,2

t1|4 t3|4 t5|4
3 2 3
ta P14 P24 P3|
t2|4 t4|4 t6|4
Schicht 4
C1)4,3 C2|4,3 C3|4,3
Schicht 3
2 i3 6 l3|3 2 ts)3
3 2 3
@us D2|3 P33
t2)3 ty)3 te|3
Schicht 3
C1]3,2 C2|3,2 C3|3,2
Schicht 2
2 t1)2 6 t3)2 2 t5)2
3 2 3
@B P22 P32
a2 ta)2 te|2
Schicht 2
C1)2,1 C2|2,1 C3|2,1
Schicht 1
2 ti1 6 (21 2 Ls)1
3 2 3
@u P21 P31
t2|1 t4|1 t6|1
Schicht 1
C1]1,0 C2|1,0 C3]1,0
Schicht 0
2 t1jo 6 t3j0 2 tsi0
3 2 3
P1jo P20 P3jo
2 of 2
t5 1 tajo 4o Lajo t6.3 Lsjo
2 o 2
2 6 2
thq ‘—@ tho t6.3

Abbildung 7.7: S/T-Netz N6ag|5
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C4)2,1

P4D

C4)1,0

P4jo
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7 Losungsansatz 1I: Entfaltung des Netzes in kreisfreie Schichten

vor, da einen Schritt zuvor noch Hilfstransitionen ¢}, ¢!/ schalten mussten. Insgesamt

lassen sich die Anwendungsbeispiele aus dieser Arbeit folgendermaflen gliedern:

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)

N6as |5 1002 ta, tijo, tojos o1, th1, 2 tyos to, th1, thq
2-t1)0, t3)05 taj0> a2 s tha > 2:t30, t5)05 2-t6j0, 2 t63 5
2. tlﬁl_g , 2 t5|0, tp

N6ag|§ 802 ta, tyns tan, 2 tios tagos a1 s t91, 2 ti, t3j0s
tajos tho > tha s 230, tsj0, 2-tej0, 2 163, 263,
2-t50, tB

N6ag|SF 6 3-ta, 3112, t3j2, 2-typ2, 611, 21311, 3-Tq)1, €3)1,05

12 - ty)0, 10 - t3)0, 7 - t50, 3-IB

N6ag|S 4 2-ta, 2-ty3, 2-ty3, 4-t1)2, toj2, t3)2, 2-taj2, 4131,

415 2- U515 L11s Loy Loj1s €1)1,00 €3]1,05 O Caj1,05 3-L1jo,
3 - t3)0, 3 t50, 2B

f
N6AB | 2 ta, tia, tojas t1s, t2)3, C1j3,2, 3 - )2, T3j2; taj2, C3j2,15
2 t3)1, t5)1, 2 tej1, 2 C311,05 C4(1,05 2 50, B

Tabelle 7.1: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz N6

1. Fiir das GLOP wird eine Losung gefunden, in der die Hilfstransitionen ¢/, ¢/ nicht

1) 71
schalten, d.h. direkt ein Vektor # mit 7(t4) = 7#(tg) = 1. Die Losung ist kreisfrei;
damit kann die Zustandsgleichung als hinreichendes Kriterium fiir Erreichbarkeit

herangezogen werden und starke Erreichbarkeit ist nachgewiesen.

2. Fiir das GLOP wird eine T-Invariante k - 7 mit #(t4) = 7(tg) > 1 gefunden, in
der die Hilfstransitionen ¢}, ¢!/ nicht schalten. Damit ist schwache Erreichbarkeit

nachgewiesen, auf starke Erreichbarkeit muss noch getestet werden und weitere

Schichten kommen hinzu:

e Sinkt der Zielfunktionswert nun bei zusétzlichen Schichten streng monoton
und bleibt ab einem bestimmten Wert 7(t4) = 7(tg) = kmin > 1 bei neuen
Schichten konstant, so haben weitere Schichten offenbar keinen Nutzen und

es liegt keine starke Erreichbarkeit vor.

e Fillt der Zielfunktionswert nun bei zusétzlichen Schichten streng monoton
und erreicht den Wert 7(t4) + 7(tg) = 2, so weist die zugehorige Losung 7

starke Erreichbarkeit nach.
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7.2 Entfaltung in ein vollstdndig kreisfreies Netz

Algorithmus 7.3: NACHWEIS STARKER ERREICHBARKEIT FUR DIE NETZE AUS DIESER AR-
BEIT (KREISFREI AUF SCHICHT 0)

Eingabe: N, Nap|s/ = (S, T, F,W), K, h.

Ausgabe: "stark erreichbar" oder "schwach erreichbar" mit nachweisender T—Invariante 7 und

zugehorigem Netz N g[S/

ZF :=7(ta) + 7(tB): Initialisierung.
cons := {r(tx) = 7(tp) > 1};
for i :=1to |T| do » Zielfunktion und Constraints generieren.

if (Transition ¢ ist vom Typ t}) then
ZF = ZF + h-(t}) + h - ¥(t]);
cons := cons U {7(t}) = #(t/)};

endif
endfor
Nag|¢f = NAB|8f; »n:=0
(7, neuer_zfwert) := GLOP(Nap|¢/, ZF — Min, cons); » GLOP fiir Lage 0 lésen.

while (7(t}) = 7(t/) > 0 fur irgendein Transitionspaar ¢;,¢;) do

NAB|Z];1 := ADD-LAYER(N, Nag|¢/, K);  » ...weitere Schicht (mit Alg. 7.1) hinzufiigen...
(7, neuer_zfwert) := GLOP(NAB|Z{H, ZF — Min, cons);

n:=n-+1; » Schichtenanzahl hochzahlen.
endwhile
if (neuer_zfwert = 2) then » Starke Erreichbarkeit wurde nachgewiesen.

—
’

return ("stark erreichbar", Nag|¢/, 7)

endif

» Bisher nur schwache Erreichbarkeit mit neuer_zfwert > 2.
alter__zfwert := 0; » Von nun an ZF-Werte vergleichen.
while (alter_zfwert # neuer_zfwert) do » Solange Zielfunktionswert streng monoton fallt...

alter_zfwert := neuer_ zfwert;
NAB|Z{H := ADD-LAYER(N, Nap|¢f, K);  » ...weitere Schicht (mit Alg. 7.1) hinzufiigen...
(7, neuer_zfwert) := GLOP(NAB|;J11,ZF — Min, cons); » ...und jeweils das GLOP l6sen.
if (neuer_zfwert = 2) then

return ("stark erreichbar", NAB\:‘LJ;L 7);

endif

n:=n+1; » Schichtenanzahl hochzahlen.
endwhile

return ("schwach erreichbar", Nag|¢/, 7);

Ob die strenge Monotonie tatséchlich ein hinreichendes Abbruchkriterium fiir dieses
Verfahren ist, konnte zu diesem Zeitpunkt noch nicht bewiesen werden und stellt einen
zukiinftigen Forschungsgegenstand dar. Algorithmus 7.3 entscheidet daher das Erreich-

barkeitsproblem fiir die S/T-Netze aus dieser Arbeit unter dem Vorbehalt, dass seine

115



7 Losungsansatz 1I: Entfaltung des Netzes in kreisfreie Schichten

Korrektheit fur beliebige S/T-Netze noch untersucht werden muss. Insgesamt sieben

Anwendungsbeispiele fiir diesen Algorithmus sind in Kapitel 8 zu finden.

7.3 Entfaltung mit Erhaltung der Kreise auf der

untersten Schicht

Bei dieser Variante des Losungsansatzes sollen die Kreise auf der untersten Schicht
erhalten und das Netz sonst wie im Abschnitt zuvor entfaltet werden. Auf Schicht 0
wird also das Originalnetz N = (S, T, F, W) zunéchst ibernommen und um ¢4 und tp

erganzt.

Definition 7.2 (Schichtennetz) Sei Nap = (S,T,F,W) ein S/T-Netz, in dem
schwache Erreichbarkeit gegeben ist. Ein Schichtennetz Nagl|, = (S*, T, F*,W*) er-
halt man aus N und der Liste K der aufzuschneidenden Kanten, indem man gemdjs
Algorithmus 7.1 nacheinander n Schichten zu Nap hinzufiigt. Alle auf Schicht 0 exis-

tierenden Kreise bleiben erhalten. [ |

Um sicherzustellen, dass auch in diesem Fall eine T-Invariante berechnet wird, deren
Netzdarstellung kreisfrei ist, diirfen die Originaltransitionen auf der untersten Schicht
— aufler tg — nicht mehr schalten. Nebenbedingungen und Zielfunktion fiir das ganz-

zahlige lineare Optimierungsproblem miissen daher anders formuliert werden.

7.3.1 Nebenbedingungen des ganzzahligen linearen Programms

Auch hier kann eine realisierbare T-Invariante 7 nur starke Erreichbarkeit nachweisen,
wenn 7(t4) = 7(tp) = 1 gilt. Durch die Erhaltung der Kreise auf Schicht 0 kann es
beim Losen des GLOP stets passieren, dass Transitionen dieser Schicht noch feuern
und damit Kreise durchlaufen werden. In der Regel ist dann eine solche T—Invariante
nicht realisierbar. Ziel muss es also sein, eine Lésung zu finden, in der alle Originaltran-
sitionen t1, ..., t, des Originalnetzes N auf Schicht 0 nicht schalten. Alle notwendigen

Bedingungen sind damit:

o 7(ta)=7(tg) > 1
t4 und tp missen gleich oft schalten, jedoch mindestens einmal. Im Fall star-
ker Erreichbarkeit wird eine Losung gefunden mit 7(t4) = 7(tg) = 1. Bei nur

schwacher Erreichbarkeit existiert eine Losung k - 7 mit 7#(t4) = 7(tp) = k > 1.
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7|

[ ] Zl<7"(tz‘0)) — Min
1=
Eine mindestens schwache, im besten Fall starke Erreichbarkeit nachweisende Lo6-
sung ist genau dann gefunden, wenn keine der n Originaltransitionen des Netzes
N auf Schicht 0 in der T-Invariante 7 schaltet. Als Zielfunktion des GLOP gilt
es also die Summe der Schalthdufigkeiten dieser Transitionen zu minimieren. Bei

einem Zielfunktionswert von 0 erhdlt man das gewiinschte Resultat.

7.3.2 Nachweis schwacher Erreichbarkeit

Da fiir das Netz Nap schwache Erreichbarkeit gegeben ist, muss diese auch als Losung
eines GLOP nach einer bestimmten Anzahl von Schichten gefunden werden. Zunéchst
wird Nyp als Schicht 0 des zu entfaltenden Netzes Naplo festgelegt und die Stellen p;
und Transitionen ¢; in p;o und ¢;o umbenannt. Die Kreise auf dieser Schicht bleiben
erhalten, so dass keine weiteren Umformungen erfolgen. Anschlielend werden mit Al-
gorithmus 7.1 von Seite 100 neue Schichten hinzugefiigt. Nach jeder neuen Schicht n
wird Nap|, mit dem einzigen Constraint 7(t4) = 7(tp) > 1 und der zu minimieren-
den Zielfunktion als GLOP formuliert und nach einer Losung gesucht. Dies wird so
lange wiederholt, bis nach einer bestimmten Anzahl von m Schichten eine Lésung mit
Zielfunktionswert 0 gefunden ist. Dann ist der Nachweis fiir schwache Erreichbarkeit
erbracht.

Beispiel 7.5 (Nachweis schwacher Erreichbarkeit) Das Netz R2|, in Abbildung
7.8 ist die um einfache Stellen reduzierte und um t4 und tp ergidnzte Variante des
Netzes N2 von Seite 14. Es wurden bereits zwei zusétzliche Schichten hinzugefiigt. In
diesem Netz ist nur schwache Erreichbarkeit gegeben. Das GLOP hat folgende Be-
standteile (Ganzzahligkeit und Nichtnegativitédt sind nicht explizit aufgefiihrt):

F(t4‘0) — Min
(ta) =7(tg) > 1
[R2]5] -7 =0

Die Ergebnisse des GLOP, die von Algorithmus 7.4 auf Seite 118 nacheinander fiir
die Netze R2|p bis R2|» berechnet werden, sind in Tabelle 7.2 zu finden. Bereits mit
einer zusdtzlichen Schicht ist eine realisierbare Schaltfolge gefunden, die schwache Er-
reichbarkeit nachweisen wiirde, wenn das Schalten von 4o zuldssig wére. Der Ziel-

funktionswert ist hier jedoch noch > 0 und Algorithmus 7.4 bricht noch nicht ab.
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Erst mit der zweiten zusétzlichen Schicht wird eine T—-Invariante 7 gefunden, fiir die
zfwert = 0 ist. In der Tat sind aber die fiir R2|; und R2|, ermittelten T-Invarianten
identische Schaltsequenzen im Originalnetz R2: Beide entsprechen der T-Invariante
Forig = (tata tg)T = (222)7.

Damit der Nachweis schwacher Erreichbarkeit erst ab dem Nicht-Schalten aller Ori-
ginaltransitionen erfolgt, sollten wie zuvor auch ¢4 und tp in die Zielfunktion tiber-
nommen und die Originaltransitionen auf Schicht 0 mit einer geeigneten Konstante h

gewichtet werden. Die Ergebnisse fiir dieses Netz auf Basis dieser neuen Zielfunktion

sind in Kapitel 8.2.1 zu finden. U
Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
R2|o 1 ta , tyo, tp (nicht realisierbar)
R2J; 1 2-ta, tyr, Con0, tajos 2-tB
R2|> 0 2-tA, ty2, Co2,15t4)1, 2 C2110, 2-tB

Tabelle 7.2: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz R2 mit Kreisen auf
Schicht 0

Algorithmus 7.4: NACHWEIS SCHWACHER ERREICHBARKEIT MIT KREISEN AUF SCHICHT 0

Eingabe: N = (S,T,F,W), Naglo, K.
Ausgabe: T—Invariante 7, die schwache Erreichbarkeit nachweist, und zugehériges Netz N4 |,

ZF :=0; » Initialisierung.

cons := {r(ta) = 7(tp) > 1};

for i := 1 to |T| do » Zielfunktion generieren.

ZF := ZF 4 t;)0;

endfor

Nagl|n := Naglo; »n:=0

(7, zfwert) := GLOP(Nag|n, ZF — Min, cons); » GLOP fir Lage 0 I6sen.

while (zfwert # 0) do » Solange zfwert # 0...
Napg|n+t1 := ADD-LAYER(N, Nap|n, K); » ...weitere Schicht (mit Alg. 7.1) hinzufugen...
(7, zfwert) := GLOP(Nag|n+1, ZF — Min, cons); » ...und jeweils das GLOP l6sen.
n:=n-+1; » Schichtenanzahl hochzahlen.

endwhile

118
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Schicht 2 Schicht 1 Schicht 0
ta tp
i Y
P12 C1|2,1 Pin C1]1,0— P1|0
2 2 J 2 9
2 2
4— ta)2 D2(1 J+— ta)1 P2|0 tajo
C2|2,1 C2|1,0

Abbildung 7.8: Netz R2|,

7.3.3 Nachweis starker Erreichbarkeit

Das Verhalten von Algorithmus 7.4 macht deutlich, dass die Originaltransitionen auf

Schicht 0 wieder durch eine Konstante h zusétzlich gewichtet und t4 und tp in die

Zielfunktion tibernommen werden miissen. Fiir den Nachweis starker Erreichbarkeit

gelten die gleichen Regeln wie in Abschnitt 7.2.3. Eine T-Invariante k - 7, k£ > 1, die

in einem Netz Nap|m, mit m Schichten gefunden wird, weist zunéchst nur schwache

Erreichbarkeit nach:

(1)

Alle Transitionen ¢;o der untersten Schicht feuern nicht mehr. Die m Schichten
sind ausreichend, um die leere Markierung zu reproduzieren. Sie geniigen nicht,
um auf allen Stellen derart geniigend Marken zu erzeugen, dass jeder Kreis,
der zur Reproduktion der leeren Markierung durchlaufen werden muss, bei nur
einmaligem Schalten von t4 auch wirklich ausreichend oft durchlaufen werden

kann. Darum feuern t4 und tp insgesamt k-mal.

Liegt starke Erreichbarkeit vor, so miisste von nun an der Zielfunktionswert
streng monoton fallen, bis eine T—Invariante mit 7(t4) = 7(tp) = 1 errechnet

wurde.
Bei nur schwacher Erreichbarkeit kann der Zielfunktionswert mit weiteren Schich-

ten zunachst sinken, bleibt aber ab einer bestimmten Schichtenanzahl konstant:

Es wird eine Losung ki, - 7 ermittelt und kp;n > 1 ist nicht weiter reduzierbar.
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7 Losungsansatz 1I: Entfaltung des Netzes in kreisfreie Schichten

Das Abbruchkriterium fiir Algorithmus 7.5 auf Seite 121, der auf starke Erreichbarkeit
fir Netze mit Kreisen auf Schicht O priift, entspricht fiir die Netze in dieser Arbeit
dem Abbruchkriterium von Algorithmus 7.3 von Seite 115, der die Erreichbarkeit fiir
kreisfreie Schichtennetze entscheidet. Die beiden Algorithmen unterscheiden sich durch
die Zielfunktion und Nebenbedingungen: t4 und ¢t werden nun in die Zielfunktion

ibernommen:

7|
(Z(h : F(tuo))) + 7(tg) + F(tp) — Min, helN

=1

Hierbei ist h wieder eine sehr grofle natiirliche Zahl, die den Originaltransitionen im
Verhéltnis zu t4 und tp eine groflere Gewichtung in der Zielfunktion verleiht, so dass
bei der Lésung des GLOP zunéchst versucht wird, die Werte der ¢;9 zu minimieren.
Erst wenn diese minimiert und damit schwache Erreichbarkeit nachgewiesen ist, wer-
den auch die Schalthdufigkeiten von t4 und tp so gering wie moglich gehalten. Bei
schwacher Erreichbarkeit wird der Algorithmus also keine Losung 7(t4) = 7(tg) = k
liefern, wenn auch eine T-Invariante mit 7(t4) = 7(tp) < k existiert. Die einzige
Nebenbedingung des Algorithmus ist 7(t4) = 7(tg) > 1.

Grundsétzlich verhéalt sich Algorithmus 7.5 nun wie Algorithmus 7.3 — mit dem
einzigen Unterschied, dass noch Kreise im Netz vorhanden sind und, wie bereits im
letzten Abschnitt erldutert, die berechneten T-Invarianten vor dem Nachweis schwa-
cher Erreichbarkeit nicht realisierbar sein miissen.

Wir wollen nun zum Vergleich der beiden Algorithmen Netz N6ag von Seite 112
mit Erhaltung der Kreise auf Schicht 0 auf starke Erreichbarkeit untersuchen. Die
Ergebnisse fiir die Schichten N6ag|o bis N6ag|s sind in Tabelle 7.3 zusammengestellt.
Durch die noch vorhandenen Kreise benotigt Algorithmus 7.5 genau eine Schicht mehr
um schwache und starke Erreichbarkeit nachzuweisen: Im kreisfreien Netz N6AB\§f wird
eine Losung 3-7 gefunden, jedoch schalten einige Originaltransitionen auf der untersten
Schicht, die in N6ag|2 nicht feuern sollen und daher hier den Nachweis schwacher
Erreichbarkeit verhindern. Erst mit der néchsten Schicht wird eine entsprechende T-

Invariante gefunden.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
N6ag|o 1602 ta, to, t20, 2-t10, top0, 2-t10, 3505 tajo,

2-t310, ts0, 2-tgjo, 2-t50, B

N6aB|1 1402 ta, ty1, to1s 2-t10, 20, 2-t10, t30, l4)0
2-t310, ts0, 2-tejo, 2-t50, B
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7.3 Entfaltung mit Erhaltung der Kreise auf der untersten Schicht

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)

N6ag|2 1102 ta, i, taj2, 2-ty1, t2)15 C2p1,00 21105 3105 tajo s
2-t310, tsj0, 2-tejos 250, B

N6AB|3 6 3-ta, 3-ty3, t3)3, 2- 143, 6122, 2-13)2, 3-14)2, C3)2,1
12 -typ1, 10 - 31, 7 t5)1, 21 - cq10, 3-tB

N6AB|4 4 2-ta, 2ty toas Copa3s 2+ t1)35 1313, 2+ ty3, 3 - Lo,

3132, taj2, tsj2; L2, 232,15 2~ Cap2,1, 6 Lqj1, 4+ L3y,
4-tsp, 14-cypp, 2-1LB

N6aB|5 2 ta, L5, ta)5s t1ja, toas C114,3, 3 - 13, €33, taj3, €332,
2 - t3)2, 52, 2 - L2, 2 C3p2,15 Caj2,15 2 51, T Cajr0,
tB

Tabelle 7.3: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz Noag

Algorithmus 7.5: NACHWEIS STARKER ERREICHBARKEIT FUR DIE NETZE AUS DIESER AR-
BEIT (MIT KREISEN AUF SCHICHT 0)
Eingabe: N = (S,T,F,W), Naglo, K, h.

Ausgabe: "stark erreichbar" oder "schwach erreichbar" mit nachweisender T—Invariante 7 und

zugehorigem Netz Nap|m

ZF :=7(ta) + 7(tB); » Initialisierung.

cons := {7(ta) = 7(tg) > 1};

for i :=1to |T| do » Zielfunktion generieren.
ZF := ZF + h - #(ty0);

endfor

Nag|n := Naglo; »n:=0

(7, neuer_zfwert) := GLOP(Nag|», ZF — Min, cons); » GLOP fir Lage 0 l6sen.

while (mindestens fiir eine Originaltranstion ;o gilt 7(¢;0) > 0) do
Nap|nt1 := ADD-LAYER(N, Nag|n, K); » ...weitere Schicht (mit Alg. 7.1) hinzufiigen...
(7, neuer_zfwert) := GLOP(Nag|n+1, ZF — Min, cons);
n:=n+1; » Schichtenanzahl hochzahlen.
endwhile
if (neuer_zfwert = 2) then

return ("stark erreichbar", Nag|n, 7);
endif
alter_zfwert := 0; » Notwendige Initialisierung.
while (alter_zfwert # neuer_zfwert) do » Solange Zielfunktionswert fallt...

alter__zfwert := neuer_zfwert;
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7 Losungsansatz 1I: Entfaltung des Netzes in kreisfreie Schichten

Napg|n+1 := ADD-LAYER(N, Nap|n, K); » ...weitere Schicht (mit Alg. 7.1) hinzufigen...
(7, neuer_zfwert) := GLOP(Nap|n+1, ZF — Min, cons); » ...und jeweils das GLOP lésen.
if (neuer_zfwert = 2) then

return ("stark erreichbar", Nag|nt1, 7);

endif
n:=n++1; » Schichtenanzahl hochzahlen.

25 endwhile

26 return ("schwach erreichbar", Nag|n, 7);

7.4 Bewertung des Losungsansatzes

Insgesamt kann dieses Verfahren als sehr elegant bezeichnet werden: Die Entfaltung der

Netze in kreisfreie Schichten ist eine sehr anschauliche Methode, um das mehrmalige

Durchlaufen der verschiedenen Zyklen im Netz und die daraus resultierende Marken-

produktion und -konsumption nachzuverfolgen. Zudem kann die Zustandsgleichung als

hinreichendes Kriterium fiir Erreichbarkeit herangezogen werden. Fiir die Performan-

ce und die optimale Zielfunktion ist ausschlaggebend, wo die Kreise aufgeschnitten

werden und welche Konstante h in die Zielfunktion iibernommen wird:

122

e Grundsétzlich ist es sinnvoll, einen minimalen Kreis nur einmal aufzuschneiden.

Werden mehrere Kanten eines Kreises auf die darunter liegende Schicht umgelei-
tet, so kann zwar immer noch auf jeder Schicht mindestens eine Transition schal-
ten — die erforderlichen Marken werden schliefSlich iiber die Hilfstransitionen
¢; nach unten gereicht —, insgesamt sind aber moglicherweise mehr Schichten
notwendig um schwache bzw. starke Erreichbarkeit nachzuweisen. Wiirde man
beispielsweise die Kante (t1,pg) in Netz B3ag in Abschnitt 8.1.3 aufschneiden,
so kénnte schwache bzw. starke Erreichbarkeit erst nach vier bzw. fiinf Schich-
ten (statt drei und vier) nachgewiesen werden. Genau aus diesem Grund ist es
sinnvoll, nur diejenigen Kanten umzuleiten bzw. aufzuschneiden, durch die die
meisten Kreise verlaufen. Dieses Kriterium wurde darum bereits in Algorithmus
5.4 von Seite 64 berticksichtigt.

Die Wahl des Parameters h fiir die Zielfunktion ist von entscheidender Bedeutung
fiir das korrekte Verhalten des Programms, welches das GLOP l6st: Durch die
Gewichtung sollen in der Losung zuerst die Hilfstransitionen ¢, und ¢/ (im kreis-
freien Netz) bzw. alle Originaltransitionen ¢y (im Netz mit Kreisen auf Schicht

0) nicht mehr auftreten und dann die Schalthdufigkeiten von ¢4 und ¢p mini-
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7 Losungsansatz 1I: Entfaltung des Netzes in kreisfreie Schichten

miert werden. Bei der Festlegung der Konstante i kénnte man beispielsweise das

Produkt aller Kantengewichte des Netzes verwenden.

Ob nun auf der untersten Schicht die Kreise aufgeschnitten oder erhalten bleiben soll-
ten, steht weiterhin zur Diskussion. Der Vorteil eines vollstdndig kreisfreien Netzes ist
jedoch, dass die Losung des GLOP stets eine realisierbare T—Invariante ist, wohinge-
gen beim nicht zyklenfreien Netz bis zum Nachweis der schwachen Erreichbarkeit auch
nicht realisierbare Losungsvektoren berechnet werden koénnen. In vielen Fallen wird
beim vollstdndig zyklenfreien Netz auch mit weniger Schichten starke Erreichbarkeit

nachgewiesen (siehe z. B. Netze B2 und B4 in Kapitel 8).

Der Rechenaufwand bei diesem Verfahren kann sehr schnell sehr grol werden: Es wer-
den viele zusétzliche Schichten benotigt, wenn ein Netz viele Kreise enthélt, die haufig
durchlaufen werden und sich gegenseitig mit Marken versorgen miissen. Wenn das Netz
selbst schon sehr grof3 ist, liegt dem GLOP letztendlich ein Gleichungssystem zugrunde,
das aus Hunderten, wenn nicht Tausenden von Transitionen besteht. Trotzdem kommt
dieses Verfahren aufgrund der Art der Entfaltung in der Regel mit weniger Schich-
ten aus als die in Kapitel 4.2 vorgestellte Methode von Ramachandran und Kamath:
Waiéhrend fiir das Netz N4 auf Seite 41 insgesamt fiinf zusétzliche Schichten bis zum
Nachweis starker Erreichbarkeit bendtigt werden, kommt Lésungsansatz 11 bei diesem
Netz mit einer (ohne Kreise auf Schicht 0) bzw. zwei (mit Kreisen auf Schicht 0) Ebe-
nen aus (vgl. Abschnitt 8.1.2). Der Grund ist naheliegend: Bei Ramachandran/Kamath
wird hinter jeder Transition aufgeschnitten, so dass pro Schicht zwar mindestens eine,

insgesamt aber in der Regel weniger Transitionen schalten kénnen.

Die Korrektheit des Losungsansatzes fiir beliebige Stellen/Transitions—Netze, in denen
schwache Erreichbarkeit gegeben ist, ist zum einen von der Korrektheit des Abbruch-
kriteriums, zum anderen von der richtigen Wahl der Konstante A und der Korrektheit
des Algorithmus, der das GLOP 16st, abhéngig. Ein Algorithmus, der fiir ein gegebe-
nes GLOP nicht die optimale Losung findet, ist unbrauchbar, da gerade bei diesem
Losungsansatz die sehr spezifische Zielfunktion mit ihrem aussagekréftigen Zielfunkti-
onswert das Abbruchkriterium darstellt. Fir alle in dieser Arbeit diskutierten Beispie-
le haben das Programmpaket von Gensty [Gen05] und das frei verfiighare Programm
Ip__solve [BEN11] korrekte Ergebnisse geliefert, wodurch das hier verwendete Abbruch-
kriterium tiberhaupt erst gefunden wurde. Anwendungsbeispiele fiir den Nachweis star-
ker und schwacher Erreichbarkeit auf Basis dieses Losungsansatzes enthélt das nachste
Kapitel.
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8 Losungsansatz II:

Anwendungsbeispiele

Fiir den in Kapitel 7 vorgestellten Losungsansatz I1 bietet dieses Kapitel insgesamt sie-
ben ausfiihrliche Anwendungsbeispiele, die in vier fiir starke (Abschnitt 8.1) und drei
fir schwache Erreichbarkeit (Abschnitt 8.2) unterteilt sind. In allen Beispielnetzen ist
gemif der Voraussetzung schwache Erreichbarkeit gegeben. Einige Netze wurden be-
reits in vorherigen Kapiteln zur Erlduterung verschiedener Sacheverhalte verwendet.
Fiir eine einheitliche Bezeichnung der i Beispiele dieses Kapitels wurden sie jedoch in
Bi umbenannt. Einfache Stellen sind in diesen Netzen nur noch vorhanden, wenn sie
nicht reduziert werden konnten oder — falls sie durch eine Kante mit ¢4 oder tg ver-
bunden sind — durften. Die T-Invarianten wurden mit den Algorithmen von Silva und
Martinez [MS82, CS91] bzw. Contejean/Devie [CD94] ermittelt. Fiir die Berechnung
der T-Invarianten der in Schichten entfalteten Netze wurde das Mathematica-Paket

IntegerProgramming von Michael Gensty [Gen05] verwendet.

8.1 Beispiele fiir starke Erreichbarkeit

Alle in diesem Abschnitt behandelten Beispiele B1 bis B4 tauchen bereits in vorherigen
Kapiteln der Arbeit auf.

B1l: Dieses Netz wurde erstmalig auf Seite 9 abgebildet und in Kapitel 7 auf starke

Erreichbarkeit untersucht.

B2: Das Netz wurde z. B. in Kapitel 4.2 zur anschaulichen Beschreibung des Verfah-

rens von Ramachandran herangezogen.

B3: Hierbei handelt es sich um die um einfache Stellen reduzierte Variante eines
Netzes aus [Kos08] und wurde zur Erlduterung von Kostins Verfahren (Abschnitt

4.1) sowie als Beispiel in Kapitel 5.5 verwendet.

B4: Dieses Netz stammt ebenfalls aus der Veréffentlichung von Kostin [Kos08], wurde
bereits um einfache Stellen reduziert und bei der Beschreibung des Losungsan-

satzes I in Kapitel 6 zur Erlduterung einiger Sachverhalte herangezogen.
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8 Lésungsansatz 1I: Anwendungsbeispiele

8.1.1 Netz Bl

Das in Abbildung 8.1 dargestellte Netz besitzt die minimalen T—Invarianten:

[t ta ta tp

il2 1 0 1
7210 1 2 1

Da noch keine T-Invariante 7 mit 7(t4) = #(tp) = 1 existiert, wird durch eine zusitz-

D1
2

[to [~ %]

D2

Abbildung 8.1: Netz Blag
liche Stelle po, die t4 mit tp verbindet, eine gleiche Schalthdufigkeit von t4 und tp
erzwungen. Die einzige T—Invariante dieses erweiterten Netzes Blagc ist

[t t2 ta tB
F\1 1 1 1

und entspricht der Linearkombination % Sl % -2, Die Netzdarstellung von 7 hat

weder Deadlocks noch Traps; damit ist schwache Erreichbarkeit nachgewiesen.

Ermitteln der minimalen Kreise
Im néchsten Schritt wird mit Algorithmus 5.3 (vgl. S. 62) der erweiterte Synchronisa-
tionsgraph zu Blag (Abbildung 8.2) erzeugt und dessen S-Invarianten berechnet. Die

einzige S—Invariante

‘plqA Pia1 P12 P1>B P12 P2
o 0o 2 0o 1 0

dieses erweiterten Synchronisationsgraphen beschreibt den einzigen minimalen Kreis,

die Schlinge p; — to — p1 in Blpag. Algorithmus 5.4 (vgl. S. 64) berechnet auf Basis
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8.1 Beispiele fiir starke Erreichbarkeit

der S—Invariante und der Haufigkeitstabelle

P1«A Pil«al P12 PisB Pix2 D2
it 0 0 2 0 1 0

KHp)| 0 0 1 — — 0

die Liste K = {piw}, die die aufzuschneidende Kante (t2,p1) in Blag représentiert.

Mit dieser Information kann mit der Schichtenbildung begonnen werden.

Abbildung 8.2: Erweiterter Synchronisationsgraph zu Netz Blag

Nachweis starker Erreichbarkeit im kreisfreien Netz

Die Kante (t2,p1) wird auf Schicht 0 durch Hilfstransitionen t,; und ¢5, sowie eine
Stelle s9 1 ersetzt. Dieses transformierte Netz Blag |8f bildet zusammen mit Originalnetz
Bl, K = {pie} und einer geeigneten Konstante h fiir die Constraints im linearen
Programm die Eingabe fiir Algorithmus 7.3 von Seite 115. Als ausreichend hat sich
die Konstante h = 100 erwiesen. In Algorithmus 7.3 werden folgende Zielfunktion und

Nebenbedingungen erzeugt:

ZF: 100 - 7(th) + 100 - 7(ty 1) + 7(t4) + 7(tp) — Min
cons: {7(ta) = 7(tp) > 1,7(ty1) = 7(t51)}

Zunichst berechnet GLOP eine Losung fiir B1ag|S|, in der die Hilfstransitionen #} ; und
t4 1 noch schalten. Der Zielfunktionswert neuer_zfwert betragt 202. Danach wird mit
der Schichtenbildung begonnen und fiir das neu erzeugte Netz BlAB\‘if nach einer Lo-
sung gesucht. Dieses Mal ist bereits starke Erreichbarkeit nachweisbar: neuer_zfwert =
2, d.h. t4 und tp schalten je einmal und die Hilfstransitionen ¢, und ¢, werden
nicht mehr bendtigt. In Tabelle 8.1 sind die Schaltsequenzen fiir die berechneten T—
Invarianten mit zugehorigen Zielfunktionswerten abgebildet. Die starke bzw. schwache

Erreichbarkeit nachweisenden Schaltsequenzen sind ins Originalnetz Blag Ubertragbar,
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8 Lésungsansatz 1I: Anwendungsbeispiele

indem man alle Hilfstransitionen ¢; und fiir jede Transition ¢;,, die Angabe ,,,“ der

jln
jeweiligen Schicht ignoriert. Im Fall BlAB\if wére also ta t1 totg die passende Schalt-

sequenz.
Schicht 1 : Schicht 0
ta ti t1jo te
D11 C1)1,0—{ P1jo e i
2 2
- k-
C2|1,0
Abbildung 8.3: Netz BlABﬁf
Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
BlAB’Bf 202 ta, tl|07 t2\07 t/21 ) tl2/1 , IB
BlaglSf 2 LA, i1, to1, 210, tB

Tabelle 8.1: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz BlCAfB

Nachweis starker Erreichbarkeit mit Kreisen auf Schicht 0

Da die Kante (t2,p1) in diesem Fall auf Schicht 0 erhalten bleiben soll, wird zunéchst
nichts im Netz ersetzt. Blag|o bildet zusammen mit B1l, K = {p;42} und der gleichen
Konstante h = 100 die Eingabe fiir Algorithmus 7.5 von Seite 121. In der Zielfunk-
tion sind die Schalthéufigkeiten aller Originaltransitionen auf der untersten Schicht,
d.h. ;9 und t)9, sowie t4 und {p zu minimieren. Es werden nun Zielfunktion und

Nebenbedingungen erzeugt:

cons: {7(ta) =7(tp) > 1}

GLOP ermittelt eine Losung fiir Blaglo, in der alle Transitionen auf der untersten
Schicht schalten. Der Zielfunktionswert neuer_zfwert ist 202. Danach wird eine Schicht

hinzugefiigt und fiir das neue Netz Blag|1 nach einer Losung gesucht. Dieses Mal ist wie
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8.1 Beispiele fiir starke Erreichbarkeit

im kreisfreien Netz bereits starke Erreichbarkeit nachweisbar: neuer_zfwert = 2, d.h. 4
und ¢ 5 schalten je einmal und auf der untersten Schicht feuert keine Originaltransition.
In Tabelle 8.2 sind alle Ergebnisse abgebildet.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
Blaglo 202 ta, tijo, too, tB
Blagl1 2 ta , ty1, to1, o100 B

Tabelle 8.2: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz Blag mit Kreisen auf
Schicht 0

Schicht 1 : Schicht 0

ta ti1 t1jo tB

Pin C1]1,0 H<—
2 J 2
‘— t2|1 <— tz‘o

C2|1,0

Abbildung 8.4: Netz Blag|y
8.1.2 Netz B2
|
c@o@zEn

Abbildung 8.5: Netz B2ap
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8 Lésungsansatz 1I: Anwendungsbeispiele

Das in Abbildung 8.5 dargestellte Netz besitzt zehn minimale T-Invarianten:

ta tp ti ta t3 ta ty tg
L1 1 2 0 2 0 2 0 <«
7214 1 0 4 2 0 2 0
=10 1 1 0 1 1 2 0
710 5 0 4 2 8 10 0
@ 3 2 6 0 4 0 0 4
716 1 0 6 2 0 0 2
10 2 3 01 3 0 4
@11 1 0 2 0 2 0 2 <«
10 1 0 1 0 2 1 1
7010 3 2 2 0 6 0 6

Keine Netzdarstellung einer geeigneten T-Invariante, in der ¢4 und tp nur einmal
schalten, ist frei von Deadlocks und Traps. B2ag wird um die zusétzliche Stelle po

erweitert; B2agc besitzt die folgenden T—Invarianten:

ta tp t1 ta 13 ts t5 g
Al 1 2 0 2 0 2 0 <«
A1 1 0 2 0 2 0 2 <«
7215 5 0 8 4 6 10 0
Al2 2 5 0 3 1 0 4

Nach wie vor ist keine passende T-Invariante gefunden, die schwache Erreichbarkeit
nachweist. Fiir das um pc erweiterte Netz werden nun spezielle Generatoren ¢ des
IN-Erzeugendensystems (Bedingung: 7(t4) = 7(tp) < 1) ermittelt. Die Vektoren
sind:
[ta tp t ta t3 ts ts tg

PRl 1 1 2 0

gl 11 1 1 1 1 1 «

il 1 0 2 0 2 0 2

T-Invariante 7%, die Linearkombination % RIS % - 7% der minimalen T-Invarianten
von B2ag, erfiillt schliefllich die Bedingung der Deadlock- und Trapfreiheit und weist

schwache Erreichbarkeit nach.

Ermitteln der minimalen Kreise
Nun wird mit Algorithmus 5.3 der erweiterte Synchronisationsgraph zu B2ag (Abbil-

dung 8.6) konstruiert und dessen S—Invarianten berechnet. Sie beschreiben die Kreise:
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8.1 Beispiele fiir starke Erreichbarkeit

p1 =t = p2—la—p1
p1—ta = p2—>la—pr
P2 = t3 — p3 — t5 — p2
D2 =>4 = p3 =15 = P2

Die Haufigkeitstabelle K H fiir die vier S—Invarianten lautet:

P14A D1<4 P11 P12 P2<5 P24l P2<2 P23 P24 P3<3 P3<4 P35 P36 P4<s P4<6 P4s-B
il o 2 2 o0 o0 1 0 o0 2 O 0 0 o0 0 o0 o0
i2 o 2 o0 1 0 O 2 O 2 O 0 0 O 0 o0 o0
i3 o o o o 3 0 o0 1T 0 3 0 3 0 0 o0 o0
i4 o o0 0o o 1 o0 O O 1 O 1 1 O O 0 O
KH@p|o 2 - - 2 1 1 -1 1 — — 0 0 -

Der maximale Wert der Haufigkeitstabelle betragt 2 und kommt zweimal vor. Die ers-
te zugehorige Stelle, hier piqq, wird in K iibernommen. Anschlielend wird piqq im
erweiterten Synchronisationsgraphen geléscht und dessen S-Invarianten mit Haufig-

keitstabelle erneut berechnet:

P1<A P11l P12 P2<5 P2«l P22 P23 P24 P33 P3<4 P35 P36 P4«s P4<6 P4sB
it 0 o o 3 o o0 1 o 3 0 3 0 0 o0 0
i2 0 o o 1 o0 O o0 1 o0 1 1 0 0 O 0

KHplo - - 2 0 0 — — 1 1 — — 0 0 -

Der nun einzige maximale Wert ist Stelle pogs zugeordnet. Damit wird K ergéinzt zu
K = {p1w, p2<s }. Wird pags nun im erweiterten Synchronisationsgraphen geléscht, hat
dieser keine S—Invarianten mehr. Damit beschreibt die Liste K also die aufzuschneiden-

den Kanten (t4,p1) und (t5,p2) in B2ag. Nun wird mit der Schichtenbildung begonnen.

Abbildung 8.6: Erweiterter Synchronisationsgraph zu Netz B2ag
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8 Lésungsansatz 1I: Anwendungsbeispiele

Nachweis starker Erreichbarkeit im kreisfreien Netz

Die Kanten (t4,p1) und (¢5,p2) werden auf Schicht 0 durch Hilfstransitionen ¢t} ;, ¢} 1,
tk o, th o sowie Stellen s41 und s5o ersetzt. Das transformierte Netz B2AB|8f, B2, K =
{p1a4,p2<5} und die Konstante h = 100 werden Algorithmus 7.3 iibergeben. Dieser
konstruiert folgende Zielfunktion und Nebenbedingungen:

cons: {7(ta) = 7(tp) > 1,7ty 1) = 7(t] 1), 7(t52) = 7(t52)}

Zuniichst berechnet GLOP eine Losung fiir B2ag|S', in der die Hilfstransitionen ¢, ; und
t 1 noch schalten, t4 und tp je zweimal feuern und der Zielfunktionswert neuer_zfwert
damit 204 betragt. Danach wird mit der Schichtenbildung begonnen und bereits im
nichsten Schritt fir B2AB\‘if starke Erreichbarkeit nachgewiesen: neuer_zfwert = 2. In
Tabelle 8.3 sind die Schaltsequenzen fiir die beiden T—Invarianten mit zugehorigen

Zielfunktionswerten abgebildet.

ti1 t3)1 ts)1

OO ENOVSD
ta P11 ) P21 P31 DPaj1
el 7 7

ta1 ta1 te)1

Schicht 1

C11,0 C4]1,0

t5.o ‘—@

tsio

\ )
P1jo ) DPsjo @—» tp
/'
t210 tajo ts|0

Abbildung 8.7: Netz B2xg|Sf

Schicht 0
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8.1 Beispiele fiir starke Erreichbarkeit

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
B2AB|8f 204 2 tA 5 4. t1|0, t4|0, tﬁll 5 tZl , t1|0, 3 t3|0, 4. t6|07
2-tp
B2ag/§f 2 ta s o1, a1, ts)1, C41,05 L1jos t3)0s tejo, tB

Tabelle 8.3: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz B24g

Nachweis starker Erreichbarkeit mit Kreisen auf Schicht 0
Netz B2ag|o bildet zusammen mit B2, K = {pia, p2es} und Konstante h = 100 die
Eingabe fiir Algorithmus 7.5. Es werden nun Zielfunktion und Nebenbedingungen er-

zeugt:

ZF: 100 - 7(tyj0) + 100 - 7(typ0) + 100 - 7(tsp0) + 100 - 7(t4p0) + 100 - 7(t5p0)
+100 - 7(tg)o) + 7(ta) + 7(tp) — Min
cons: {7(ta) =7(tg) > 1}

Fiir B2ag werden bis zum Nachweis der starken Erreichbarkeit insgesamt zwei zusétz-
liche Schichten benétigt. Der Zielfunktionswert sinkt, bis letztendlich in B2agl|2 die
leere Markierung ohne Schalten einer Transition der untersten Schicht (bis auf tp)
reproduziert wird. In Tabelle 8.4 sind die Ergebnisse abgebildet. Die Schaltfolgen fiir
B2ag|o und B2ag|; sind nicht realisierbar, was auf die Kreise der untersten Schicht zu-
riickzufithren ist: In B2ag|1 konnen beispielsweise alle Transitionen bis zu t3)0 schalten.
Die Transitionen 319 und t5) liegen auf einem Kreis. Das Fehlen der Marke fiir 30,

die 5/ fiir sie produzieren miisste, wird aufgrund dieses Kreises nicht bemerkt.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)

B2aglo 602 ta, 2-tyo, 2-tyo, 2-tgo, tp (nicht realisier-
bar)

B2ag|1 202 ta, 2-ti, t3)1, ts)1, t2)1,05 Caj1,05 t3)0, tsj0, tB (nicht
realisierbar)

B2ag|2 2 ta, to2, Ly, tsj2, Caj2,1s taj1s t3)1, Lej1s 2+ Caj1,00 B

Tabelle 8.4: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz B2ag mit Kreisen auf
Schicht 0
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Schicht 2

Schicht 1

Schicht 1

Schicht 0

ta

Pa|2

6

C4)2,1

C4/1,0

7

t1)2 t3)2 t5)2
2 3
2 \ \

o P12 ) P2|2 P32
ta)2 ta)2 6|2

C112,1 Co| 2,1
ti1 ts)1

NS

SENCEN:
to)1 ta1 te)1

C1]1,0 1,0
t1jo , t3j0 ts)0
tajo tajo telo

Abbildung 8.8: Netz B2ag|>

tp




8.1 Beispiele fiir starke Erreichbarkeit

8.1.3 Netz B3

Abbildung 8.9: Netz B3ag

Das Netz in Abbildung 8.9 hat folgende drei minimale T—Invarianten, deren Summe

eine schwache Erreichbarkeit nachweisende Linearkombination ist:

t1 t3 tyg teg tr tg ta tB
1 1 0 1 O 0 O

7110
7211 0 0 1 1 0 0 0
10 0 0 0 0 1 1 1

z
DESSMSE

3>4

Abbildung 8.10: Erweiterter Synchronisationsgraph zu Netz B3ag
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8 Lésungsansatz 1I: Anwendungsbeispiele

Ermitteln der minimalen Kreise
In Abbildung 8.10 ist der zugehorige erweiterte Synchronisationsgraph dargestellt. Die-

ser besitzt die folgenden insgesamt neun S—Invarianten:

p 9 1«A1p31p11<971pB3<33>13<13p454915p45<45066076<16<946<996>9
il 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1
i2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
i3 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
it 0 O 1 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0
i’ 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
i6 0 0 0 2 2 0 0 0 0 0 2 1 0 0 2 0 2 0 0
i 0 O 0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 1 0 0
i8 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
i9 0 0 2 0 2 0 2 2 0 0 2 1 0 0 2 0 2 0 0
KHplo o - - 6 - 3 - 2 - 2 — 1 - - 2 4 1 -

Alle aufzuschneidenden Kanten wurden bereits in Abschnitt 5.5.2 ab Seite 64 ermit-
telt. Algorithmus 5.4 findet zunéichst drei Schlingen beschreibende Kreise in den S—
Invarianten i ! bis i3 und P69, P54 Und p3q1 werden in K iibernommen. Nach Loschung

der Stellen verbleiben die folgenden S—Invarianten mit aktualisierter Haufigkeitstabelle:

p 9 1«A1p31pr11471>B3<933pr13p454915045066>764916<146>9
il 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 0
i2 0 O 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0
i3 0 0 0 2 2 0 0 0 0 2 1 0 2 0 2 0
it 0 O 1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 0
id 0 O 2 0 2 0 2 2 0 2 1 0 2 0 2 0
KHplo o - - 5 - 3 - - 2 — — — 2 3 -

Der maximale Wert in K H steht an Stelle pi147. Nach der Loschung dieser Stelle ist
der erweiterte Synchronisationsgraph kreisfrei. Damit ist K = {pg«9, P54, P31, P17}
und repréasentiert die in B3ag aufzuschneidenden Kanten (tg, ps), (t4,p5), (t1,p3) und

(t7,p1). Nun kann auf starke Erreichbarkeit untersucht werden.

Nachweis starker Erreichbarkeit im kreisfreien Netz
Die vier Kanten werden auf Schicht 0 durch acht Hilfstransitionen sowie vier Stellen er-
setzt. Algorithmus 7.3 erhélt das nun kreisfreie Netz B3AB|8f, B3, K und die Konstante

h als Eingabe. Zunéchst werden Zielfunktion und Nebenbedingungen konstruiert:

ZF: 100 - 7(tyg) + 100 - 7(tg ¢) + 100 - #(ty 5) + 100 - 7(t] 5)
+100 - 7(t} 3) + 100 - #(¢] 5) + 100 - 7(¢ ;) + 100 - #(¢5 ;) + 7(ta) + 7(t) — Min
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8.1 Beispiele fiir starke Erreichbarkeit

cons: {7(ta) = 7(tp) = 1,7ty ¢) = 7(tge), (th5) = 7(t15), 71 3) = 7(t13),
/

GLOP ermittelt danach eine Lésung fiir B3ag|S|, in der die Hilfstransitionen #} 5 und
tg ¢ schalten, was einem Zielfunktionswert von 202 entspricht. Der Wert &ndert sich
erst mit der dritten zusétzlichen Schicht, wenn schwache Erreichbarkeit nachgewiesen
wird. Nun muss beobachtet werden, ob sich die Schalthadufigkeiten von ¢4 und ¢ noch
reduzieren lassen, d.h. der Zielfunktionswert nun streng monoton féllt. In der Tat ist
dies mit einer weiteren Schicht der Fall: In B3A|3|f{f schalten beide Transitionen nur
einmal und starke Erreichbarkeit ist bewiesen. In Tabelle 8.5 sind die Schaltsequenzen

mit zugehorigen Zielfunktionswerten abgebildet.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)

B3asl5 202 ta, tgg, tojo, tog, tB

B3as|S 202 ta,2-cipno, tog, tops toe, tB

B3as|S' 202 ta,2-cia1, 2 Cir0, toe s oo, toe s B

B3agl§ 4 2-ta, 2133, 2 ty3, tgj3, 2 C5)3,2, C9|3,2 taj2, L7J2,
loj2; €3)2,15 2+ Co|2,15 Laj1, 3+ E7|15 C1y1,05 2+ Coj1,05 2+ Loj0>
2-tp

B3agl 2 LA s t3145 L1145 7145 C5)a,35 T1)35 27 C513,2, C6)3,25 Ta)2: Toj2s

Coj2,15 2 - tg|15 2 7)1, Coj1,0, tB

Tabelle 8.5: Lisungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz B35

Nachweis starker Erreichbarkeit mit Kreisen auf Schicht 0
Netz B3aglo bildet zusammen mit B3, K und Konstante h = 100 die Eingabe fiir
Algorithmus 7.5. Es werden folgende Zielfunktion und Nebenbedingungen erzeugt:

ZF: 100 - 7(tyj0) + 100 - 7(tp0) + 100 - 7(t410) + 100 - 7(tgp0) + 100 - 7(t7p0)
+100 - 7(tg|o) + 7(ta) + 7(tp) — Min
cons: {7(ta) =7(tg) > 1}

Da fiir B3ag|o keine schwache Erreichbarkeit nachweisbar war, fiigt der Algorithmus
zunéchst drei zusatzliche Schichten hinzu und berechnet T-Invarianten und Zielfunkti-
onswerte der erweiterten Netze. Der Zielfunktionswert dndert sich zundchst nicht und
bleibt konstant auf 102 stehen. Die Lésung, die in diesen Féllen einen minimalen Wert

liefert, entspricht mit dem Schalten von ¢4, tgjo und ¢{p einer minimalen T-Invariante
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Abbildung 8.11: Netz B3ag|§
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des Originalnetzes B3ag (vgl. 72 auf S. 135), die nicht realisierbar ist. Erst mit der
vierten zusétzlichen Schicht wird in B3ag|s eine T-Invariante gefunden, deren Netz-
darstellung kreisfrei ist und die sofort starke Erreichbarkeit nachweist.

Die T-Invariante, die in B3AB\§‘C den Nachweis fiir schwache Erreichbarkeit lieferte,
wurde in B3ag|3 nicht gefunden, da t6)0 zweimal schalten und damit zu einem Ziel-
funktionswert 2 - (100 - tgg +t4 +tp) = 204 > 102 gefiihrt hitte. Dass diese Losung
tatséchlich realisierbar wéire und zudem eine kreisfreie Netzdarstellung gehabt hatte,
wird aufgrund der Gestalt der Zielfunktion (Originaltransitionen auf der untersten
Schicht sollen so selten wie moglich schalten) nicht erkannt. Die Ausgaben des Algo-

rithmus fiir jede Schicht sind in Tabelle 8.6 zusammengestellt.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)

B3aglo 102 ta, too, tp (nicht realisierbar)

B3as|1 102 ta,2-cyi0, tojo, tp (nicht realisierbar)

B3as|2 102 ta, 2 cig1, 2 10, topo, tp (nicht realisierbar)

B3as|3 102 ta, 2-cy32 2 ¢z, 2 Cipp, too, tp (nicht
realisierbar)

B3aBl4 2 LA s t3145 L1145 17145 C5)a,35 T1)35 27 C513,2, C6)3,25 T4)25 Toj2s

Coj2,1, 2 - tg|1, 2 - 7)1, Coj1,0, tB

Tabelle 8.6: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz B3ag mit Kreisen auf
Schicht 0

8.1.4 Netz B4

Bei B4ag handelt es sich um ein (leicht vereinfachtes) Netz aus [Kos08], das bereits
in Kapitel 6 vorgestellt wurde. Geméafl Algorithmus 5.1 von Seite 50 wird das Netz

zundchst um po zu B4agc erweitert und dessen minimale T—Invarianten berechnet:

ti | ta | ts | ta | ts | te | t7 | ts | to | ta|tn
Frlfololoflolo|lo|o|O|1|1]|1
72121211 ]l0|3l0|l0|lO|lO|0O]|O
7 10l0l0ofl0|3|1]l0|2/0/01]0
l1l112(3l0l0ol0|O|lO|0O]|O
@ 10[0|3[6[0|1[0]2]0|0]0
F6l21211]0]0|1[2]0]0|0]0
F7lololo|lo|lo|l1|1|1/0/0/|O
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Abbildung 8.12: Netz B3ag|s
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Abbildung 8.13: Netz B4ag

Da die Netzdarstellung von 7! allein nicht frei von Deadlocks und Traps ist, miissen
Vektoren addiert werden. Die Summe 7! 4 72 4 73 der ersten drei minimalen T—
Invarianten bildet eine Linearkombination, in der ¢t 4 und ¢ genau einmal schalten und
deren Netzdarstellung keine Deadlocks und Traps enthélt. Schwache Erreichbarkeit ist

damit nachgewiesen.

Ermitteln der minimalen Kreise

Der zu B4pg gehorende erweiterte Synchronisationsgraph ist in Abbildung 8.14 dar-

¥

Abbildung 8.14: Erweiterter Synchronisationsgraph zu Netz B4ag

gestellt. Er besitzt sechs minimale S—Invarianten. Bevor die Haufigkeitstabelle genauer
betrachtet wird, findet Algorithmus 5.4 zwei Schlingen beschreibende Kreise in den S—
Invarianten i ! und P, P3q9 und pyq9 werden somit in K iibernommen und entsprechen

den aufzuschneidenden Kanten (tg, p3) und (tg, pa).
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Nach Loschung dieser zwei Stellen im erweiterten Synchronisationsgraphen verbleiben

folgende S-Invarianten mit aktualisierter Haufigkeitstabelle:

1411<9A1>pB1>22<22<82p32>52>63<33p>13043>94164>84>94>7 ps

il 2 0 0 2 1 0 2 0 o0 1 2 0 0 o0 0 o0 0 0
i2 0 0 0 0 o 2 0 0 2 0 0 o0 0 3 6 0 0 0
KHpl1 o - - 1 1 - - - 1 - — — 1 - — =0

Der maximale Wert in K H ist 1 und kommt mehrmals vor. Es wird darum die ers-
te Stelle p mit KH(p) = 1 in K ibernommen; in diesem Fall also pjq. Nach der
Loschung dieser Stelle besitzt der erweiterte Synchronisationsgraph noch genau eine

S—Invariante:

14A1>B1r22<922<82>32>52r63<933>13043>944964>84>94>7 ps
it 0 0 0 0 2 0 0 2 0 0 0 0 3 6 0 0 O

KHpl o - - 0 1 - - - 0 - - — 1 — — — 0

Die letzte zu 16schende Stelle ist erneut die erste Stelle mit maximaler Auftrittshiufig-

keit, hier paqg. Damit erhélt man insgesamt K = (psq9, Pa«g, P11, P2<s), Was den Kanten

(t97p3)? (t97p4)’ (tlupl) und (tS»p2) entspricht.

Nachweis starker Erreichbarkeit im kreisfreien Netz

Die vier aufzuschneidenden Kanten werden nun zunéchst auf Schicht 0 durch insge-
samt acht Hilfstransitionen sowie vier Stellen ersetzt. Algorithmus 7.3 erwartet als
Eingabe die Netze B4AB]8f und B4 sowie K und die Konstante h. Zielfunktion und

Nebenbedingungen werden konstruiert:

ZF: 100 - 7(ty 3) + 100 - 7(tg 5) + 100 - 7#(t§ 4) + 100 - 7(tg 4)
+100 - 7(t} ;) + 100 - #(¢] 1) + 100 - 7(t5 5) + 100 - 7(tg o) + 7(ta) + 7(tp) — Min
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cons: {7(ta) = 7(tp) = 1,7ty ) = F(tg3), 7ty.4) = 7ltg4), 7(t11) = 7(t1),
/

pl\j > t2\2 2 —@i t6|2 ; Pa2 t7‘2

ta)2 t3)2 t5)2 ts|2 )
2
3
t1)2 3|2 > to)2 > D52
Schicht 2 | l
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Abbildung 8.15: Netz B4ag|sf
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GLOP ermittelt danach eine Lésung fiir B4ag|§f, in der insgesamt vier Hilfstransitionen
schalten, was einem Zielfunktionswert von 402 entspricht. Dieser Wert dndert sich erst
mit der dritten Schicht, wobei sofort starke Erreichbarkeit nachgewiesen wird. Tabelle

8.7 fasst die Ergebnisse zusammen.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
B4ag|§ 402 ta, tos, toy,tojo, tos, toa, tB
B4ag|§ 402 ta, ciio, o3, toa, tojo, to3, toa, tB
B4agl|S 2 ta, to, 32, tsj2, 2 - tyj2, 2 to1, 31, tej1, toj1s 1)1,

C5)1,05 t4)0) 2 70, tB

Tabelle 8.7: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz B4y

Nachweis starker Erreichbarkeit mit Kreisen auf Schicht 0
Netz Bédaglo wird zusammen mit B4, K und Konstante h = 100 Algorithmus 7.5

iibergeben. Zunéchst werden folgende Zielfunktion und Nebenbedingungen erzeugt:

ZF: 100 - #(ty0) + 100 - #(ty0) + 100 - (ts)0) + 100 - #(tgp0) + 100 - #(t5)0)
cons: {7(ta) =7(tg) > 1}

Fiir die Netze B4ag|o bis B4ag|2 ist keine schwache Erreichbarkeit nachweisbar und der
Zielfunktionswert andert sich nicht. Die ermittelten T—Invarianten sind nicht realisier-
bar. Mit der dritten Schicht wird eine starke Erreichbarkeit nachweisende T-Invariante

gefunden. Die Ausgaben des Algorithmus sind in Tabelle 8.8 abgebildet.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)

B4aglo 102 ta, too, tp (nicht realisierbar)

Bé4ag|1 102 ta, ciji0, too, tp (nicht realisierbar)

B4ag|> 102 ta ) oo, 2-Coa1s tafrs tapts o1 taj1, tojo » tp (nicht
realisierbar)

B4ag|3 2 LA, log3, t3)3, L1j3, C2j3,25 €3]3,25 l2j2, tej2s loj2, Cs)2,1,

115 2 t715 G510, tB

Tabelle 8.8: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz B4ag mit Kreisen auf
Schicht 0
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Abbildung 8.16: Netz B4ag|s
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8.2 Beispiele fiir schwache Erreichbarkeit

Zum besseren Vergleich mit den Beispielen aus dem vorherigen Abschnitt handelt es
sich bei den Netzen in diesem Kapitel um geringfiigig verdnderte Kopien der Netze B1,
B3 und B4:

B5: Dieses Netz wurde in Kapitel 7 zur Erklarung des Losungsansatzes fiir schwach

erreichbare Falle verwendet.

B6: Das Netz Bbag unterscheidet sich von Netz B3ag nur durch eine andere, durch

t4 und tp reprisentierte, Start- und Zielmarkierung.

B7: Hierbei handelt es sich um eine Kopie des Netzes B4, in der lediglich das Gewicht

der Kante (p1,t2) verdandert wurde.

Insbesondere in den Netzen B6ag und B7ag wurden folglich nur Kantengewichte ver-
andert, so dass die Listen der aufzuschneidenden Kanten den jeweils ermittelten Listen
fir die Netze B3ag und B4ag aus dem vorherigen Abschnitt entsprechen, da die mi-
nimalen Kreise im Netz identisch sind. Die einzelnen Rechenschritte sind aus diesem

Grund nicht erneut aufgefiihrt.

8.2.1 Netz Bb

Abbildung 8.17: Netz B5ag

Das Netz in Abbildung 8.17 besitzt die minimale T—Invariante:

[t ta ta tp
Pl

Die Netzdarstellung von 7 hat keine Deadlocks und Traps und schwache Erreichbarkeit

ist damit nachgewiesen.
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Ermitteln der minimalen Kreise
Im néchsten Schritt wird mit Algorithmus 5.3 der erweiterte Synchronisationsgraph zu
B5ag, dargestellt in Abbildung 8.18, erzeugt und dessen S—Invarianten berechnet. Das

Netz besitzt genau eine S—Invariante:

‘plqA Pi<a P1>B Pix4 P2
o 1 0 1 0

Sie beschreibt den einzigen minimalen Kreis, die Schlinge py — t4 — p1 in B5ag. Al-
gorithmus 5.4 ermittelt fiir diese Schlinge K = {p144} und damit die aufzuschneidende
Kante (t4,p1). Ohne die Stelle pjq4 ist der erweiterte Synchronisationsgraph kreisfrei

und es kann mit der Schichtenbildung begonnen werden.

Abbildung 8.18: Erweiterter Synchronisationsgraph zu Netz B5ag

Nachweis schwacher Erreichbarkeit im kreisfreien Netz

Durch Hilfstransitionen ¢} ; und ¢, sowie eine Stelle s4 wird die Kante (¢4, p1) auf
Schicht 0 ersetzt. Das transformierte Netz BSAB|8f bildet zusammen mit Netz B5, K =
{p1aa} und h = 100 die Eingabe fiir Algorithmus 7.3 von Seite 115. Es werden zunéchst

folgende Zielfunktion und Nebenbedingungen erzeugt:

ZF: 100 - 7(t, ) + 100 - #(¢! ) + #(ta) + 7(t5) — Min
cons: {7"(ta) = (tp) > 1,7t} 1) = 7(t]1)}

GLOP berechnet eine Losung fiir B5ag|§f, in der die Hilfstransitionen #; und ¢/,
noch schalten. Der Zielfunktionswert neuer_zfwert betrégt 202. Danach wird mit der
Schichtenbildung begonnen und fiir das neu erzeugte Netz I35A|3|f{f das gleiche Ergebnis
erzielt. Nach Hinzufiigen der zweiten Schicht ist in Netz BSAB|§f schwache Erreichbar-

keit nachgewiesen: keine Hilfstransition schaltet und ¢4 und tp feuern je zweimal mit
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neuer_zfwert = 4. Nun muss, wenn starke Erreichbarkeit vorliegen soll, durch eine wei-
tere Schicht auch ein geringerer Zielfunktionswert erzielt werden, da das Netz durch
die zusatzliche Ebene den erneuten Durchlauf eines Kreises ,dazugewinnt“ und damit
die Chance hat, Marken selbst zu produzieren. Jedoch ist dies fur BSAB\?c nicht der
Fall: Die realisierbare T—Invariante enthélt nach wie vor zweimaliges Schalten von ¢4
und tp. Eine zusétzliche Schicht war also nutzlos, da keine weiteren Marken ohne Hilfe
von t 4 erzeugt werden konnen. Es liegt also keine starke Erreichbarkeit vor. In Tabelle

8.9 sind die Ergebnisse zusammengefasst.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
B5ag/S 202 ta, thy, tao, thy, tB
B5agSf 202 ta, ciios 4y, tap, th1, tB
B5as/S 4 2-ta, ty2, Cop2,1, ta1, 2 Cop10, 2-1B
B5ag|§ 4 2-tA, ty3, C23,2, taj2, 2 Co2,15 2+ C1j1,0, 2 C2)1,05
2-tp

Tabelle 8.9: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz B54g

Schicht 2 Schicht 1 Schicht 0
ta > tB
i J
P1j2 C1)2,1—=( P11 c1j1,0f—(P1jo oo ¢, th1

2 2 2
2
2 2 2
@ t4‘2 @ t4‘1 p2|0 t4|0 @

C2|2,1 C2|1,0

Abbildung 8.19: Netz B5ag|Sf

Nachweis schwacher Erreichbarkeit mit Kreisen auf Schicht 0
Die Kante (t4, p1) bleibt in diesem Fall auf Schicht 0 erhalten. B5ag|o bildet zusammen
mit B5, K = {p1«} und der gleichen Konstante h = 100 die Eingabe fiir Algorithmus
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7.5 von Seite 121. Es werden zunéchst wieder Zielfunktion und Nebenbedingungen

erzeugt:

ZF: 100 - #(ty)o) + 7(ta) +7(tp) — Min
cons: {7(ta) =7(tp) > 1}

GLOP ermittelt eine Losung fiir B5ag|o, in der t4)0 schaltet und der Zielfunktionswert
102 betragt. Die T—Invariante ist jedoch nicht realisierbar. Erst nach zwei weiteren
Schichten wird in B5ag|2 schwache Erreichbarkeit nachgewiesen. Noch eine weitere
Schicht &ndert — wie im kreisfreien Netz — nichts am Zielfunktionswert: Die zusétz-
liche Ebene ist nutzlos und es liegt keine starke Erreichbarkeit vor. Die Ergebnise sind
in Tabelle 8.10 zu finden.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)

B5as/o 102 ta, tyo, tp (nicht realisierbar)

B5aB|1 102 ta, cij1,05 tajo, tB (nicht realisierbar)

B5aB|2 4 2-ta, tyo, Copp15 tap1s 2- Cop10, 2-1B

B5ag|3 4 2:ta, g3, Co3.25 a2, 2+ Co2,1, 2 €110, 2+ Coy1,0,
2-tp

Tabelle 8.10: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz B5ag mit Kreisen auf

Schicht 0
Schicht 2 Schicht 1 Schicht 0

ta tp

l Y
P1j2 C1)2,1 P11 C1j1,0—{ P1j0

2 | J e
4— ty)2 2 4— ta)1 2 P2jo tajo
C2|2,1 C2|1,0

Abbildung 8.20: Netz B5ag|»
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8.2.2 Netz B6

Das in Abbildung 8.21 dargestellte Netz B6ag unterscheidet sich von dem S/T-Netz
B3ag von Seite 135 nur durch eine andere, durch t4 und ¢p représentierte, Start-
und Zielmarkierung M6 und M6g. Warum fir dieses Netz B6ag unter der gegebenen
Markierung keine starke Erreichbarkeit vorliegen kann, ist bereits nach ersten Simula-
tionsschritten erkennbar: Die Transitionen ¢; und t3 konkurrieren um Marken auf p;.
Darf t 4 nur einmal schalten, so wird diese Marke beispielsweise von t3 konsumiert und
auf p3 gelegt. Dann ist das Netz tot, da ¢; zum Schalten wiederum eine Marke auf p;
fehlt. Nur durch zweimaliges Feuern von ¢4 kann diese Konfliktsituation verhindert
werden. Die minimalen T—Invarianten von Netz B6ag entsprechen den T—Invarianten

in Netz B3ag auf Seite 135, schwache Erreichbarkeit ist demnach gegeben.
Jinl

L2

Abbildung 8.21: Netz Bbag

Ermitteln der minimalen Kreise
Da bis auf die modellierten Markierungen nichts an der Struktur des Netzes geéndert
wurde, kénnen auch die aufzuschneidenden Kanten, représentiert durch die Liste K =

{P6<9, P5a4, P3a1, P1a7}, libernommen werden.

Nachweis schwacher Erreichbarkeit im kreisfreien Netz
Die vier aufzuschneidenden Kanten werden auf Schicht 0 durch acht Hilfstransitionen
sowie vier Stellen ersetzt. Algorithmus 7.3 erhélt Netz B6ag |8f, B6, K und die Konstante

h =100 als Eingabe. Zielfunktion und Nebenbedingungen werden konstruiert:

ZF: 100 - 7(tyg) + 100 - 7(tg ¢) + 100 - #(ty 5) + 100 - 7(t] 5)
+100 - 7(t} 3) + 100 - #(¢] 5) + 100 - 7(¢; ;) + 100 - #(¢5 ;) + 7(ta) + 7(t) — Min
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t2.5> = 77(7521/.5% 77@’1.3) = F(tlll.?)%

GLOP ermittelt danach eine Lésung fiir B6ag|S’, in der die Hilfstransitionen #} ; und
tg ¢ schalten, was einem Zielfunktionswert von 202 entspricht. Anschlieend wird auf
schwache Erreichbarkeit untersucht. Erst mit der vierten zusétzlichen Schicht ist diese
nachweisbar; t4 und tp miissen je viermal feuern. Nun muss kontrolliert werden, ob
der Zielfunktionswert von nun an streng monoton fillt. In der Tat ist dies mit einer
weiteren Schicht der Fall: In B6AB|§f schalten beide Transitionen nur noch zweimal.
Nun folgt mit der néchsten Schicht der direkte Test auf starke Erreichbarkeit, da der
néchste Zielfunktionswert < 4 nur einmaliges Schalten von ¢4 und tp représentieren
wiirde. In B6A5]gf wird jedoch nur eine Losung mit Zielfunktionswert 4 gefunden, so
dass die zusétzliche Schicht keinen weiteren Nutzen gebracht hat. Es liegt daher nur
schwache, aber keine starke Erreichbarkeit vor. In Tabelle 8.11 sind alle Ergebnisse
abgebildet.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
B6as|§ 202 ta, 16 tojo, tog, tB
B6ag|{ 202 ta, 110, tog s tojos to6 s B
B6as|S’ 202 ta, cij2.1, C110, toe s tojos toe, B
B6asS' 202 ta, cus2s C12,15 C11,05 tog > tojos tog, B
B6as|§ 8 4d-ta, 2134, 2- 14, tojas 2 Cja3, Coja3s taj3, toj3,

C3]3,25 C6[3,2> 2" C9|3,2, taj2; 2-Toj2, 4+ Coj2.1, te|1, 4 L71,
Cs11,05 4+ Coj1,0, tejo, 4-tB
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Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)

f
B6agl§ 4 2-tA, U35, t1|55 t7)55 C5|5,45 L1jar 2 C54,35 C6)4,35 L4j3
to|35 Co|3,25 2-Tg|2; Loj2s 2-Coj2,1, 271, 2-Coj10, 2-tB

f
B6agl§ 4 2-ta, 1356, t1)6s t7)65 C5(6,55 L1]55 2 C5[5,45 C6|5,45 Lajds
toj4s Coja,3, 2-T6|3; Lo|3s 2-Co3,2, 2-T7)2, 2-Co2,1, 2-C110,
2-co10, 2-tB

Tabelle 8.11: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz B6ZfB

Nachweis schwacher Erreichbarkeit mit Kreisen auf Schicht 0
Netz B6ag|o bildet zusammen mit B6, K und Konstante h = 100 die Eingabe fiir
Algorithmus 7.5. Es werden folgende Zielfunktion und Nebenbedingungen erzeugt:

ZF: 100 - 7(ty)0) + 100 - 7(t3)0) + 100 - 7(ty)o) + 100 - 7(tg)0) + 100 - 7(t7)0)
+100 - F(tg‘o) + F(tA) + ’F(tB) — Min
cons: {7(ta) =7(tp) > 1}

Fiir B6ag|o ist keine schwache Erreichbarkeit nachweisbar. Der Algorithmus fiigt zu-
néchst drei zusétzliche Schichten bei einem konstant bleibenden Zielfunktionswert von
102 hinzu. Die Loésung, die in diesen Féllen einen minimalen Wert liefert, entspricht
mit dem Schalten von t4, tgy und tp (und gegebenenfalls Hilfstransitionen ¢;) einer
der drei minimalen T—Invarianten des Originalnetzes Bbag, die allein nicht realisierbar
ist. Erst mit der vierten zusitzlichen Schicht wird in B6ag|s eine T-Invariante 7 ge-
funden, deren Netzdarstellung kreisfrei ist und die schwache Erreichbarkeit nachweist:
7(ta) =7(tp) = 4.

Nun wird auf starke Erreichbarkeit untersucht: Mit der néchsten Schicht sinkt der
Zielfunktionswert streng monoton, t4 und tp schalten in der Losung fiir Bbag|s je
zweimal. Allerdings ist damit auch das Ziel erreicht: Die sechste Ebene bringt keinen
weiteren Nutzen. Der Losungsvektor fiir B6ag|s zeigt, dass ohne zweimaliges Schalten
von t4 die leere Markierung nicht reproduzierbar ist. Die Ausgaben des Algorithmus

fiir jede Schicht sind in Tabelle 8.12 zusammengestellt.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
B6aglo 102 ta, too, tB (nicht realisierbar)

B6ag|1 102 ta, cipo, top, tB (nicht realisierbar)
B6ag|2 102 ta, cij2,1, Cij1,05 too, tB (nicht realisierbar)
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8.2 Beispiele fiir schwache Erreichbarkeit

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
B6AB‘3 102 tA y 01‘372, 01‘271, C1|]_707 t9|0 5 tB (mcht realisierbar)
B6aB|4 8 4-ta, 21314, 2y, lojas 2 C54,3, Coja,3s taj3, Lo|3s

C3)3,25 €6/3,2 2 Co|3,2; taj2, 2 lop2, 4 Cgj2,1, 2 - tgy1,
4-t71, 4 copnpo, 4-tB

B6ag|s 4 2-ta, t3p5, t1js, 755 Cs)5.45 L1)4s 2 C5)4,35 C6ja,3, Ta|3;
lo|3; Co|3,25 2-Le|2, Loj2, 2+ Cgj2,1, 2-T7)1, 2-Cgj10, 2+ 1B

B6aB|6 4 214, t3i6, t1je, 765 C5)6,55 150 2 C5)5,4 C6|5,4, Lajds
Loj4s Coja,3, 2-te|3, 2 Cg3,25 Co|3,25 Toj2, 2+ Coj2,1, 2+ T7|1,
2-conp0, 2-tp

Tabelle 8.12: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz B6ag mit Kreisen auf
Schicht 0

8.2.3 Netz B7

Bei B7ag handelt es sich um Netz B4ag mit einer einzigen kleinen Verdnderung: Das
Kantengewicht W ((p1,t2)) wurde von 1 auf 2 erhoht. Es ist schnell ersichtlich, dass
in keinem Fall starke Erreichbarkeit gegeben ist: Darf {4 nur einmal schalten, so ist

das Netz danach bereits tot. Erweitert zu B7agc besitzt es folgende minimale T—

Invarianten:

t1 |to | t3 |ta|ts |te |t7 |ts|to|ta | LB
FtlolojlojojojoflojOo|1]|1]1
P2l 2(1|1]0|1|0[0]|0]O0|0O]O
P lo0l0olofl0o|3|1]l0|2/0/01/0
Pl211122l0l0|l0|l0|lO|0]|O
7 10l0|3[6|0|1]l0|2/0/01]0
71613 13]0[0|1]2]0[0|0]0
Flololo|lo|lo|l1|1|1/0|0]|O

Die Netzdarstellung von 7! ist nicht frei von Deadlocks und Traps ist, somit miissen
andere T-Invarianten hinzuaddiert werden. Die Summe 71 472+ 73 bildet wie in B4ag

eine Linearkombination, die schwache Erreichbarkeit nachweist.

Ermitteln der minimalen Kreise

Die fiir B7ag zu ermittelnde Liste K entspricht der Liste fiir B4ag. Es ist somit K =
(P39, P4<9, D141, P24s), Was den Kanten (to, p3), (to,p4), (t1,p1) und (s, p2) entspricht.
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Abbildung 8.25: Netz B7ap

Nachweis schwacher Erreichbarkeit im kreisfreien Netz

Die vier aufzuschneidenden Kanten werden durch die acht Hilfstransitionen und vier
Stellen ersetzt. Algorithmus 7.3 erwartet als Eingabe die Netze B?AB\Bf und B7 sowie
die Liste K und die Konstante A = 100. Zielfunktion und Nebenbedingungen werden

wie gewohnt konstruiert:

ZF: 100 - #(th 5) + 100 - #(t} 5) + 100 - 7t} ,) + 100 - 7t} ,)
+100 - 7(t} 1) + 100 - #(¢] 1) + 100 - 7(t5 o) + 100 - #(¢g 5) + 7(ta) + 7(tp) — Min
cons: {7(ta) = 7(tp) > 1,7(ty3) = 7(tg.3), T(tg.a) = 7(tg4), 7(t 1) = 7(#],
(tg) = 7(tg2)}

GLOP ermittelt zunéchst eine Losung fiir B7AB|8f, in der vier Hilfstransitionen schalten,
was einem Zielfunktionswert von 402 entspricht. Der Zielfunktionswert dndert sich erst
mit der dritten zusdtzlichen Schicht: Die T-Invariante 7 in B7AB|§‘C, in der t4 und tp
zweimal schalten, weist schwache Erreichbarkeit nach. Nun miisste mit der néchsten
zusétzlich Schicht der Zielfunktionswert auf 2 fallen, wenn starke Erreichbarkeit gege-
ben ist. Dies ist aber nicht der Fall: Der Zielfunktionswert bleibt identisch, die neue
Schicht war also nutzlos und es liegt nur schwache Erreichbarkeit vor. In Tabelle 8.13

sind alle Ergebnisse zu finden.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
B7AB’Cf 402 ta, t/9/‘3 ) tg.4 ) t9|07 t’9.3 ) t§.4 , B
B7AB’cf 402 ta, C1)1,05 tg.3 ) tg.4 ) t9|0’ tg).3 ) tg).4 , tB
B7AB|Cf 402 ta , C1)2,15 €1]1,0» t/9/3 ) tg4 ) t9|0’ t/93 ) %4 , tB
B7agl§ 4 214, tg3, 2-t3)3, 4-11)3, 2-tg)2, 4-t3)2, 8-11)2, 4-t9y1,
2131, 2- g1, 2-tgj1, 2-ty1, 2 51,05 2 tajo, 4 7)o,
2-tp
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8.2 Beispiele fiir schwache Erreichbarkeit

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)
B7agl 4 2-ta, toa, 314, 2 - t1ja, 24,3, t2)3; T6|3s t8|3, C4j3,2
to|2; 3-tgj2, 231, U515 2-tej1, 2-Coj1s 2-T1p1, 2+ C5)10,
2 -t4‘0, 4. t7\0 2-tp

Tabelle 8.13: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz 872‘8

Nachweis schwacher Erreichbarkeit mit Kreisen auf Schicht 0
Netz B7aglo wird zusammen mit B7, K und Konstante h = 100 Algorithmus 7.5

iibergeben. Zunéchst werden folgende Zielfunktion und Nebenbedingungen erzeugt:

ZF: 100 - 7(ty)0) + 100 - 7(t9)0) + 100 - 7(t3)9) + 100 - 7(t4)0) + 100 - 7(t5)0)
+100 - 7(tg10) + 100 - 7(t710) + 100 - 7(tgi0) + 100 - 7(tojo) + 7(ta) + 7(t5) — Min
cons: {F(ta) =7(tp) > 1}

Der Algorithmus fiigt drei zusétzliche Schichten hinzu, mit denen sich der ermittelte
Zielfunktionswert von 102 nicht dndert. Der Losungsvektor ist nicht realisierbar und
entspricht einer minimalen T-Invariante von B7ap, in der die Transition tg)y schalten
miisste, dies aber nicht kann, da ihr die Marken auf p3|y und py| fehlen. Hinzufiigen der
vierten Schicht fiihrt zu einer realisierbaren T—Invariante, die schwache Erreichbarkeit
nachweist. Mit der fiinften Schicht dndert sich der Zielfunktionswert nicht mehr, es

liegt also keine starke Erreichbarkeit vor. Die Ergebnisse zeigt Tabelle 8.14.

Netz ZF-Wert Schaltfolge der Losung (T-Invariante 7)

B7aglo 102 ta, too, tp (nicht realisierbar)

B7aB1 102 ta, cii,0, tojo, tp (nicht realisierbar)

B7aB|2 102 ta, ci2,1, Cij1,05 too, tp (nicht realisierbar)

B7aBl3 102 ta, cij3,2, C1j2,15 11,0, tojo , tB (nicht realisierbar)

B7asls 4 24, by, 2 taa, 4 tija, 2 oy, tajss tejss 2 - e,
2-c3i3,2, 2162, 2-tg|2s 2+ C5)2,1, 2+ L)1, 4+ L7152+ C5)1.0,
2-tp

B7aBls 4 2:ta, tos, T35, 2~ t1j5, C2j54, t2)a, teja, tsja, Caja,3;

l6|3: 3-tg|3, t3j2, 26|25 2-Tgj2, 2-Cop2,15 2+ C52,15 2+ U501,
4-tr1, 2-t1, 2 c5pn0, 2-tB

Tabelle 8.14: Losungen des GLOP fiir das schichtweise erweiterte Netz B7ag mit Kreisen auf
Schicht 0
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9 Fazit und Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde untersucht, ob es rein linear—algebraische
Verfahren zum Nachweis der Erreichbarkeit einer Markierung B aus einer Markierung
A in einem beliebigen Stellen/Transitions—Netz gibt. Obwohl die lineare Algebra ein
sehr iibersichtliches und vielseitig einsetzbares Handwerkszeug ist, stellen Kreise in
Netzen ein Problem fiir sie dar: In einem Schalthdufigkeitsvektor ist nicht erkennbar,
in welcher Reihenfolge dessen Transitionen schalten miissen, um B aus A zu errei-
chen. Aus diesem Grund kann ein solcher Vektor in einem Netz mit Kreisen zwar die
Zustandsgleichung erfiillen, jedoch ist nicht erkennbar, ob fiir bestimmte Transitionen
erforderliche Marken sofort, erst nach dem Durchlaufen bestimmter Kreise oder gar
nicht zur Verfiigung stehen. Es gibt verschiedene Moglichkeiten, dieses Problem an-
zugehen. Zwei in den letzten Jahren entwickelte Verfahren wurden in dieser Arbeit

beispielhaft vorgestellt und deren Schwéchen aufgezeigt:

Kostin (Kapitel 4.1) erweitert das gegebene Netz um eine zusitzliche Transition ¢,
die durch einmaliges Schalten die Startmarkierung A aus der Zielmarkierung B er-
zeugt. Anhand von t. klassifiziert Kostin die minimalen T-Invarianten dieses erwei-
terten Netzes und versucht durch intelligente Bildung von Linearkombinationen von
T-Invarianten aus diesen insgesamt drei Klassen einen passenden Schalthdufigkeitsvek-
tor zu konstruieren. Intelligent heiflt hierbei, dass auch der notwendige Markenbedarf
jeder T—Invariante fiir deren Realisierbarkeit ermittelt wird und darauf aufbauend ab-
geschétzt wird, wie oft andere T—Invarianten, die diese Marken zur Verfiigung stellen
kénnen, in die Linearkombination einfliefen miissen. Letztlich versucht Kostin mit
dieser Linearkombination durch Simulationsschritte nachzuweisen, dass eine Schalt-
sequenz von A nach B und durch einmaliges Schalten von t. wieder zuriick nach A
existiert. Der Schwachpunkt von Kostins Verfahren liegt eindeutig in der Vielzahl der
Kombinationsmoglichkeiten bei der Bildung von Linearkombinationen und der Tatsa-

che, schlussendlich doch auf Simulationsschritte zuriickgreifen zu miissen.

Ramachandran und Kamath (Kapitel 4.2) wahlten einen anderen Ansatz: Bei einem

kreisfreien Netz ist die erfiillte Zustandsgleichung kein notwendiges, sondern ein hin-
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9 Fazit und Ausblick

reichendes Kriterium. Ein gegebenes S/T-Netz wird darum so in kreisfreie Schichten
entfaltet, dass die Zustandsgleichung als Nachweis fiir Erreichbarkeit herangezogen
werden kann. Jedoch basiert dieses Verfahren darauf, dass bereits ein Schalthdufig-
keitsvektor bekannt ist, der die Gleichung erfiillt. Nur mit dem Wissen, dass maximal
d (als Summe aller Komponenten des Schalthdufigkeitsvektors) Schaltvorgiange ausge-
fiihrt werden miissen, besitzt das Verfahren ein Abbruchkriterium: Nach maximal d
zusétzlichen Schichten — da auf jeder Schicht mindestens eine Transition feuern kann
— wird die Erreichbarkeit fiir diesen bestimmten Schalthadufigkeitsvektor entschieden.
Falls keine Erreichbarkeit vorliegt, gilt dies aber nur fiir diesen konkreten Schalthéiu-
figkeitsvektor. Es kann trotzdem noch andere, realisierbare Schaltsequenzen geben, die

erneut getestet werden miissen.

Beide Verfahren zeigten deutlich, dass erforderliche Simulationsschritte und fehlen-
de Abbruchkriterien ein Problem darstellen. Es bestand also die Notwendigkeit, neue
Methoden zum Umgang mit diesen Defiziten zu entwickeln. Auf Basis der Reprodu-
zierbarkeit der leeren Markierung wurde darum das Erreichbarkeitsproblem in Kapitel
5 nach einer Idee von Kurt Lautenbach in zwei Problemklassen, starke und schwache
Erreichbarkeit, verfeinert. Ein gegebenes S/T-Netz wird nun um zwei Transitionen ¢4
und tp zu einem Netz Nap erginzt; durch Schalten von t4 wird die Markierung A auf
das Netz gelegt und durch Feuern von tp die Markierung B vom Netz genommen. In
diesem erweiterten Netz ist die leere Markierung die Startmarkierung. Der Nachweis
starker und schwacher Erreichbarkeit wurde folgendermaflen auf die Reproduktion der
leeren Markierung projiziert:

Im Fall schwacher Erreichbarkeit existiert eine nichtnegative T—Invariante 7, in der
t4 und tp einmal schalten und deren Netzdarstellung weder Deadlocks noch Traps
besitzt — das S/T—System ist damit lebendig in beide Richtungen. Im Fall starker
Erreichbarkeit muss es eine solche T—Invariante geben, die zudem realisierbar ist. Alle
weiteren in dieser Arbeit diskutierten Ansétze unterschieden nun zwischen schwacher

und starker Erreichbarkeit:

In den Kapiteln 5.3 und 5.4 wurde anschliefend gezeigt, warum die Berechnung oder
Konstruktion einer geeigneten Linearkombination 7 aus den minimalen T—Invarianten
von Nyp alles andere als trivial ist: Bei groflen Netzen mit Hunderten von T—Invari-
anten gibt es eine Vielzahl von Kombinationsmoglichkeiten, die im schlimmsten Fall
alle berechnet und getestet werden miissen. Auch iiber die Losung eines GLOP eine
einzelne T-Invariante zu gewinnen fiihrt in der Regel nicht schneller zum Ziel, da die

Netzdarstellung dieser T-Invariante meistens noch Deadlocks oder Traps enthéalt. Aus
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diesem Grund wurde nach weiteren Moglichkeiten gesucht, die Anzahl oder Gestalt
der T-Invarianten durch eine geeignete Klassifizierung zu beschrinken.

Da die Kreise im Netz das eigentliche Problem der Erreichbarkeitsuntersuchungen
darstellen, musste zunéchst ausreichend Kenntnis tiber deren Gestalt gewonnen wer-
den. Indem Njp in einen erweiterten Synchronisationsgraphen transformiert wurde,
konnten in diesem S—Invarianten und damit alle minimalen Kreise von Nyp berechnet
werden. Zudem wurde ein Verfahren vorgestellt, wie sich aus der Gestalt der Kreise —
d.h. durch welche Stellen und Transitionen diese verlaufen — eine minimale Anzahl
von Kanten ermitteln ldsst, die man in Nap 16schen muss, um ein kreisfreies Netz zu
erhalten. Um nichts am dynamischen Verhalten des Netzes zu &ndern, wurden diese
Kanten durch eine geeignete Struktur aus zusédtzlichen Stellen und Transitionen er-
setzt. Auf Basis dieses neuen Wissens wurden anschlieBend in den Kapiteln 6 und 7

zwei neue Losungsansatze vorgestellt:

In Liosungsansatz I wurde zunéchst eine T—Invariante 7 berechnet, die schwache Er-
reichbarkeit nachweist und demnach die Basis fiir die Untersuchung auf starke Er-
reichbarkeit bildet. Ahnlich wie bei Kostins Verfahren wurden die T-Invarianten in
Klassen eingeteilt. Mit dem neuen Wissen aus dem vorherigen Kapitel — die minima-
len S-Invarianten des erweiterten Synchronisationsgraphen — konnte fiir Grenzstel-
len im Netz ermittelt werden, wie hdufig Transitionen in deren Vorbereich schalten
miissen, um genigend Marken fiir die Nachtransitionen bereitzustellen. Mittels dieser
Gewichtung der verschiedenen Transitionen wurden geeignete T—Invarianten, in de-
nen diese Transitionen feuern, ausgewéhlt und gewichtet zu einer Linearkombination
7 addiert. Die Linearkombination selbst wurde (kurz gefasst) in einen sogenannten
Pseudo—Synchronisationsgraphen entfaltet, in dem jede Transition im Netz nur einmal
feuern darf. Transitionen mit Schalthdufigkeit h > 1 wurden darum (h—1)-mal als Ko-
pie hinzugefiigt und alle Kantengewichte durch Vervielfachung der Stellen eliminiert.
Die Ubergiinge an Grenzstellen wurden durch sogenannte Transitionsgruppen model-
liert, so dass alle denkbaren Wege von Eingangs- zu Ausgangstransitionen moglich
sind. Die Existenz einer T—Invariante im erweiterten Synchronisationsgraphen, deren
Netzdarstellung ein kreisfreier Synchronisationsgraph und damit automatisch lebendig
ist, entsprach dem Nachweis starker Erreichbarkeit.

Bereits diese kurze Zusammenfassung zeigt aber, wie viele einzelne Schritte aus-
gefithrt miissen, um letztendlich eine moglicherweise passende Linearkombination zu
finden und zu testen. Zudem kann der Pseudo—Synchronisationsgraph schon bei sehr
kleinen Netzen mit vielen Kanten oder groflen Kantengewichten so komplex werden,

dass eine Berechnung aller darin enthaltenen kreisfreien Synchronisationsgraphen in
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der Praxis nicht ausfithrbar ist. Die grofle Anzahl von T-Invarianten entsteht auf-
grund der vielen moglichen Wege durch die Transitionsgruppen. Auch die Berechnung
einer einzigen T—Invariante durch Losung eines GLOP kam in Frage, wurde jedoch ver-
worfen, da in diesem Fall zwar nur genau eine T-Invariante berechnet wird, diese aber
durch Constraints (,Verbieten der Kreise“) so genau spezifiziert werden muss, dass die
Anzahl der erforderlichen Nebenbedingungen auch bei sehr kleinen Netzen sehr grofl
sein kann. Von der Uberlegung, durch intelligente Kombination von T-Invarianten

starke Erreichbarkeit nachzuweisen, ist also grundsatzlich abzuraten.

Lisungsansatz II ist als das vielversprechendste aller Verfahren anzusehen. Hierbei
wird ein Netz dhnlich wie bei der Methode von Ramanchandran und Kamath in kreis-
freie Schichten entfaltet. Alle Kreise im Netz werden aufgetrennt, indem sie nicht in
der gleichen Schicht, sondern der Schicht darunter enden. Schwache Erreichbarkeit
muss bereits gegeben sein. Starke Erreichbarkeit ist genau dann bewiesen, wenn nach
einer gewissen Anzahl zusétzlicher Schichten eine T-Invariante 7 mit kreisfreier Netz-
darstellung gefunden wird, in der t4 und ¢p nur einmal feuern. Die Berechnung der
T—-Invariante erfolgt durch das Losen einer ganzzahligen linearen Extremwertaufgabe
mit zusétzlichen Nebenbedingungen. Das Abbruchkriterium, das sich fiir die Netze
in dieser Arbeit als brauchbar erwiesen hat, aber fiir beliebige Netze noch bewiesen
werden muss, setzt sich aus zwei moglichen Fillen fiir die Unterscheidung starker und
schwacher Erreichbarkeit zusammen: Starke Erreichbarkeit liegt im oben beschriebenen
Fall vor. Schwache Erreichbarkeit ist nachgewiesen, wenn eine T—Invariante ki, - 7,
kmin > 1 gefunden wird und der Faktor k;,;, mit dem Hinzufiigen einer neuen Schicht
nicht mehr reduzierbar ist: Fallt der Zielfunktionswert nach dem Nachweis schwacher
Erreichbarkeit nicht streng monoton mit jeder néchsten Schicht, so ist die neue Schicht
,hutzlos“ und starke Erreichbarkeit kann nicht vorliegen.

Dieser Losungsansatz ist zudem als der eleganteste und intuitiv einfachste anzuse-
hen, was durch die in Kapitel 8 aufgefithrten Beispiele deutlich geworden ist. In den
Schichtennetzen kann nachverfolgt werden, wann welche Kreise durchlaufen und Mar-
ken gelichen oder zuriickgegeben werden. Insbesondere, wenn eine Losung gefunden
ist, kann man deren Schaltfolge in Schichtennetzen mit niedrigerer Anzahl von Ebe-
nen simulieren und erhélt Informationen dariiber, wo Marken beim Durchlaufen eines
Kreises nicht rechtzeitig zuriickgegeben werden konnten.

Als zukiinftiger Forschungsgegenstand ist der Beweis der Korrektheit des Abbruch-
kriteriums fiir beliebige S/T—Netze anzusehen. Ist dieses Abbruchkriterium korrekt, so
wurde tatsédchlich eine rein linear—algebraische Methode fiir den Test auf starke Er-

reichbarkeit entwickelt. Weitere Anregungen fiir zukiinftige Forschungsarbeiten sind:
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Falls dieses Abbruchkriterium nicht fiir beliebige S/T—Netze gilt, kann selbstverstand-
lich nach anderen oberen Schranken gesucht werden, beispielsweise nach einer maxi-
malen Anzahl von Schichten, ab welcher starke Erreichbarkeit nicht mehr vorliegen

kann. Einige zu untersuchende Kriterien konnen sein:
e die Anzahl der minimalen oder elementaren Kreise im Netz,

e crforderliche Schalthidufigkeiten bestimmter Transitionen unter Betrachtung der

Kantengewichte
e oder eine Kombination aller Kriterien.

In der vorliegenden Arbeit wurde zudem deutlich, wie sich die Performance von Al-
gorithmen zur Berechnung von Erzeugendensystemen steigern lasst, indem man nach
T—Invarianten mit bestimmten Einschrankungen sucht, wie beispielsweise charakteris-
tischen Vektoren oder festen Werten einzelner Komponenten, wodurch nur ein Bruch-
teil von Losungen errechnet werden muss. Auch hier kann untersucht werden, ob sich
ein S/T-Netz in eine Form transformieren lésst, durch die darauf arbeitende Algorith-

men modifiziert werden und leistungsfahiger arbeiten konnen.
Zuletzt kann untersucht werden, ob sich Verfahren zur Losung linearer ganzzahliger

Extremwertaufgaben derart optimieren lassen, dass sie speziell auf Stellen/Transitions—

Netze und deren Figenschaften abgestimmt sind.
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